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0. Schenker.

2 Kreissysteme am Dreieck.
(Eingereicht den 9. April 1906).

1. Satz: Die drei Kreise durch die bezw. Drei-
ecksecken A, B u. G, deren Mittelpunkte A’, B’ u.
C’ erhalten werden, indem man die Normalen
A’A, BB u. C'C in den Ecken A, B u. C zu den
Umkreisradien AM, BM u. CM mit den Gegen-
seiten in A’, B’ bezw. C’ zum Schnitt bringt,

2. gehen durch dieselben zwei Punkte O und O’ im
Endlichen und schneiden sich unter dem unver-
anderlichen Winkel von 120°

Fig. 1.

3. Diese drei Kreise gehen ausserdem durck
die bezw. Schnittpunkte B’ u. B"” | C'"" u C" |
A’ u. A" der dussern und innern Winkelhalbie-
renden mit den Gegenseiten (siehe Figur 1).
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Hist. Bemerkung: Dieses Kreissystem wird dem Apol-
lonius von Perga (in Pamphylien) mit dem Beinamen des grossen
Geometers zugeschrieben, der um 200 v. Chr. zu Alexandria
lebte und ein Werk tber die Kegelschnitte (De Sectionibus
conicis) schrieb.

Beweis zu 1. Am einfachsten rechnen wir in trimetrischen
Koordinaten, indem wir einen beliebigen Punkt P durch seine
Abstéinde x,, X,, X; von den bezw. Dreiecksseiten BC = s,.
CA =s, und AB = s, bestimmen, wobei x, x, u. x, durch die
Beziehung verbunden sind :

X,.8, + X,.8, + X,.8, ==8,.5,.8InC = 8,.5,.8iIn A =5,.5,.5inB

3

Bezeichnet d den Durchmesser vom Umkreis des Funda-
mentaldreiecks (ABC), so folgt aus der Figur:
s, = d.sinA,s, = d.sinB,s, == d.sinC, also

x,.sinA +- x,.sinB 4 x;.sinC=d.sinA.sinB.sinC

! 7 rr rr rr

2 !
Der Abstand zweier Punkte x/, x,/, x,” u. x,”/, x,”", x4

wird durch den Ausdruck gegeben:

it Sl ITAY: ’ rry2
2 (x — X, ).sl.cosA—l— (x2 — X, ).52.cosB
1°*

s smC

-+ (xg’ — x3”)2. 8. €0sC ]

oder indem man s, = d.sinA,s, = d.sinB,s,= d.sinC einfiihrt

1 v
durch | Nt
\/2.sinA.sinB.sinC[(X1 X, )Sln2A

I(xz’ —_— xg”)zsinZB - (Xaf'— XSH)ZSiH2C]

Anmerkung: Die Formel ergibt sich folgendermassen
(s. Fig. 2). Bezeichnen ', B’, G’ resp. W', B'’, "' die Fusspunkte
der Senkrechten aus P’ und P’ auf die Dreiecksseiten, so ist:

PP =AW 4 (P'A — P"A') oder da
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QII Q[” BQIH Bgl[y X3, X1’ . COSB X3” X1” : COSB
o ~ sinB sin B sinB sinB
X3’ . X3” + (Xlr _ XZH)COSB ”
—_— + ls
sinB
r___ rr ' rr 9
PP = Yo 5+ & %y )cosD + (x’ —x,/)*
sin B 1 1

=[(x3’ —x,"’ )2—1—(1(1’ —x,"’ Y42 (% —x,"")(x,"—x,") cos B]:sinzB
daaberx '.sinA 4x,.sinB+4x,.sinC=d.sinA.sinB.sinC u.

x,”’.sinA-}-x,”’.sinB 4 xg”.siﬁC =d.sinA.sinB.sinCist,
also (x," — x,")sinA 4 (x,/ —x,"')sinB - (x,/ —x,/")sinC = O,
so folgt durch quadrieren: 2(x,)—x,")(x,/—x,")

(x,' — x,"’ )sin’B — (x,/ — % )Ysin’A — (x,' — x,/' )%. sin’C

sinA . sinC

also P—’PT’zz{sinC(xs’ — x,/")?(sinA — cosBsin ()
+ sinA(x," — xl”)g(sinC — cosBsinA)
+ sin’BeosB(x,” — x,")° } : sinA . sin’B. sinC
= {sinA(xl’ — xl”)zcosA .sinB + sinB(x,” — xz”)zcosB .sinB
-+ sinC(x,” — xg”)zcosC. sin B } : sinA . sin’B. sinC

. { =,/ —x,/ 'Ysin2A 4 (x,” — x,/')’sin2B - (x,’ — x,'")’sin 2 C}

: 2smnA.sinB.sinC w. z. b. w.




Fig. 2.

Sei nun ABC (Fig. 1) das gegebene Dreieck, das man
als Fundamentaldreieck wihlt, M der Umkreismittelpunkt; BB’
stehe zum Radius MB senkrecht und treffe die Verlingerung von
AC in B/, so ist nach dem Sinussatz im #ABB':

AB’ =d.sin’C:sin(C—A) u.im 4 CBB’ : CB’ =d.sin’A:sin(C—A),

d.sin’A.sinC

sin(C—A) %=1

somit sind die Koordinaten von B’ X, = —

< __d.sinzC.sinA
37 sin(C — A)

hat offenbar die Gleichung:

) . 2 . 92 .
dg{ T, (% i“AC;] sin2 A - (sin A. sin 0)2.sin213+[s——?“ s Smé] sin2C

sin(C—A)
dsin®A .sinC '
%+ “sin(C—A)

und der Kreis durch B mit B’ zum Zentrum

] sn12A—|—x2 sin2B

. or 2 F . 2
~ sin"C.smA | . ‘
+ [Xg'— mj .sm2C

da ja die Koordinaten der Ecke B l : x, =0, x2=a.sihA.sinC
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x,=0 sind. Durch Vereinfachung wird die Kreisgleichung

& sin?A _sin?C.sin9B 2x,.d.sin2A.sin?A.sinC
.sin“A.sin“C.sin2B= — =5

2x3.d.sin2C.sin2C.sinA

2 . 2 . 2 .
Sn(C — A) -+ x[.sin2A -}-x;.sin2B 4 x;.sin2C.

Die entsprechende Gleichung fiir den Kreis durch die Ecke
C erhilt man durch Vorriicken der Buchstaben und Indicess:

2x,.d.sin2B.sin’B.sin A

9 . 9 . 2 ‘ -
d®.sin°B.sin“A.sin2C = A —B)

2xld.sin2A.sin2A.sinB
o sin (A — B)

Die gemeinsame Sehne dieser beiden Kreise bezw. deren
Gleichung erhilt man durch Substraktion der beiden Kreisglei-
chungen :
dz.sinZA.sing(l-sin2B~—d2.sinzB.sinzA.sin20=2dxl.sin2A.sin2A.

{sin (A—B)sinC +sin(C—A).sin B} 2dx2.sin2B.sin2B. sin A
' sin(A—B).sin(C—A) T sin (A — B)

xf.sinZA 4 x2.sin2B + xé.sinZC.

2dxasin20.sin20.sinA tor dongh Vorolafuck
- sin(C — A) oder durch Vereinfachung:

d.sinA.sinB.sinC.sin(C—B)

—x,sin2A.sinA [COSZB_ c0s2A + cos2A —cos2C

sin(A — B).smn(C —A)
2X2.Sin2B.sin2B 2x,.5in2C.sin’C
~ sin(A—B) ~ sin(C—A)
2x1sin2A.sin2A
sin(A — B).sin(C — A)

oder

d.sinA.sinB.sinC=

2x,.sin2B.sin’B 2x,.5in2C.sin’C
sin(B —C).sin(A — B) + sin(C— A).sin(B — ()
d.sinA.sinB.sinC=x,sinA -+ x,sinB 4 x,sinC wird die Glei-
chung der Sehne:

oder Wegen
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(x,sin A 4 x,sinB + x,sinC)sin(A — B).(B — C).sin(C — A)

—ﬂxlsinZA.sinzAsin(B — () —2x2sin2B.sin2B.sin(C —A)

— 2x,5in2C.sin’C.sin(A — B)=

Durch Vorriicken der Buchstaben und Indicess wird diese
Gleichung nicht geéndert, d. h. unsere drei Kreise haben eine
gemeinsame Sehne im Endlichen, gehen also durch zwei feste
Punkte O u. O’ im Endlichen w. z. b. w..

Beweis zu 2. Nach dem Cosinussatz ergibt sich (Fig. 1)
C'B?=C0°4+B'0°—2C"0.B'0.cos(C’OB’) und anderseits
C'B”?=AB?+4+AC”? —2AB’. A(Y.cosA od. da aus AABB' folgt:

d.sinA.sinC and
sin(C —A)

AB' =d.sin’C:sin(C—A) u. BO=-B'B=

aus ANACC' : AC' =d.sin’B:sin(B—A) u.
C'O=CC" = d.sinB.sinA : sin(B—A) (nach dem Smusgatz)

d?.sin*C d*.sin*B d®.2.sin’C.sin’B. cos A

sin (C—A)_I_sm (A—B) sin(C—A).sin(A —B)

5 [sinA .sin CJ? o |sinB. sinA |?
=d [sin © —I‘A)] +d [sin A— B)}
T 2d”.sin’A . sinB. sinC. cos(C’OB"
sin(C— A).sin(A — B)
od. durch Vereinfachung:
sin”C (sin® C — sin®A) + sin’ B (sin’ B — sin®A)
sin®(C — A) sin® (A — B)

s 2sin°C.sin’B.cosA + 2sin’A . sinB . sinC . cos(C’ OB')
sin(C —A).sin(A—B) sin(C— A).sin(A — B)

sin’C.sin B . sinzB.sini} 1 2sin’C.sin’B.cosA
sin(C—A) sin(A — B) sin(C — A).sin(A — B)

— 2sin’A .sinB.sinC. cos O
= T Sin(C—A).sin(A — B)

oder
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sin C ___smB $ 2sinC.sinB.cosA
sin (C — A) sin(A — B) sin(C — A).sin(A — B)
' - + 2sin®A.cosO
~ sin{C — A).sin(A — B)

woraus: sinC.sin(A — B) —sinB.sin(C — A) 4 2sinC.sinB. cosA
= - 2sin°A.cosO oder |
sinC(sinA.cosB — cosA.sinB) — sinB(sinC.cosA — cosC.sinA)
4 2sinC.sinB.cosA = 4 2sin’A.cosO oder sin®A = 2sin°A.

cosO, also cosO = % d. h. < C'OB’' =460°; in gleicher
Weise ist <f A'OC" = 120° u. <f B'OA’ = 60° w. z. b. w.

Beweis zu 3 (Fig. 1). Sind BB/ u. BB’ die innern
und #ussern Winkelhalbierenden in /\ ABC an der Ecke B, so
1st:

<Y B""BC =,% :

ferner ist <f BB'B’ == A —f—g, als Aussenwinkel des Dreiecks

ABB'/, darum <} B"’"BB’ = <] BB"'B’, somit |
B'B—=B'B"” w.z b. w.

< CBB' = A, also. _<):B”BB'=A+—]§—,

Gleicherweise ist <) B'BB"' = 90 — A — g nach dem
o , 2

vorigen u. < BB"'B' =90 —A — 5 als Folge

des vorangegangenen, somit :
< B'BB"" = < BB"'B’, d. h.
B'B=B'B"’ w.z b. w.

Satz: Im rechtwinkligen Dreieck ABC (Fig. 3) ist
die Verbindungslinie der Kathetenmitten Radical-
axe (P,P,) eines Kreissystems, bestehend aus drei
Kreisen, wozu der Umkreis (M) gehort. Dieser ent-
hialt die Mittelpunkte M, und M, der beiden andern
Kreise, welche durch. die Berihrungspunkte des
innerlich berithrenden Kreises an den Katheten
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bezw. durch seinen Berihrungspunkt an der Hypo-
thenuse gehen.

Beweis: Wir legen ein rechtwinkliges Koordinatensystem
zu Grunde mit Umkreismittelpunkt M zum Anfangspunkt, dessen
positive Axenrichtungen Mx u. My parallel den Kathetenrich-
tungen CB und CA sind. Ist sodann M,MM, in M zur Hypo-
thenuse senkrecht it M, u. M, zu Schnittpunkten am Umbkreise,
so sind M, M u. M, die Zentren unseres Kreissystems mit der
Verbindungslinie der Kathetenmitten zur gemeinsamen Sehne.,

N\

L
'

C'
Y

R

Fig. 3.

Bedeuten P, und P, die Schnittpunkte dieser Radikalaxe
mit dem Umkreis, A, B,, C, die beziiglichen Berithrungspunkte
des Inkreises (Zentrum O), so wird behauptet:

M p, = M,A, = M,B, u. MP, = M,C,

Die Koordinaten von Ml, M, A, Bi, C, u. P, sind, wenn"
wiederum d den Umkreisdurchmesser vorstellt :

d.cosA } . d. cosB
von M, | x = —— : y="22
M _ d.cosA _ L d.cosB
von 2 X — — T . y= — T
von A |x=d SmBz__l : y=— Sln];.d
sinA.d sinA —1.d
von B, | x = — 5 : y—= .

Bern. Mitteil. 1906. Nr. 1622
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% e dsinAsmB; sin A | pe=d, dnl sin A EsmB

von C,

x =d| — sin’B.cosB + cosB \/cos? B + sm‘B |: 2

von P1

y=d| —cos’BsinB F sinB \/cos? B F sin* B |: 2

denn der Radius r des Inkreises ist ja:
r—=d’.sinA .sinB.sinC:d (sinA + sinB + sinC)
A B C A B C

::8dsm?sm§.51n—2—.cos—2—.cos—2~.cos?
A B . A )
.4cos~§.cos?.cos? == 2d.sm§.sm—2—.sm—2r
=dcosA+cosBé—|— cosC—1_ sinA 4 ssz— I.d it

unsern Fall von C = 90° woraus fir A, u. B, die angegebenen
Werte folgen (Fig. 3).
Fir C, ergeben sich daraus die Koordinaten:
sinB —1  dsinA 4+ sinB —1

g ==y 5 -+ 5 . cosA
—d sinA . sinB -} sin’B — 1 _ ClSinAsmB — smA
2 2
L d.smB_i_d.smA —+ sinB — l.sinA—l— ds1nA—}—s1nB-~1
2 2 2
. 9 . . . .
__ g8 A+ sm;& .sinB — 1 o dl sin A g sin B —
gegeben.
Fiar P P, aber besteht die Gleichung :
. 2
y + SHQ‘B .d = — xtgB und fir den Umkreis x> + y° == 5},

woraus fir P, und P, folgt:

. 2 2 2
2, sinB(cos.d 4-2x)° d
X+ 4.cos B T 4 oder




— 107 —

4x° 4 4.sin’B.cosB.d.x — d’.cos’B + d’cos’B.sin® B = o .

od. 4x* 4+ 4sin’B.cosB.d.x — d’.cos'B = o, woraus

Xp P —sinzB.cosB.d_—td.cosB\/coszB_|_Sin4B}:2

1

YP1‘P2= 1~ cos’BsinB . d T d.sin B\/cos’B + sin‘B } :2

— -

wie angegeben.
Hiernach ergibt sich:

I
MIP [cosA 4- sin’B. cos B F cos B\/cos’B sm4B] T

Q2
T

-+ [cosB + cos’B.sinB + sinBV/cos?B - sin*B

2
== [ 1 + sin®B. cos’B 4 cos’B - sin'B 4 ZSinA.sinB] dT

2
— % (1 -+ sinA. SillB) , ferner
2 d?_ 2d2
M, A12= [cosA — sinB + 1] T +[ cosB sinB] 5
d2
=g (1 -+ sinA. smB)

2 d2 2 d2

M, B12 z(cosA -+ sinA) T + [cosB — sinA -+ 1] T
d2

5 ( + smA smB) also:
MP =MA =MB, =MP, w.z b w.

weiter ;

- 2 12
M2P12 — [ — cosA + sin’B.cosB F cosB \cos?B sin4B] —(-14—

2

2
+ [ — cosB - sinB. cos’ B +sinB \/cos"’B -+ sin‘*B] : %

d2

4[1—[—sin2B cos’B + cos’B -}- sin'B — 2sinB. cosB]
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=—d§: (1 — sinA.sinB) u.

2 2

1\—4;@3 — [ — cosA — sinA(sinB — sinA)] ., %

2

12
+.[— cosB — sinB (sinA — sinB)J T

(1 — sinA.sinB)

d : 2|
=4 1 } (sinA — smB)]-—-2—

woraus folgt :

M.F, = MzC1 =M,P,. w.z. b. w.
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