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Zur mathematischen Theorie der Invaliditäts-

Versicherung.

Von Dr. Q. Schaertlin, Zürich.

Der Schweizerischen l.eben.sversichenmgs. und Rentenanstalt zum

bevorstehenden fünfzigjährigen |ubil;ium gewidmet.

Der (jrngonst.ilnd der vorliegenden Arbeit bat den

Verfasser seit längerer Zeit beschäftigt. Mellen früher
hat er in einein Aufsatz'): ..Uber die Höhe der tinan-
ziehen Belastung', welche durch die Altersversorgung
der eidgenössischen Beamten und Angestellten voraus-
sichtlich hervorgerufen wird", die Beziehungen zwischen
den Rentenbarwerten aufgestellt, die im Abschnitt ß

dieses Aufsatzes entwickelt werden. Der unseres Wis-
sens dort zum erstenmal festgestellte Zusammenhang ist
seither wiederholt von andern Autoren untersucht und

nachgewiesen worden Von den uns bekannten Ar-
hinten, welche sich damit beschäftigen, sind, ohne class

wir Anspruch auf Vollständigkeit machen, zu erwähnen :

ein Aufsatz von F. Möller-) über In Validität* versichern nirO *

ein (iutachten von Dr. Oh. Moser") über Invaliden- und

') Zeitschrift, für Schweizerische Statistik, XXV. Jahrgang,
18ö!>, Seite 225.

*) Assekuranz-Jahrbuch von A. Khrenzwoig. Witt. Jahrgang,
Seite Ol.

*) invaliden- und Altersversicherung, Seite 5!). Bern, Neu-
komm A Zimmermann.
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Altersversicherung, ein Aufsatz von Dr. J. Eggonborger ')
über die Mortalität*- und [nvaliditätsvorhältnisso der

bayerischen Borgleute, und endlich die Arbeit von
E. Hninza-) für den Kongress der Yersicherungsmathe-
matiker in Paris.

Leider wird der schöne Aufsatz von Hatnza durch
einige wesentliche Fehler entstellt und fällt er durch
die Verwendung der gewöhnlichen und hernach der

..unabhängigen" Sterbenswahrschcinlichkeiten und in-
validitätswahrscheinlichkeiten der Aktiven in zwei Teile
auseinander, die in keinen Zusammenhang miteinander

gebracht sind. Diese Spaltung ist nicht nötig und liegt,
wie aus unseru Entwieklungen hervorgeht, nicht in

der Natur der Sache.

I. Eine Gesamtheit von /„, Personen des Alters w
sterbe nach einer bestimmten, bekannten Absterbe-
Ordnung. Die Gesamtheit zerfalle in der Folge in

zwei verschiedene Gruppen: in eine Gruppe von Ak-
tivon und in eine Gruppe von Invaliden. Von den

Aktiven, die im Alter «; noch die Gesamtheit aus-

machten, treten die mit fortschreitendem Alter invalid
Gewordenen aus und zu den Invaliden über. Diese

Gruppe, deren Zahl beim Alter w gleich o war, ver-
mehrt sich, um die invalid Gewordenen und nimmt
um die Zahl der durch den Tod Ausscheidenden ab;
sie wird anfangs zunehmen, ein Maximum erreichen
und dann abnehmen.

') Zeitschrift für die gesamte Versicherungswisseuschaft.
Dritter Band, Seite '228, und vierter Band, Seite 120.

-) Documents. Troisième Congrès international d'Actuaires,
Paris. Note sur la théorie mathématique de l'assurance contre
le risque d'invalidité d'origine morbide, senile, ou accidentelle.
Seite lo t. L. Dnlac, éditeur, Paris.
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Die (vi'uppo der Aktiven nimmt ab, einmal um
die invalid werdenden und sodann um die während
ihrer Zugehörigkeit zu dieser Abteilung sterbenden

Mitglieder.
Die Absterbeordnung der Invaliden wird im all-

gemeinen von derjenigen der Gesamtheit aller Personen

verschieden sein.

2. Die unmittelbare Beobachtung habe zur Kr-

niittlung der folgenden Werte für die verschiedenen

Alter a; geführt.
Ks seien uns bekannt:

f/j., die Wahrscheinlichkeit, dass ein Mitglied derive-
samtheit im Laufe des (.<: -|~ I). Jahres sterbe,

(/' die Wahrscheinlichkeit, dass ein Invalider im

(a; -f- I Jahre sterbe,

t* die Wahrscheinlichkeit, dass ein Aktiver im (,c j- I).
Jahre invalid werde.

Hieraus leitet man, von /,„ ausgehend, in bekannter
Weise die Aktivitätsordnung ab, nämlich die Reihe der

Zahlen /"" der in jedem Alter lebenden Aktiven und

die Reihe Z." der Invaliden jedes Alters.
Es ist nämlich:

Zw
| 2 — |-l Lr | 1 ^1

/»« /

»«« 7 /'*
De | — br | t " «w-l-l

7«« y 7«
bc |-2 —- b»-(-2 »«• (-8

(l)
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Dabei ist dor Annahme gemäss :

4=4"+ 4- (2)

Von der Reihe der Invaliden, deren Glieder wir
mit 4- bezeichnen, ist wohl zu unterscheiden die Ab-
sterbeordnung der Invaliden, deren Glieder man er-
hält, wenn man eine Anzahl Invalide 4 des Alters .r
absterben lässt, ohne dass neue zutreten.

•1. Die folgende Entwicklung will nun mit den

Werten 4, 4" und unter Beiziehung der Eunda-

mentalgrössen 4 und (oder 4)) clic Grundwerte der
In va 1 id itäts Versicherung darstellen.

Zu diesem Boll lifo sind in erster Linie die folgender-
müssen zu definierenden Eundamentalwerte herzuleiten:

4'", die Wahrscheinlichkeit, dass ein Aktiver dos Alters a;

im folgenden Jahre als Aktiver (ohne vorher
aus der Gruppe der Aktiven ausgeschieden zu

sein) stirbt;
jpU", die Wahrscheinlichkeit, class ein Aktiver des Alters.r

das folgende Jahr als Aktiver überlebt;
c4", die Wahrscheinlichkeit, class ein Aktiver dos Alters.<•

im folgenden Jahre invalid wird und hernach
im gleichen Jahre stirbt;

die Wahrscheinlichkeit, class ein Aktiver des Alters,«
im folgenden Jahre invalid wird, dieses Jahr
aber überlebt;

<4) clie Wahrscheinlichkeit, dass ein Aktiver des Alters ./•

im folgenden Jahre; stirbt, sei es im aktiven,
sei es im invaliden Zustand;

^4, die Wahrscheinlichkeit, class ein Aktiver des Alters a;

das folgende Jahr überlebt, sei es al.s Aktiver,
soi es als Invalider.
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Da 7" und />" entgegengesetzte Wahrscheinlich-
keiten sind, so besteht die Beziehung

<£+*>*=! (3)

Die Wahrscheinlichkeit, invalid zu werden und

hernach zu sterben, bildet zusammen mit der Wahr-
scheinlichkeit, invalid zu werden und zu überleben,
die Wahrscheinlichkeit, invalid zu werden. Also ist

'/.!' "{~ Pœ (4)

Ebenso bilden die Wahrscheinlichkeiten 7"" und

zusammen die Wahrscheinlichkeit, nicht invalid zu

werden; daraus folgt:
a« I aa 1 • / ~ \

'G + IG ' — '>• 0>)

Die Addition der Gleichungen (4) und (f>) ergiebt
«i* I «/ « aa 1 «« « //>\+ IG + 1

• (6)

Ferner ist nach der Definition der Fundamental-

«a 1 a /t\
und

aa « «Î aig f- ig- ig- 1«)

Die Reihen der und ?" werden aufgestellt unter
Benützung der sich selbst erklärenden Beziehung

(9)

Werden daher die Reihen der und /',!

als gegeben der Rechnung zu Grunde gelegt, so ist
Gleichung (9) als Identität aufzufassen.

4. Zu den Fundamentalbeziehungen zwischen den
eben definierten Wahrscheinlichkeiten und den Werten
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von 4-, S" unci Z" gelangen wir durch die folgende
I Iborlegung.

Von den Lobenden des Alters » sterben im

folgenden Jahre Z* g^ Personen.

Zu derselben Zahl gelangen wir durch Ermittlung
der sterbenden Aktiven und Invaliden.

Als Aktive sterben : C g.
Als Invalide sterben:

1. von den Z"® Aktiven : Z g'",

2. „ „ Z" Invaliden : Z" g?„.

Also ist

» «« i 7«(« ai « 7Ü z /1 n\Z® <Z®—L, r/j. —j— Z.,: g,,; -|-Zx g®
' /

und wogen Gleichung (7)

Z., g® Z®." g£ + Z" gl>, (Ii)
oder bei Benützung von Gleichung (2)

7(1« i 7ÎÏ 7a« « I 7« i
(Za; "T~ ^a; $a; — ^a? ^Za; i* ^a; (Z.c*

Also ist

(12)

Aus den Gleichungen (10) und (2) folgt

_ 7«
««' «a I r»\

g® — - g.); — g® H (g® g.«)- (U)i((«
'aj

Substituiert man für Z" den Wert, der sich aus

Gleichung (2) orgiebt, so findet man

_(M 2 «« / 2 \
g® — g® g® (g® ~ g®)- 14)

i«a ^ '
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Du die Zahl dor von Personen dus folgende

Jahr Überlebenden gleich sein muss der Summe der

überlebenden Aktiven und Invaliden, so erhalten wir

ohne weiteres für hie Lebenswcihrschcinlichkeiten Be-

Ziehungen, die den Gleichungen (10) bis (14) analog sind.

Ähnliche Betrachtungen wie vorher führen zu den fol-

genden Gleichungen :

if/rt / rt« I G*\ I 7" *
/. ü, (/',• + ?>,• I" /'•••

/, + # K

r(^-/r) ^(2'l--/>.r)

/"rti ft« I / < \
Pic — jpa; Pce ~f~ (P.f V'ar)

er
222 i «a 'a; / « \

^a;

Statt der Lebenden und 2" können in den

Identitiiton (2) und (10) bis (19), ohne deren Gültigkeit
zu zerstören, die diskontierten Zahlen I),., 1 )"" und D"
eingesetzt worden.

5. Stellt man die Betrachtungen, welche zu den

Gleichungen (10) bis (19) geführt haben, statt für (bis

Jahr als Zeiteinheit, für den Zeitabschnitt da; an, so

gelangt man zu den Beziehungen zwischen den Sterbens-
und Invaliditätsintensitäten einerseits, den Lebenden

/j,, C und ?" anderseits.

Bekanntlich hat die Sterbensintensität auf die

Zeit da: bezogen, also der Wert ,u.,. d.r, dieselbe Be-

deutung, wie die Sterbenswahrscheinlichkeit für die

Zeiteinheit von einem Jahr.

(15,

(16)

(17)

(18)

(19)
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Es ist also

^a? -f-da? — ^
woraus

— __ L '' ••••

~~ i; '

rfœ
'

Angenähert ist

$ (£.«—1 " (fc—2 ^aj-j-a)
~~ 12 /.,.

(Text Book, Kap. II, Art. [40].)

Wir bezeichnen im folgenden mit /ta, die Sterbens-

intensität der Mitglieder der Gesamtheit., mit /(£. die

Sterbensintensität der Invaliden im Alter m
h" soll die Intensität des Ausscheidens aus dem

aktiven Zustande infolge Todes oder Invalidität bedeuten.
Die "Werte von ,u". stimmen überein mit den Sterbens-
intensitäteu aus einer Abstorbeordnung, deren Lebende
mit der Zahl der Aktiven der Aktivitätsordnung über-
einstimmen.

Es ist also
1 d üj.

~~
TT

i d C
•"*' ~~

/'•-a;

1 7 7««
a __ l «b: (20)

/«« d,r

Endlich bezeichne r,, die Invaliditätsintensität, also

den Betrag, welcher, mit der Zahl der Aktiven
und der Zeit oh multipliziert, die in dieser Zeit da;

entstehenden Invaliden liefert.
Wir stellen nun dieselben Überlegungen an, die

uns im 4. Abschnitt zu den Gleichungen (10) bis (19)
geführt haben.



Yon den Lobenden dor Gesamtheit sterben in
dor Zeit (te

/ tt,,. (te.

Zu demselben Betrag muss man gelangen, wenn

man für diu Zeit (te die Zahl dor gostorbonon Aktiven
und Invaliden ermittelt.

Von den Aktiven scheiden in der Zeit rte

überhaupt, durch Tod oder Invalidität, aus

icm « 7
£,c /(.c ax*.

in,u'von fallen für uns ausser Betracht die invalid
gewordenen, welche nicht sterben, sondern die Zeit t/tr
überleben.

Ihre Zahl ist

C" r., <te I I -

Von den vorhandenen Invaliden sterben

,('!• rte'.

Hieraus folgt

te rte r rte— C" r, tte (l— ^ (te.

Also ist

/'.) |";u -)- r.,. -|- -?—(((,, /(À.
^ftft

Hieraus folgt

=/'.c + - (,u'. — (21)irtft ' ' V '
VL'

oder

ft i
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Man bemerke, dass die Gleichungen (21) und (22)
bestehen, auch wenn man in dem Ausdruck für die
invalid gewordenen Aktiven, welche die Zeit «te liber-

leben, für ' ^ eine andere endliche Punktion von «ij,
£

einführt.

Die Gleichungen (21) und (22) gestatten eine leichte

Berechnung der Invaliditätsintensität, wenn, wie anzu-
nehmen ist, /(„, /<" und /aj, berechnet sind.

Bezeichnet man endlich mit ,u£" die Sterbonsinton-
sitiit der Aktiven, so muss, da nach Gleichung (5)

i i : i
te- + te +4, 4,

auch

(1 — ,u". fte) -|- /("" rte + i'a, rte 1 sein.

Also

+ (215)

Ii. Die /urate/te'/fera« A. Es sei der Barwert der
Invaliditütsrente 1 für einen Aktiven des Alters ,r,
zahlbar zum erstenmal zu Beginn des auf das Inva-

lidisierungsjahr folgenden Jahres zu ermitteln.

Es sei

der Barwert der nachschiissigon Leibrente 1 für
ein Mitglied dos Alters x der Gesamtheit ;

der Barwert der nachschiissigon Leibrente 1 eines

In validen ;

«C der Barwert der Leibrente l eines Aktiven, zahl-
bar so lange dieser aktiv ist;

a» der Barwert der Leibrente 1 eines Aktiven, zahl-
bar nachdem dieser invalid geworden, während
der Dauer der Invalidität, erstmals zu Anfang des

auf das Invalidisierungsjahr folgenden Jahres;
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dor Barwert dor naehscliiissigen Lcibronto 1 eines

Aktiven, zahlbar so lange der Aktive als Aktiver
oder- Invalider lebt.

Dann ist offenbar

a fict I <1/ /D \

Im weitern bestehen zufolge der Definitionen die

Identitäten

7a« rt 1 /Ü „ i /()-\
er.,. ^ i.,. a.» -(- /.» (de)

Oder wegen Gleichung (2)

C («, -- 4) S («.'• - «,) (26)
und

/"AM I / ?\ /OT\«— n,,, -(- — «... (20
«a?

„ «i / r<« / / \ _ „«*• • — «., — (rt* — «:«)• (2lS)

kann auch folgondormaason bestimmt werden:
Von C'' Aktiven werden invalid und überleben das

Invalidisierungsjahr

Der Barwert der an sie auszurichtenden Renten ist

Der Barwert sämtlicher Ronton ist

£ i'(i - a +
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Dor Barwert der Renteneinheit ist also

Dor Definition von a£' gemäss hat a"' keino rcalo

Bedeutung: denn vor dor Invalidisierung kann keine
Invalidenrente ausgerichtet worden.

Man wird daher bei der Invaliditätsrento, deren
Raten mit dem Vorsicherungsjahre fällig werden, sich

der Ausdrücke „vorschüssig'-'" und „nachschüssig" zu

enthalten haben.

7. Die beiden im Abschnitt 6 entwickelten Aus-

drücke für a'" sind identisch.

Im folgenden soll der Ausdruck (29) in die Form

(» -f- 1). Jahr invalid werdenden und das Invalidi-
sierungsjahr überlebenden Aktiven, den gleichwertigen
Ausdruck

(27) übergeführt werden.

Nach (29) ist
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so wii'd das erste Glied der ersten /eile des Klammer-

ausdruckte :

i" G
117« 7«

Gx'-f-l ^ G

Das /weite Glied der ersten Zeile und das erste

Glied der /weiten Zeile geben:

ii 4-|-l \ 4+2
<•- Cm - G

\ ?aH-2 I o /V* /" \+ G — /. m i

•' G..
' ' G,.'

%-)

Das dritte Glied der ersten Zeile, das /weite der

zweiten Zeile und das erste der dritten Zeile geben :

" g»-'- e;

4+s \ 4fa
Gm

'

G,-,

G

+ y' (4+2 — Ci i

I I 7" 7« G-I'll+ ^ l G 1-3 — G I

^ t»4-2

«=• (Ci-, - c

Es ist also

«/ 1

ttjî
7rtn
GC

('GCm + GC|-, + GC,_:i+.

^ J
'' ' - I '' ' 4+3 + G f:; -j-

tc

oder, da

so ist :

C 4 - C,
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1

ttj; —- [v ïy-1-l -f- 1'® + • • • (T ^J-4
7(ïft

+ ®«Ck + )- I'. C)'/,
Demnach ist :

/ -7 7'"
„ tw 'a;

__ «a »a? DI? z
^a? ^£C — ^a-

in
'//:/ ./, «;"+ — («,—«!.),

c,
'

was nachzuweisen war.

8. Die in ««/e/;;ö///'i//eM /»'«to sa/tZtawe Ato/e.
Ebenso wie die Identität (27), besteht die folgende:

('») ,77 im)
«z (»i) «a I st; / (m) z \ /oa\«m <4 — «œ + - ('4 ~ rt.,. )• (dO)

(»«)

bedeutet die in Raten von — je zu Anfang'
I

m ' ®

des Zeitabschnittes zahlbare Rente; die erste Rate
w

ist zahlbar zu Anfang des auf den Invalidisierungs-
abschnitt folgenden Zeitabschnittes.

Nun ist aber, (Text Rook, Kap. IX, Art. 22),

_ I
W — 1 1/ | .A /01X«* - »* + ^ I2„e^

<'"* + ^
WO

t)' log nat (l -j- i).

Entsprechend ist
(m) ^ 9 ^

7 7 Wi 1 - I
" ' - + 2 w ~ 12 777^ ^2)

C"l _ g
«a aa l M l / « I «\ zoo\-f- — ,(».,• 4- '0- I i

2 7)7 12 '777 -
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Durch (lie Substitution in Gleichung (30) erhält

man unter Berücksichtigung von Gleichung (21)

(vre)

- _L
12 w -

oder in erster Annäherung, die für die Praxis meistens

genügt :

i

^
f-ua— «x + (.34)

(m)

#> •

(34«)

Pernor ist

('») (»»)

+ «* ' «- + 2 m - 12 m* + ^

+ „«2 I "*
«•>: + ,.V »

1 2 wr

Und wegen Gleichung (23)
('»0 i » i
ö ^ « | ^ 1 / a« /or\"" + 2 m

"
12 m* ^

Die A'owfmuie/diDie« i2e«A«. Pür den Fall »«

oo gehen die im vorausgehenden Artikel Indian-
dolten Renten in kontinuierliche über.

Wenden wir die Bezeichnung für u,;.'"' an, wenn
m ins unendliche wächst, so gelten die Gleichungen

«x "• + g
~~

j2 (,"'+'>)



60 —

Aus don Gleichungen (31) bis (35) in Verbindung
mit (36) bis (38) folgt:

'
j

'

2 m 12 m*
ftx' — «x Ô—• ioTi.'ä (31*)

(•in)
« t

((;)? ~~

(«0
rtft —rt«

ft,,. ft.,. -

lï + ÎFS» <"' + <> «»

K + ï2^«+ ">

(m)
a* —a/ ^

12

(in)
—a

«' =^-2Ï»+Ï2W^ + ^ «
Die Formeln (36) bis (38) geben, wenn der Zinsfuss

gleich 0 gesetzt wird, die vollständige mittlere Lobens-
dauor eines Aktiven, (38), die Zeit, welche er als

Aktiver, (36), und die Zeit, welche er als Invalider
vorlebt, (37).

10. JVft./u'to(!ve?'sA7/e>7(«</ ««/' dew 7We.s;/«/Z wwd

dew i«u«//d^äfe/'ftd. Die Kapitalversicherung I auf
den Todesfall, fällig am Schlüsse des Todesjahres, hat

den Wert
A.,, — l — d 11 -f-

WO

d -- 4—r t'ü I.

1 -ft
-Demgemäss ist auch

Ax I 7(1 (.,,:) (39)

der Barwert der Kapital versicherung 1 für den In va-
lidon (.r).
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Ks liegt nahe, auch diu Aktivitätsordnung wie

eine Htorbotafol zu bohandoln und <1 i<* Bedeutung des

Ausdruckes i d (l + zu untersuchen. Wird
die Aktivitätsordnung in dieser Weise verwendet, und

berechnet man den genanntem Ausdruck, so gewährt
man jedem Ausscheidenden am Schlüsse des Aus-

scheidungsjahres das Kapital I. Der Aktive erhält also

die Versicherungssumme I, wenn er als Aktiver stirbt
oder wenn er als Invalider ausscheidet.

Der Ausdruck —d (1-f-a) ist daher der Bar-

wert des Kapitals 1, das dem Aktiven im Invaliditäts-

fall, oder vorher im Dalle des Ahsterbens gewährt wird.

Den Wort der Leistung im Invaliditätsfall bezeichnen

wir mit (A'"), den Wert der Leistung im Todesfall
allein mit A','". Es ist also

.\r i - ..d,i + (40)

Der Wert von (A',',') kann direkt bestimmt werden.

Es ist

V 7®® V V ta®®
- /SJ

' kr i ' L. I ' il Dîf|îi-(-(
A','.' ;• ' ®

„ ' " (41)
w i>:r

Ferner ist

oo •—
V TA®® -®®

— 1 D., | / '/.. : '
Ar V ' (42)

!>;"

Der Wert A" der Versicherung 1 für einen Ak-
tivon Li;), zahlbar wenn dieser stirbt, sei es als Aktiver
sei es als Invalider, berechnet sich wie fokt:
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Es ist definitionsgemäss

7«{l i ft I 7Î£ i £ 7 »4 A.c + 4 Ax 4 Ax.

Hieraus folgt

C Ax 4 fl — d (1 + )] - C (1 - d (1 + 4)1

4 -d [4(1 -fax) /"(l T"r)|

c- d • /r(i+ «x).

Also ist

A" 1 — d (1 + a"). (43)

Den Wert von A, den Barwert der Versicherung 1

für einen Aktiven, fällig, wenn dieser, nachdem er
invalid geworden, stirbt, bestimmen wir aus der [den-
tität

4"(Ar + A?) + 4 Ai: -4 Ax

Ax' - Ax - A"" + fe (Ax -- Aid, (44,
C

oder

A? - Al. - AT - —- (Al- - A,,, (45)
C

Will man endlichnoch feststellen, welche Bedeutung
dem Ausdruck 1 — d beizulegen ist, so gehe man
auf Gleichung (43) zurück. Danach ist

a::. 1— d(l +«r + «»)

Ax -= 1 - - d (1 + a?) — d aF,

oder nach Gleichung (40)

A" 1 - d (1 + aF) _ 1 + AF + (Ax) 4 d.
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Also ist

i «« I ,i ZU 7 I A «« I / A

A,. -f- A.„ - — (<«.,- + A* +(A.,;J.

Hieraus folgt

,/«:;/ (A:r)- - A:;'. (46)

fZ (t'" Htolit also die Einbusso dar, welche der

Aktive (x) erleidet, wenn ihm statt der Kapitalver-
sicherling l, zahlbar im Invaliditätsfall, eine Kapital-
Versicherung geboten wird, die fällig wird, wenn er
als Invalider stirbt.

11. Holl das Vorsicherungskapital, statt am Schlüsse
des Versicherungsjahres, zur Zeit des Todes bezahlt

werden, und bezeichnen wir den Barwert einer solchen

Versicherung mit A.,., so ist

A, f A„
(Text Book, Kap. X, Art. 7.)

Entsprechend ist

A;, A;..

Da

/,A, rAS + /if A:;,,

oder

Zx-A., A
- A:! + /(!Ai-A-

und auch

A, j / :•" A; f + j,
so folgt durch Subtraktion der beiden letzten Gdei-

chungen
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7«a /*« A « ^ \0 4. (A,; — A.,,
^

odor

-v: a:;. (47)

Vorteilen sich die invalid Werdenden gloichnuissig
übers Jahr (Gleichung 9), so ist

(Ai") ~ (A:"). (48)

Erfolgt die Ausscheidung ans der Aktivität gleich-
förmig über das Jahr, so ist

xr + c a *;/) -i- [Ar + (a;:/)| (49)

und wegen (48)

Ar ~ AV (so)

und endlich wegen der Identität

Ar -1, - Ar + i.A.. - A:.)

A? -j- A»'. (51)

12. -Die iüewtew. Wird beim Tode
des Rentners noch eine Ratarente im Verhältnis zur
Zeit von der Fälligkeit der letzten Rente bis zum
Tode gewährt, so liegt eine vollständige Rente vor.
Ihren Barwort bezeichnen wir mit 4.

Es ist

+ (52)

(Text Book, Kap. XI, Art. (181).

oder auch
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o (m)
l/œ i —

2 my

I~ 12 m-
(53)

(Text Hook, Kap. XI, Art. 19J-)

Demgemäss ist auch

(m) (m) i
oi ,i I a'î

— "" + 2m '

(WïJ
O i

- ; ff* 1 + i-

12m*

d

2m/ ' 12m-'

Ferner besteht die Identität

(54)

(55)

_ ("<)
7«« Ott

(m;
I o(w) j«(i oa I oi
'a; Ü£C ~~ ^ ^a; ~i "a; ^a:?

oder wegen den Gleichungen (52) und (54)

(m) _ _
a„? -,(«!) |W;ü

12m'-

(m) t
+ 2m ^ jUx

12«T

Und wegen der Gleichungen (21) und (23)

t / // /•;

r;

(m) (m) -
O « « _l

A 1 ffi
a; a? f~ « Ax2 m

/ //
12)«'- V"* +

(m)
O (6

a*
(m)
ft I i «

^ " + 2m ^ 12m»' * '

oder wegen der Gleichung (35") und da

.v: - 1 — d ;

(56)

(m)
o« a / 1

«a; - 8j 1
2m ' ~ 12m-' (57)

Im weitern ist zufolge einer Entwicklung ont-

sprechend der des Text Book, Kap. XI, Art. [18]
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(w) (m) -j «a
oa« «a _| A'"' (hü /ftQV

(m)

Dieser Herlcitung gemäss stellt den Barwort
einer vollständigen Aktivitätsronte dar, bei welcher im
Todesfall, nicht aber im Invaliditätsfall, eine Ratarento
im Verhältnis der seit clor letzten Rentenzahlung vor-
Hossonon Zeit gewährt wird.

Aus den Gleichungen (56) und (58) folgt:
("» (m) c») (m)

_O «2 Ort O rtrt rt I ' » rt *-

A„

(m)

rtrt

rtrt 1
» rtrt 1 rtrt\

' 2im " 12wr' /
(Ml) (Jtt)

o rtt «2 I
J. ~T rt'2

«;>; — «» -f- A;,
2m

lind wegen Gleichung (34)
(»0

2 _.Ort2 «2 I
-*• i ft2 I ^

"" ="" 2wi + iä? ' " ' '
oder wegen Gleichung (37)

^ -, i -, 1
Ort2 —rt2 |

A 4 «2 h
«x - «x -h A a,

(60)

(m)
O ft2
«a, ist der Barwert einer vollständigen, in Raten

von — zahlbaren Invaliditätsrente 1 eines Aktiven (ad.
m

Die erste Rate von -- ist zahlbar im Lebensfall zu
m

Anfang des auf den Invalidisierungsabschnitt folgenden

Abschnittes von - eines Jahres. Stirbt der invalid ge-
ÎW
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wordene Aktivo im Invalidisierungsabschnitt, also ohne
don nächstfolgenden Abschnitt zu otdobon, so ist oino

Toilronto im Verhältnis der seit dorn Anfang jenes
Zeitabschnittes verflossenen Zeit (also nicht im Vor-
hiiltuis der seit der Invalidisierung verflossenen Zeit)
zu gewähren.

/>etHw/i7fW//. Will man eine vollständige Aktivitäts-
rente l so bilden, dass im Todesfall und im In validité ts-
fall eine Schlussrente gewährt wird, und bezeichnet

(»»)

man ihren .Barwort mit (u""),*so erhält man ihren
Wert aus der Aktivitätsordnung gerade so, wie den

Wert einer vollständigen Leibrente aus der Absterbe-
Ordnung.

Iis ist also :

0«) O«) „

oder
0»)

<«>=*=( -i)(«•)
(m) (»') (m)

Die Differenz —(/?,"), die wir mit («,'") bezeichnen
wollen, stellt den Barwert der vollständigen, in Baten

von zahlbaren Invaliditätsrente I (dues Aktiven de)

dar, wobei als erste Rente eine Rate im Verhältnis
der Zeit von der Invalidisierung his zum Schluss des

Invalidisierungsabsehnittes gewährt wird.

Stirbt der Invalide im Invalidisierungsabschnitt,
so wird als Schlussrente eine Rente im Verhältnis der
Zeit von der Invalidisierung bis zum Todestag geleistet.
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Definitionsgemäss ist

m) (to) (m)
/" o cî2 \ o a / o aa\

/)

oder wegen der Gleichungen (57) und (58a)

- / î \
(3S0 5Î' (l 2w*

13. Die Invaliditätsrente, bei welcher die Renten-

Zahlung sich nach dem Moment dos Eintrittes der

Invalidität richtet, wirjJ einen von den beiden im Ah-
schnitt 12 berechneten abweichenden Wert haben.

i—
Wir bezeichnen mit n" den Barwert einer in Raten
zahlbaren vollständigen Leibrente, wobei die erste Rente

— eines Jahres nach der Invalidisiorung bezahlt
m ®

worden soll.

Findet die Invalidisierung im Alter .7 statt, so ist

die in diesem Moment entstandene "Verbindlichkeit
('?)

wobei gemäss Gleichung (55)

Führt man die Wahrscheinlichkeit ein, dass die

Invalidisierung im Alter .7 eintritt, diskontiert auf das

Alter a; und integriert, so erhält man

(m)
^ j(l 5—) /" F'" ® r «' d.7

V 2 m/,/,. g« .7 ,7 ,7

^ 12 ,55 W ' '.7 ^



— fi!l -

Dor Wert des ersten Intégrales ist, wie die Be-

trachtung von Gleichung ('29) lehrt, a.', der des zweiten

ist gemäss Gleichung (42) gleich (A").

Also ist

(m)
OrtZ

oder sehr angenähert
('"> / v

3«; / '' \ „«< (61")

Man vergleiche hierzu die Bemerkung zum Ab-
schnitt 12.

Boll die erste Rente im Betrage von
'

mit der^ m
i'-'

Invalidisierung fällig werden, so ist zu noch zu ad-

dieren der Betrag — (A"'), so dass der Barwert dann

beträgt

9 \ 12 /« -(- 9O)
I» 1 - aS' + (AS'). (62)

\ 2m/ 12 wr ^

14. Die a«t/V/t's'c/«o6ewe Jrtua/iditäforaRe. Findet
ein Aufschub in der Weise statt, dass die Invalidität,
wenn sie in den ersten w Jahren eintritt, keinen
Anspruch auf Rente geben soll, so ist der Barwert
des Anspruches nach « Jahren

ai
«.)• i «•

Der gegenwärtige Wert „j ist
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Dor Wort clor aufgeschobenen Aktivitätsrento ist

T\ffl«
«« L'aj-I-» «« /r» <\

«| «.« -| »• (b4)
D.r

Die aufgeschobene lien to 1 für einen Aktiven (x),
zahlbar im Aktivitäts- und Jnvaliclitätsfallc, hat eleu

Wort
Da«IC+TZ « /nrv

i>7
Holl der Aufschub in der Weise verstanden werden,

class die .Rentenzahlung um m Jahre aufgeschoben, aber

auch den Invaliden gewährt wird, die in der Aufschubs-

zeit, also vor dem Alter (x -|- w), invalid- geworden

sind, so ist clor Wert der Rente nach « Jahren für 7,7

Personen

y«« ^«Z |
^yZZ yz'z WC + TZ \

~T" I WT-(-« " ^ ^CC-|-W •

\ fr-g /

Der Barwort für eine Person ist im Alter (xj

l>7„ /DEI-« Bf üt+«\ /

D7 V D«« d;;." i)'„ /

Bezeichnen wir diesen Ausdruck mit „y A", so ist

„fft «z I / t\zz -^ai-l-TzA z* /r»p\
Z?|| I 1=7 JJaj+M ZT7 (w*v

D"" ^ i», /

Die um « Jahre aufgeschobene Rente eines Ak-
tivon, zu beziehen gleichviel, ob der Aktive dann noch

aktiv ist oder invalid geworden, hat den Wert
« «« « «z f fi 7 \

»| Cfc — »! A; ~r «II «œ • v Z

Es besteht daher die Identität

- 7"az * «« I ,.7 \ /PO »

»II w® — «I »I u.c H =- Ul «| ffcj. (.*>8)
y««



a a
m «.»

aa
— a,« -

a a
~~ 711

ai a/ at
|» - ~ ?t||

a a «
— ß.c -~ «1

71

Dir Beziehungen (63) bis (68) gelten auch für

Ilatarenton, kontinuierliche und vollständige Renten.

15. /h'e temporäre Z/m/Itrfih7£.srewte. Ks bestehen

die Beziehungen

(69)

(7(1)

(71)

II« «!" i» «.>.• — !» 4 —^ — » "•»)• (72)
7t-

Auch diese Beziehungen gelten allgeniein für

Ilatarenten, kontinuierliche und vollständige Renten.

16. In der Praxis kommt häutig die mit den

.Dienstjahren steigende Invaliditätsrente vor. Betrüge
die Rente, wenn die Invalidität nach w vollen Dienst-
jähren eingetreten ist, r, nach («-j- .1) vollen Dienst-
jähren (r-j-e), nach («-)-2) vollen Dienstjahren (r-j-2«)
etc., nach (w-f-«) vollen Dienstjahren (r-j-f «), so ist

der Barwort der Renten beim Diensteintritt:

•rytfl Tvati
<4- «4 ,•

i nr
IV" — nI «î I Ujc-Lyi-Lc «/4-«" "» I « s 4 • •« - '' «",-«-1-6

ai | / ai | az I
»' ' «I +'<(« M 4 » l--'l «.« 4 • • « I ;-,

(vt <()." — ' »! 4 " ü «-i-si «"'• (73)
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Handelt es sich z. B. um eine in Raten zahlbare

Rente, gemäss Abschnitt 8, so erhält man

*— —TV"® »D — I

(Tfll «)x — 0* «)r + '>•

Ja „<* " +

9 i fvftftwr — 1

12 TO'2

D'ttt "Tvflft

« — »Vf«+i + • • • «
Dr Dr

sïi I

»ra* — 1 1

(V,|«). +I2^r "5
J-*«

« «

DCtrt I

j; ' x-f-B U

_ vi "*"\05ß^ 2j J-'aî-f-w+Ç
£1

(74)

Der zweite Summand der rechten Seite ist der
(TO)

Fehler, den man begeht, wenn man (Vj «)'" für (v«' «)'"
setzt.

Derselbe ist klein und hat im allgemeinen in der
Praxis keine Bedeutung.

17. Hie Feriràcfew/srer^e «»/ steei Hc&ew. Wir
bezeichnen mit

ft.cy den Barwort der Rente 1, zahlbar bis zum ersten
Ableben zweier Personen vom Alter » und ?/;

«,'cy bedeute die entsprechende Rente, wenn der »jährige
invalid ist;

«r bedeute den Barwert der Rente 1, aufhörend mit
dem Tode von (?/) oder mit der Invalidität von
(»), spätestens mit dessen Tode ;

bedeute den Barwert der Rente 1, zahlbar an ein
Ehepaar, bestehend aus einem Aktiven (») und
einer Frau (y), beginnend mit der Invalidität
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dos Mannes und aufhörend mit dem ersten

Todesfall ;

«4/ endlich sei der Barwert einer Rente auf das vor-
bundeno Leben eines ./jährigen Aktiven und

einer //jährigen krau, zahlbar his zum ersten

Ableben. Dabei soll es für die Zahlungspflieht
gleichgültig sein, ob der Mann aktiv oder in-
valid ist.

Die Werte von und werden aus den Tafeln
der 4 und 4' in bekannter Weise hergeleitet.

wird aus den Tafeln der 4/ und ebenso

berechnet, wie aus den Tafeln der 4y und 4: •

Nach der Definition muss

ferner ist
/i« f«t I <u-f ; (75)

(78)

(76)

kerner bestellt die Identität:
(m)

"w/1- (79)

Wir haben ferner die Beziehung:

(Text Book, Kap. IX, 32.)

Ebenso ist:
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Zufolge der in Abschnitt 17 gemachten Bemerkung

über die Berechnung von ist

1 » t

«rt rtrt I ^ ^ ® I 1 V\ /Ol)\" + 2m 12m- " " + ^ '

Hieraus folgt durch Substitution in (79)
<"'>

2 1
ai ai I ^ 1

"" + 12m '

und
(»

""" """ + "2,7/ ~ "l ^ ^ ^'
(77J 1 9-1l I

o«

19. Die /row<m(«'eriic/iß Be/'friwdftw/srewie. Lässt

man in den Gleichungen (80) bis (84) m über alle
Grenzen wachsen, so entstehen die Gleichungen :

«*// - - "'// 4" 2" j2
~t" 1"?/ + '0 (®5)

ffa ;/ «»;/ + g 1 2
(,<'» 4" i"ï/ 4" 4 (8b)

4- ~ <''* + '*»+^ ^
—«i „ai 1

12
«",/ u'7. 4-,(88)

«•ary ^»2/44 4" o 12
C"® 4" i'G 4" 7). (89)

20. 2>ie FerfrBuh«w'/srerdc ira üaiera, a«S(/e^r»cZci

dwre//. die /t'ordmuieHic/ie Fe/'6iwdit«^srew<e. Aus den

Gleichungen (78) bis (84) und (85) bis (89) folgt:
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^ (oo)

(»»)
«

fa?»

«

(m)
a«
a?//

''•" 2
V« + i2^'^+

'S -W+t2"'»i <"*+"• + '» <"*'

(m)

ftî
-tary — «ao/ 1 2 m«

(m)

-«* '
„ (03)

^a*» —— fa?w < «j'a;

< ,L +^tc+»,HW
21. ATy»ï«/«emc//e/7rwr/ «»/' </<>« c/vdc« 7Wex/h//

row îv.rei ,Le6cw. Die lîezeielinnngen A,.,,, A',,,, A"',',.

À.,"y und Aj", sind mich Analogic der bisherigen Mut-

wieklungeti ohne weiteres verständlich. Ebenso ist

klar, dass

A?„, A:;; + A-; O>5)

und

ASi A,„ - A + — • (A.,..,y - Aj.,). (96)
/ft ft
X//

Sodann ist

A, •
1 — -/ 1 + «.<,,) (97)

A:,,= l — d(l +4,) (98)

A"v 1 — tü(l + 4</>- (99)

Ferner bedeutet

AT) — i A';.',i l ./,l (100)

den Wert einer Versicherung, zahlbar im ersten Todes-

fall oder vorher, wenn der »jährige, der Mann, invalid
wird.
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Durch diese Entwicklung worden wir zur Berech-

nung von (A"y) hingeführt. Es ist der Barwert des

Kapitals 1, fällig, wenn der Aktive (a?) bei Lebzeiten
der Erau (t/) invalid wird.

Die folgende Erwägung führt zu deren Bestini-

nuvng. Yon Zy Aktiven werden im (a: + 1). Jahre

invalid Ç 7,, i.e. Yon diesen sind heim Eintritt der In-
i

Validität verwitwet C 4 4- und nicht verwitwet

/«« /

" 2

g»'
2

Der Barwert der Auszahlungen im Invaliditätsfall
ist für einen Aktiven

(A"l) >— -A-i. <^1)
-rv«a

Aus Gleichung (99) folgt

Aa;y -f- A.,;y — 1 c? (1 —{— «œy) — u!

Durch Subtraktion von Gleichung (100) kommt

(Ag)-A| rf4, (^02)

welche Gleichung analog (46) gebildet ist.

22. Mit genügender Annäherung darf gesetzt worden

A.„y y A...„ (103)

Äxy — j Aa;y (104)

und, entsprechend der Herleitung von (47),

Ä2„ -J-AS„. (105)
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Analog don Gleichungen (48) bis (51 folgt

ïg + (<)= J

~T «a ^ a aa
^•»-2/ ,V

A^ + (A^) ~ [A"y + (ASJ)] (106)

und

hO -J- (a::;) (io7>

A;;; ~ A;:,. (IOH)

23. Die ?-'o//sh/'«iii7/on wriiMttdewe« Z2ewtfemM7ie/<ew.

Es ist

S$ aS# + g,,. A.,

(Text Book, Kap. XI, Art. [21].)
odor

2v)"-^ + "12 w»"'•

Ebenso ist

»r
__ r 1

Y> + ,n n2«"« 12^ ^ ^

("<) /

Entsprechend der Entwicklung von (56) und (57)
finden wir:

(VnJ »0 i «a

M

i aa |

a | Art ~T~*!,-«**+ o,„ '''" |o„Y
/ V \ v

*H'-1^K + T2V- <*"'



78 —

Dieselbe Überlegung, welche zu der Gleichung (58)
führt, begründet die Beziehung:

C"d
-, _ üü I

oaa «a | ifld "I /'v /1 1

"'•« + ïw ^ ~ 12 »D
* (1 ' •')

Durch Subtraktion von (113) und (115) kommt

Gk (?»')

~r 9 (116)

24. Oie iwea(h/i(«/.srew/(Uï, 5ei c/ewe« cü'e .ße/ifew-

2aW«m// sich wac/i (Zern A7w(ri((e ((er /«ru/k/üäf ric/itek
Wir bezeichnen den Barvvort einer solchen Rente,
wenn es sich um eine Vorbindungsrente handelt, ont-

sprechend dem Abschnitt 18, mit Ganz ent-
sprechend der Entwicklung des Abschnittes 13 finden
wir die Beziehungen.

Ü'G / y \ -- y^ (l - 2,J «"» + |
(<)> (H?)

oder angenähert

'4 (l- (H7«)
und

oai / j
^ \ —ai «

12 -j~ ,T(jG qv

25. /lie /7&e»'/e5e«s7t'(yn4ft/yersic/ieru.«(7.

Es bezeichne

A.(,y den Barwert des Kapitals 1, zahlbar beim Ableben
von (x), wenn alsdann (//) noch lebt;

A.„„ den Barwert des Kapitals 1, zahlbar beim Ableben
von (;//), wenn alsdann (x) noch lobt;
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A;,, sei der Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
Ableben von (a;), wenn er (//) überlebt, und

A;,:,", der Barwert der Versicherung l, zahlbar beim
Ableben von (//), wenn er (.-/;) überlobt.

Nun ist offenbar

Aj;.iy ~i~ A.,.,y : A.,.

A-f A.,./y ' A,„
ferner

A
'•// -f- A .4 A,,.„

und also

A,,i — A:,/ A.,.,y - A,.

A.J-// —- A
;y A/y

A.,.,; -|~ A.,.,y — A.,. -f" A,y — A,.,,

Ms sollmi ferner bedeuten
«

Aj_ den Barwert der Versicherung l, zahlbar beim Ab-
leben des Invaliden (./•) wenn (//) dann noch lebt;

Ai den Barwert der Versicherung I, zahlbar beim
Ableben des Aktiven (u) als Aktiver, wenn (v/)

dann noch lebt;

A' den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
Ableben des Aktiven i,e) als Invalider, wenn
(;//) dann noch lebt;

A'^ den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
Ableben des Aktiven (.t;) als Aktiver oder In-
valider, wenn (//) dann noch lebt.

Sodann sin

der Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
Ableben von (?/), wenn der Invalide (,r) dann
noch lobt ;
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aa

A J der Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
Ableben von (?/), wenn der Aktive (.%) dann als

Aktiver noch lebt;
A"i der Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim

Ableben von (?/), wenn (x) dann noch als In-
valider lebt;

A i der Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
icy ö

Ableben von (?/), wenn dann (x) noch lebt,

gleichviel ob als Aktiver oder Invalider.

Es bezeichne

As den Barwort der Versicherung 1, zahlbar beim Ab-

_ leben des Invaliden (x), wenn er (//) überlebt;
A'/ den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim

Ableben des Aktiven (x), sei es als Aktiver, sei es

als Invalider, wenn er(yy) als Aktiver überlebt hat.

Je nachdem das Ableben des (x) als Aktiver oder

Invalider erfolgt, ist zu unterscheiden zwischen

A* dem Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
ary ö '

Ableben des Aktiven (x) als A/ctwer, wenn er
(/y) überlebt, und

A? dem Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
Ableben des Aktiven (x) als ./«vahefer, wenn
er (yy) als Aktiver überlebt.

Ferner bedeutet

A| den Barwort der Versicherung 1, zahlbar beim
Ableben des Aktiven (x), wenn er (y) als In-
valider überlebt;

A? den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
Ableben dos Aktiven (x), wenn or (/y) überlebt,
gleichviel ob als Aktiver oder Invalider.
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Eh bezeichne

AJ don Barwert dec Yersicherung 1, zahlbar beim Ab-
leben von (//), wenn er den Invaliden (.r) überlebt;

ftft
_ liii«A.,,2 den Barwert der Versicherung- 1, zahlbar beim

Ableben von (//), wenn er den Aktiven (A)

überlebt. Dabei wird vorausgesetzt, dass (.#.-)

als Aktiver gestorben sei.
ft*

A a bezeichne den Barwert der Versicherung t, zahl-
bar beim Ableben von (//), wenn er den Ak-
liven überlebt; vorausgesetzt, dass dieser
beim Ableben invalid gewesen sei;

#1/ Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
Ableben von (//), wenn er den Aktiven (a)
überlebt, gleichviel ob dieser als Aktiver oder
Invalider gestorben soi.

Es bestehen folgende Beziehungen

A""'"-)- A""'* A"". (119)
»,•?/ ' ;e/y

Ferner

Ai'" + Ai""":- a"" (120)
a:?/ ' a,'?/ a?

ftft «ft ftft /-* o i \Ai + A i A (121)
it-y

' te// «2/

Sodann ist
ft* » ftft:* ft*

A + V+V =A
Af + A'1 A'"'. (123)

.r/y
'

arz/ »7/ ^ '
Weiter ist

a«. «« ft* ft*

A4 + + A4 + A,| A/ i -'0
a ft aft «* a*

A4 + A4 + A.^ + A^- A,.. (125)

(i
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Und (.Midlich

a«
A'

.Cl/

rti

+ Ai1

ay

a
A'

x/y
(126)

rtrt
A i

au/

rti
4-A 1

» xy

a

— A i
xv/

(127)

rtrt
An

«2/

a2

4-An
UÎT/

rt
An (128)

rtrt
Ac.v

a»

+ A 2
rt

A n.
XI/ (129)

Für jeden der Werte A" gilt die Beziehung

A" A -f- — (A — A').

Zur Berechnung von A i benutzen wir die Be-
au/

ziehung
«a «a 1 «« «ce /ion\\y — * % + 2

(Text Book, Kap. XIII, Art. 32.)

Sie ergibt sich aus der Erwägung, dass man zur

Ermittlung von A i die Aktivitätsordnung wie eine
xi/

Absterbcordnung zu behandeln hat, also die durch
Tod oder Invalidität Ausscheidenden wie Sterbefälle
in die Rechnung einführen muss.

Im weitern können wir die Summe Ai 4- An'
X-// ' au/

direkt bestimmen. Es ist der Barwert der Versiehe-

rung 1, zahlbar, wenn der Ehemann im Zustand der
Invalidität stirbt, wobei vorausgesetzt wird, dass die
Frau die Invalidisierung des Ehemannes überlebt habe.
Von C Zy Ehepaaren werden von der Invalidisierung
betroffen _

C" 4 (I i.2



Von dienen sterben Männer im gleichen Jahr

C i '/» i ;
2 /

'' 2

Von den Ehepaaren, deren Männer invalid werden,
ist du; Zahl derjenigen, welche das .Invalidität*,jähr
überleben :

/r i f-Wi-
Der Barwert der Leistungen auf Anfang des

Jahres bezogen ist

'• C I(l ./) x[(l - + f
also der Barwert der gesuchten Summe

^02 *7/

Folglich ist

'S«" i. W.(i -''?*) '.h
'/.f | < _i_

2

1
®'*' l-M a '

2 ' ' ' ' '

X

IV,
'/.>> i « + l '/,• k V;r-(-<+l (131)

Entsprechend ist

—. —; 1 co —
«1 1 V T\«« V

A 1 -h A 2 —— V 2J JJa;-H:Z/+< W*
•Fl/ «•!/ -pv«« <0

Vn,
O i

(1 ~ <Zy I
•<) ^2/d ' 1-1 (132)

Die Beziehungen (119) bis (132) führen zur Er-
mittlung eines jeden der Werte von A.
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Um die Worte der Überlebenskapitalversicherung,
zahlbar sofort nach dein Tode, angenähert zu finden,

?"

hat man die ermittelten Werte mit -y zu multiplizieren.

Auch durch numerische Auswertung der bestimm-
ton Integrale

und

Ai |-I dt

— /* 0;"5 j;| « r,; A,y dt,
A' A »

gelangt man zu den Werten von

t"' i V"À • —J— A. y

und
— ai -r- ai
A i —f~ A

tevy ' tc.ty

Man kann ihnen auch die Form geben

A' -f- À* — /" 1 h: | ' (1 d ß.c-| t) dt
^ « t\a a f

-L'a;// ,/i 0

(lä) 4r- /"": ,-M 1VM <4I.< dt.

(133)
Da« /

ait/ •/ £ 0

— ai —ai ——. c)' /* *
A4 + A;y ~ (Abj/) ~ '"a-" I < «»H »*•

" (134)

26. ÜierteJensraiten. Wir bezeichnen mit a.p,, den

Barwert der Rente 1, zahlbar nach dem Ableben von

(,r), erstmals zu Anfang des auf das Todesjahr fol-
genden Jahres, solange (y) lebt.
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Es ist

Ferner
_
/ /

^;c|y — ^// " ^x\y

a','.!,y soll don Wort der Konto bezeichnen, zahlbar
nach dorn Abloben dos Aktiven (.<•), sei es als Aktiver
oder Invalider, solange (//) lebt. Es ist

« « <m «< /1 qrA
| y —- ^// — ^7/ $x-v/ v /

«cl',, ist der Barwort der Rente, zahlbar nach dem

Ableben von (,/•) als Aktiver, so lange (//) lebt.

Zu seiner Bestimmung führt die folgende Botrach-

tnng. Von Ehen werden im nächsten Jahre auf-
gelost durch Tod dos Mannes im aktiven Zustand

E './ 7.« •

Von h/ Frauen, welche im nächsten Jahre den
Mann durch Tod im aktiven Zustande verlieren, über-
leben das Jahr

/:r /„ '/.ro -7,)-
Oer Barwert ihrer Witwenrente ist

'' C h/ 7.r" (i — (' + ".'/ h') '

folglich ist (136)

4/- «rn (1 -- Ï,/h) (t +«,imo).
n"® < «
-L'df/y

i«t Jcr Barwert der Rente 1, welche (y) he-

zieht, nachdem (,/:) als Invalider gestorben.

You C /j Ehepaaren überleben

!- '/„)
Frauen das erste Jahr.
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Von don Männern werden invalid und sterben im

gleichen Jahre
Î

,«a •

w» *a: 2 '

es überleben als Invalide

c i, i. (i - 4).
Der Barwert der Verpflichtungen ist

« ^ i.; (1 - '///) -V ~t~ %H)

+ vCï,i»(l-3„) (l-4)^x
und folglich

—- 2 Dœ" «://+« M-t (I (Zi/+i) [1 + %+M-L

-(1
Also ist

®*l» ~ ~ ^ ^®+i 0 3j+<) l + ®a+<+l)
n to

(137)

Die Worte von und a"|,, können auch be-

stimmt werden, indem man die bleute einführt, zahl-
bar an (</), nachdem (x) invalid geworden. Diese be-

zeichnen wir mit («"(,,).

Es ist nämlich

4/ + (4) + <; «„. (138)

Ferner ist

4/-(4)-4- (139)
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Der Wert der eingeführten Rente bestimmt sich,
wie sofort erhellt, mit der Beziehung' ^ (140)

(ß.i;[.v) V] IJas+<: ic I « (1 — <Zy- |
' h/ |-< fl)

d;';; < "

und
" l /* oc —

Ui/H 'Vf-i «jy+< (141)
D,.-j .A »

Wir bezeichnen mit

'h»l* - - A« — «•«//

den Barwert der Rente I, zahlbar nach dem Ableben
von (//) an den Invaliden (./•).

n,y|.,, sei der Barwert der Rente 1, zahlbar nach
dem Ableben von (y) an den Aktiven (.r), gleichviel
ob dieser vor oder nach dem Ableben von (//) invalid
geworden und als Aktiver oder Invalider gestorben.

Ms ist demnach

It ft ft I rtttlt I It/ /J I Q\-f- -f- «,v|.o (1^^)

wo der Barwert der Rente 1, zahlbar nach dem

Ableben von (//) an den Aktiven (,/•), so-

lange dieser aktiv bleibt;

«7/l'ii' der Barwert der Rente I, zahlbar nach dem

Ableben von (y) an den Aktiven (./:),

nachdem dieser nach dem Ableben von

(y) invalid geworden;

der Barwert der Konto 1, zahlbar nach dem
Ableben von (y) an (,<:), wenn dieser zur
Zeit dos Ablebens invalid gewesen.

Offenbar ist

itit : it ita ait
«ffl* hl- — «,,, (143)
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v v r>«« ; /1 &»+< \ ^«j/|œ ""' 2j -U.c-|-t: !/-|-< <ar-H I T) ^T")""' <0 \ ^ /-^#1/ '

[<Z</-K (1 + ®'i • ' : l) + (I — '/;/ !-<) (1 + «!•+«+1)

— (1 (I -|- «.c-M-l-l:;; f< fl)]
a/ ^ 4 p.«« / (7a;-M \ /I I 4 \

ïr ' » ^ 2") - + " ' ' •

- 4 ("^
— /M oo —aau 4/ -jye«, aa ai

— =f — U.u-I-J:;/ I»t |-( JCj,+( «w+t-J-l*
n ' » /I i^\(14a)

27. /« 2«J(Z6are BpwZÖM.

Da

so ist

^(m) (r/i) (?») I
1

"«Iff — % ' "«ff' — »ff »«// + 12 ,^a

(m) I
1

/-| i
«.«Iff — + 12 ^2 (146)

• IH - 1 •

««I* «% + ^r^/4. (147)

Gemäss Gleichung (135) ist

oder wegen (84)

(m) (m)
a (m) a

^a;|f/ ^7/ ^7/?

a I
^ aa

— »«Iff + Y244 /'« (148)
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Die Gleichungen (148), (188) und (189) führen

wegen ties symmetrischen Lianes von «"jj, und (es)",,)

zu der Beziehung

— 2 I
d't aa I ^ ' aa / 1 JO"\

«®|</ — ~f-
12

."•» 1 z

Hieraus folgt
(»»)

«/ u/
t/

(150)

Sodann ist wegen (148), (88) und (82)

(»e
aa:a a«:« I / 1 X 1 \

%« %c + rd .-/'»• ' '
12 /«-

Da
G ft «

"7/1® •

so ist wegen Gleichung (85) und (84)
('") CO (»0 2 1

g « « /'« i
«//I* ## H

J 2 /

und wegen (142), (loi) und (152)

("0 Co _ _,,««:/ a/ aft:/ < a/ (lOo)
'Gl® -f- 'Gl® «;/|® + ®.A<"

28. D/e /ront/M-w/eWic/fe« /fente«. Wir lassen in
den Gleichungen des 27. Abschnittes >« unendlich
wachsen und erhalten so unter andonn folgende Be-

Ziehungen :
|

«®|/y «®|// + |2 (D'4)

".Ii// «®i// + 12 (155)

—a « I
1 aa

ffl.c|,y -f- - — ,U.c (156)
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—aa aa i
^ aa ~r»\

G&a>|0 — #;% H J2" »"® (^0
ft2 (l£ / < KQ\

—- ^iC|7/« (li)8)

Durch Verbindung mit don Werten c/"^ entstehen

die Beziehungen :

«£|»—' "«It/ 12 m"

(160)
fmj -,

« —?! J-

,'«d
J

«œ|/y — a.r|?y j g 2 h®

(»9
««

«j;|,V «es!»; M»

«i
«a: 1.1/ — fita|y

12 m"

(161)
^ '

1
.«« ^-,«r (i62)

12

<«' (163)

29. FoTsh'iwdh/e ifewtfe«. Soll am Schlüsse noch

eine Ratarente im Yerhiiltnis der abgelaufenen Zeit
1 — 1 — '.)

fällig werden, so ist zu addieren —-—A.,.,A,.;;,2 m 2 m
2 ^ ^ «a- j <w

Tw ^'"2m" ^'~2m~ ^ ^dem "*

die Gleichungen (159), (160), (161), (162) oder (163)
handelt.

30. Foü/stö«c%e f7&e?de5emrenfew, die nom Todes-

to</ a« tet/ew. Wir bezeichnen die vom Todestag
an laufenden Uberlebonsrenton mit dx|.,/, wenn es sich

um unvollständige Renten, mit a^j/, wenn es sich um
vollständige Renten handelt.
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Nach doiti Text Rook, Kap. XIV, 95, gölten die
folgenden Beziehungen :

3 'M / XI
'> w«-•I.'/ - (1 - 2,„.) ("•* - "'") + 12^ ^

'

2m + 12 mX

(m)

Zur Ermittlung von stellen wir die folgende
Betrachtung an. Sei das Alter, das (//) erreicht hat,
wenn (a) invalid wird. Dann ist das Alter von (./;)

gleich (a -f- i7—//). In diesem Augenblick ist die
vollständige nachschüssige Überlebensrente

S i /. d \ / d —" 2m) ***>-* + 12,,/-' 'Vp,v.r,,/

Führt man die Wahrscheinlichkeit ein, dass a im
Alter (a; -f- — //) invalid wird, diskontiert und addiert,
so erhält man, da das Integral über (_,<y_yp, gerade

und das über Ä' 1 genau Ai" ausmacht.
a //J.'/

d'd / t •

(l -2~+ |2nD
<

Ferner ist

1 —al
â.i", «S'ff + — - (165)

Zur Ermittlung von wüp, nehmen wir an, sei das

Alter, das (//) orreicht hat, wenn (a) stirbt. Dann ist das

Alter von (a) gleich (a -f- iZ — ?/). In diesem Augen-
blick ist die Verbindlichkeit eine vollständige Reut«
auf das Leben von (//), also gleich:
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o<"> M
"<1 V* ~ 27« J + 12m•' '

Integrieren wir, so kommt
'

/ V \ V

*-('-ib)«+TW'£ <'*>

Dur letzte Summand ist klein. Angenähort ist

7"> / ,v \ -~ 7;)
Sodann ist:

^ (ni) (m)
Ort ft I I /( p7\a.c|,,— A^. (1()7)

Aus (164) und (166) folgt:
>)

^ l' ~~ 2ij ""I" + 127?^',
und aus (165) und (167):

(168)

* ('«) i „° ft Ort - 4 /in f\\aj!|i,---- «asi.v + A^. (169)

ft —^ •'
und A| können direkt aus A^

t
und A> berechnet werden.

&'//

31. Die MM/i/esc/io&e/ieM ifenie« UM/' 2u>ei Aete«.

a. Die Y e r h i n d u n g s r c n t c.

Ciemäss der Bedeutung von „| ist

-Dai-I-« : ?/-(-« / < rr n \
« j ?/ — T\ : // -f« 17 0

£7/

[ V'-

„» «://+« <' M 711«: May
-p.2 ^aî-f-n:i/f« ^Li LJ
•L'a;!/



— 93 —

_ -n««
m J'.f I »:;/1-« ,/<« n7''l

«I «.<• I « :.'/ t »
< ' ' " '

I)""

— IV'" —
a/ * ' i: I « : «« / I 7

,,| ft-,.,, -- - ' ft.c | I «)
ft ft

wobei „| «,"J, dett Barwert dor lion to 1, zahlbar wall-

rond don Zusammenlebens des Mannes (./•) and der

Ehefrau (y/) bedeutet:, beginnend mit der Invalidität

von (,/•). Wird der Mann in den « ersten Jahren m-

valid, so entsteht kein Anspruch auf Keilte.

ferner ist
f.ytft

ft *://-(-» ft /irr i\
«| | -«://-|-«* (174)

\ftft
Mr//

Die durch (174) bestimmte Verbindungsrente fängt
nach « Jahren zu laufen an, ist also nach (« -f- I)
Jahren zum ersten Mal fällig. 1st (./*) aber in den //

ersten Jahren invalid geworden, so ist der Anspruch
auf Rente erloschen.

Soll die Invalidität in den ersten « Jahren nicht

zum Verlust der Rente führen, und bezeichnen wir
den Wert einer solchen Verbindungsrente mit „ ft,.,,,

so haben wir
ft «ft I tu / I 7

«II ^A'// «| ^A'// "I «[| ^A// V' '
und

jii
»Ii ft»-,, «I ft.»,, "4" (»I "I a..,,)- O^'O

C

Zur Bestimmung von „!«") gelangen wir durch

die folgende Überlegung.
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/7" 7 7" 7
^//~|~74 \

9/ I « 9/ "~

p ^ j

Yon 4"' 4 Elioparen leben nach w Jahren noch

fc-P«

4

Ehepaare mit invaliden Männern.

Der Barwert der an sie auszurichtenden Renten

ist, auf ein aktives Ehepaar berechnet :

«
1 //2Ï ; 7« 7

fc-}-7i ^
I ^C-|-7i %-(-/4 YY ~7 H I : V/-f-W

4" 4 \ 4 4 /

oder

' 'V« / Ii" / Ii« ; \
l^tc-j-74 ^y-f-74 L'a,' 'f/ ; ?i| ^a?

TY«« D*_L L \ I)'D»« ^ ' '''a,v/

oder

1 / It, itf:

A'i/

n'«' V Ï)Da:« IA»+»

Di4 \ 4

»y I «|

Folglich erhalten wir (177

^ 444 ^444 J

1 /" D®//
y ^ 44 44 ^

^
4

'«II 741 ^Cb'i/ "T" "" ~ I ~Z~7 -^37-1-74 : i/-|-/i L'a,'4/ / 741 ^31 •

n:;;; iy .««i« /
b. Die aufgoschobene Ü b e r I ebensr0nte.

Es interessieren uns insbesondere die Renten,
welche an die Bedingung geknüpft sind, dass das

Überleben nach der Aufschubszeit erfolge.

Je nachdem das Überleben dann erfolgt, wenn
der Aktive (re) aktiv oder wenn er invalid ist, unter-
scheiden wir aufgeschobene Aktivitäts- und Invaliditäts-
Überlebensrenten.
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Eh ist nun

E;«-|-n:,l/ | K / 70\
«I ß.ii// — |V • ßa'-|-"l.!/+« (I '8)

-L'lCJ/

TV"•>' |-»:,'/-|» / / 1 7 0\
«I ; «0!f-»li/+» (1'9)

• -L'aw

yxrtrt
,-/«» /l«n\«| ^x|/y — J/-|-W V 1 OUj

I E.-.y

i \ft& __I-":-'' I" / 1 o 1 \
Da;»

IV"
»I • " - "j-|-»|//-I «• (182)

I "v

Insbesondere ist auch

(»0 ,,,2 I rV"'
a /M L L'a«:w-|-w aa /-i oo\

»I «,»|.y — h| a»|;,/ H p—y ;j /'a- • (183)
i ^ /// J3

32. /diu wR de» Z)«ews(/«/tJ'ew sh>/c/<?»dc adMw'hR.s-

icwd /«üa^'diY«to«6wZeöe««»'e«#e. Beträgt die Itento,
wenn clor Tod oder die Invalidität nach « vollen

Dienstjahren eintritt, r, nach (« -f- l) vollen Dienst-

jähren (»-)-«), nach (« —j— 2) vollen Dienstjahren
(/-(-2«), nach («-)-«) vollen .Dienstjahren (r-f-t «),
so ist der Barwert der Rente beim Diensteintritt

Dftrt-a:4-w:y-{-w a
IVfl a>|,/ »• -

I M «

T~"
Dfttfc

OD/
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T\«a

I Mr h» I -2 : //-I n |-2 a
« f(,,. |.„.|_a| „

Dr

+ «
rytrt"j; |-H I-IJ+Ï

" ~ " "*+»+e|»+«H-f
D((((

a;//

«-• £

— ' «I ßji|i/ -j- u 2j »-| 4| "J.'I'/ 0^4)
Jr 1

und ferner
(m) „ ^

0^1 «)2|> CM «)% + '^"2—r —
ryi(l-^«/y

Ofta rtrt
;e-|-«:j/ I-« /'»•

6/+ « 2] I

£ t

rtrt rtrt
»+»+«ii/-h»+é-(-«+« (185)

Der zweite Summand ist klein lind liegt zwischen
den Grenzen

0 und
1 1

d::;
pvrtrt rtrt/ • i-'ai-f-« : ,ltai

I v TV'" rtrt
r -i i"œ-|-H+e

£ t
(186)

Sieht man vom Rostglind ah, so wird
("0

(ve| a)"i.,/ — (Vf I «)"l» durch die Gleichung(184)bostiinmt.
Die Summanden von (184) bestimmen sich gemäss (182).

-Zlincft, im August 1906.
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