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Die Wirkung der Zinsfussermassigung auf
Rentensiitze.

Von Carl Dizler in Stuttgart.

Hinleitung.

Die Hohe der Leibrenten hiingt bei gegebenem
Alter und gegebener *Versicherungsform insbesondere
ab von der Sterbetafel und dem vechnungsmissigen
Ziustusse., Wird der Zinsfuss herabgesetzt, so ermiis-
sigt sich auch die Rente. Der Zweck dieser Abhand-
lung ist nun, im ecinzelnen darzulegen, welchen Ein-
fluss eine Verdinderung des Zinsfusses auf die Hohe
der Rentensiitze hat, Dabei sollen unter Rentensitzen
die jihrlichen Beziige verstanden sein, welche aus
runden Einlagebetriigen (100 Fr.; 1 I'r.)) hervorgehen.,

Wir setzen zuniichst den Kall, der rechnungs-
miissige  Zinsfuss betrage 4°0 und fiir ein gewisses
Alter sei die zugehorige Leibrente dreimal so hoch,
namlich 12° der Einlage. Hierbei ist die Leibrente
naturgemiiss hoher als der Zins, denn der Versiche-
rungsnehmer erhiilt gegen Hingabe seines Kapitales von
der Gesellschaft nicht nur Zinsen, sondern auch Ka-
pitalteile und Iirbanteile ausgefolgt. 'Die Verhiiltnisse



123

licgen nun aber nicht etwa so, dass die Rente einfach
aus zwei konstanten Teilen besteht, im vorliegenden
Falle aus 4%/, die von der Zinsanrechnung, und aus
8%/, die von der Kapitalauflosung und Vererbung her-
rithren.  Die Rente ist vielmehr ein kunstvolles Ge-
webe mit zahlreichen Kreuz- und Querfiiden, die derart
in cinander verschlungen sind, dass sich nicht ohne
weiteres erkennen und sagen lisst, welchen  Finfluss
der Zinsfuss fiir sich allein auf die Hohe der Renten-
sitze hat.  Nehmen wir nun an, der Zinsfuss werde
von 49 auf 311 °% herabgesetzt, so fragt es sich, in
welchem Verhiiltnis die zugehirige Rente vermindert
wird. Betriigt dic ncue Rente wieder das Dreifache
des Zinsfusses, also 101/:%, oder geht sie wie der
Zing um '/2°/p zuriick, so dass sic sich auf 11'/2%0
beliuft, oder liegt der neue Wert zwischen, iiber oder
unter den zwei angegebenen Werten ?
»

Die Iragen beantworten sich zunichst am  ein-
fachsten auf empirischem Wege, nimlich an Hand von
Beispiclen,  Wir bevechnen die Rentenrveihen bei ver-
schiedenem Zinsfusse und bilden die zugehirigen Dif-
ferenzen.  Vergleichen wir nun die Rentendifferenzen
mit der Zinsendifferenz, so lassen sich interessante
Gesetze feststellen.  Das” wichtigste derselben ist, dass
mit verschwindenden Ausnahmen die Rentenditferenzen
kleiner sind als die Zinsendifforenz,  Sodann ist ein
charakteristischer Unterschied zwischen vor- und nach-
schussweise zahlbaren Renten.  Durchlaufen wir die
Alter von oben nach unten, so ist die Differenzenreihe
der vorschiissigen Renten klein anfangend und grosser
und grosser werdend.  Bei nachschiissigen Renten fingt
die Reihe hoch an, nimmt allmihlich ab, hat an ge-
wisser Stelle ein’ Minimum und nimmt dann wieder zu.
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Dabei sind die Differenzen der nachschiissigen Renten
durchweg grisser als die der vorschiissigen,  Das Mi-
nimum fille in die Alter zwischen 45 und 70 Jahren.
Da die Kurve ziemlich flach ist, so sind die Differenzen
in der Gegend des Minimums oft durch 20 Jahre
hindurch nahezu konstant.  Die Grundgestalt der Dit-
torenzenreihen ist dieselbe, wie auch die Sterbejahrs-
rentenleistung, die Sterbetafel und der Zinstuss  be-
schaffen sein mogen.  Wenn  Sterberente vorgesehen
ist, fille das Minimum zirka 5 Jahre hoher als bei
Versicherung ohne Rente im Todesjahr.  Die darge-
legten Gesetze treten bei jeder Sterbetafel auf) also
auch dann, wenn dieselbe eine arithmetische  Reihe
[. Ovdnung bildet (Moiveesche Hypothese), sowie bei
Zeitrenten (Reihe Oter Ordnung).  Je kleiner der Zins-
fuss ist, auf cin desto niedreigeres Alter kommt  das

Minimum zu liegen.

Bei der mathematisehen Untersuchung sind - drei
Alter zu unterscheiden : das Eintrittsalter @, das End-
alter der Tafel w (1, =— 0) und das Ergiinzungsalter
oder die Dauer n, die sich definiert durch die Glei-
chung » - w . Wir betrachten dic zum Kapitale
I gehorvige Zinszahl ¢ (z. B. 0,04), sowie die zur Ein-
lage 1 gehirige Rente . Die entsprechenden Difte-
renzen sind - Az ound AU Soll beispielsweise  day
(ivissenverhiltnis beider Differenzen untersucht wer-
den, so st festzustellen, ob AU <7 A ist. Vielfach ist
es von Yorteil, zur Diskussion der Differenzen  die
Differentialquoticnten  beizuzichen und  nachzuweisen,

dU  di

ob und wann —— < —- =1 Ist,
i i

Des weiteren greifen wir zuniichst die auf Grund
der Moivreeschen Ilypothese ({, = — & = n) berech-
H
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neten Leibrenten, sowie die Zeitrenten hervaus,  Mit
[[ilfe geeigneter Potenzreihen gelingt es, das innere
Wesen der Rente gewissermassen mit Rontgenstrahlen
zu durchleuchten und iiber zwei wichtige Spezialfiille
iiberraschende Aufschlissse zu erhalten, die in gewissem
Sinne als typisch gelten kinnen. Uber Grosse und
Richtung der Rentendifferenzen erhalten wiv in roher
Annitherung die Relationen
: |
o T j_ . ',""_j[, Ai
3 w41

fir vorschiissige Lieibrenten nach Moivee,

2 mrl

ATV == . =

= 3 n—1
fiir nachschiissige Leibrenten ohne  Sterberente nach
Moivre, wobel n = w — w. Ibenso lisst sich Ort und
(irdsse des Minimalwertes bestimmen,  Der Minimal-
wert der Rentendifferenzen  beliiuft sich  bei  nach-
schiissigen Renten ohne Sterbeleistung auf zirka 809/,
bei derselben Form mit voller Rente im Sterbejahr aut
zitka 75 %0 und  bei nachschiissigen  Zeitrenten  auaf
zitka 60 %/ der entsprechenden Zinsendifferenz.

Fir ganz belichige gesetzlose Tateln lTassen sich
derart spezielle Nachweise nicht erbringen.  Doch lisst
sich ein interessantes Gesetz feststellen.  Die Renten-
differenzen sind nimlich unter der Voraussetzung kleiner
als die Zinsendifferenz, dass die Barwerte der Rente 1,
d. h. die Werte a., a1, Quwpe . .. mit zunchmendem
Alter abnehmen.  Ist dies nicht der Fall, hat also
die Reihe a,, auti, Qvpe . . . irgendwo ein Maximum,
dann ist ey miglich, dass unterhalb dieser Stelle die
Rentendifferenzen grisser sind als die Zinsendifferenz.

AUz < N\#
wenn Q. > Qupi > Qe o -

ks gilt also
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Zusammentassend ist zu bemerkeng dass die Ren-
tendifferenzen in der Regel kleiner sind als die Zinsen-
Ausnahmen sind nur miglich am  Anfang

differenz,
Sie miissen  vorkommen  bei

und  Fnde der Tafel
nachschiissigen  Renten in den hochsten Altern, also

hoi Niitzen, die  praktisch ohne Wert sind, und sie
kionnen vorkommen, wenn am Anfang der Tafel die
Sterblichkeit unverhiiltnismiissig gross ist.  Dies ist der
[Fall bei Rentnertateln in den ersten Lebensjahven und
bei Sterbetafeln fiie Invalide in den Jahren nach Ein-

teitt der Invaliditiit.

Die Abhandlung zerfillt in zwei Teile.  Im ersten
Teile werden versehiedene Beispiele dargelegt, an denen
die bereits ausgesprochenen Giesetze  ersichtlich  sind.
[m zweiten Teile wird der Versuch gemacht,  diese
(iesetze zu veranschaulichen und zu beweisen.  Dies
goschicht in zwei Kapiteln,  Das crste Kapitel fiihret
vor, was sich aus den Potenzreihen nach der Zinszahl ¢
foleern Lisst.  Die auf diesem Wege gewonnenen Re-
sultate sind klar und cinfach, aber nicht hinlinglich
Das zweite Kapitel soll

sicher und allgemein giiltig.
Beziiglich der Zeit-

hierin ergiinzen und crweitern,
renten  gelingt es, Beweise in aller Strenge zu er-
bringen.  Bei Leibrenten lisst sich die Bedingung auf-
stellen, unter welcher das wichtigste Giesetz iiber das
(irossenverhiltnis zwischen Zinsendifferenz und Renten-
differenz zur Anwendung kommt. Beziiglich dev iibrigen
(tesetze ist man aut Analogieschliisse  vom speziellen
[all  (Moivreesche Hypothese) zum  allgemeinen  Fall

(belicbige Tafel) angewiesen.

Die im Anhang gegebenen Reihen  zeigen, dass

diese Analogieschliisse richtig sind,



Am Schlusse folgen fiinf graphische Darstellungen,
welche das Verhalten der Differentialquotientenreihe
in der Gegend des Ursprungs (» == 0) veranschaulichen.
sy ) . i . dU ; % i
Wir cersetzen hierbei die m,-l{mhn nitherungsweise
durch die Gleichung y:fm). Die Untersuchung geschieht
mit Hilfe des Signicrungsprinzips und des Prinzips
der lincaren Kombination (Methode von Prof. Dr. (.
Reusehle).  Hierbei ergeben sich aus der Gleichung
zuniichst cinige  Gerade, dureh welche die Iibene in
verschiedene Zwickel geteilt wivd,  Diese Zwickel sind
fitv den Durchgang der Kurve abwechslungsweise offen
und gesperrt (schratfiert).  Die Schnittpunkte der Ge-
raden sind  zugleich Schnitt- oder Berithrungspunkte
der Kurve. Man hat gewissermassen ecine Landschaft
vor sich mit Bergen und Télern, und sicht, wic die
durchtliossende Kurve eingeengt ist, wo sic Durchbruch-
stellen hat, ob sie links oder rechts in die Tiler ein-
miindet w. s. w.  Namentlich wird der charakteristische
Untersehied zwischen vor- und nachschiissigen Renten
ing Licht gesetzt. Beim Fintritt des Arguments w ins
Positive kommt die ecine Kurve von unten und die
andere von oben her, und diese gewissermassen soziale
Verschiedenheit der Geburtsverhiiltnisse bei gleichen
oder dhnlichen Endzielen ist bestimmend fiir den ganzen
Verlaut der Kurve rvesp. Reihe.

Die ganze Untersuchung bezicht sich auf Netto-
werte; ein Verwaltungszuschlag ist nicht in Beriiek-

sichtigung gezogen.

Die  Leibrente  besitzt  cine sehr  schitzenswerte
gute liigenschaft @ sie zeigt cine gewisse Widerstands-
kraft gegeniiber den Veriinderungen des  Zinsfusses.
Herabminderungen des rechnungsmiissigen  Zinsfusses



133

kommen nur gediimptt in ihr zum A\us(h'uuk.' Wenn
heispielsweise  der Zinsfuss von 4% auf 315° her-
untergeht, so vermindert sich das Zinsertrignis aus
(00 I'v, Kapital um 50 Ct. oder wm 12729, Die
aus 100 F'r. Binlage sich ergebende nachsehiissige Leib-
ronte ohne  Sterbejahrsrentenleistung  geht unter Zu-
grundelegung der Stuttgarter Rentnertafel von 1855
um folgende Betrige zuriick @ Kintrittsalter 80 Jahre :
44,6 Ct.; 60 Jahree: 40,7 Ct; 40 Jahrve: 41,2 Ct.;
20 Jahve : 42,8 Ct.; 0 Jahre: 53,7 Ct. In Prozenten
betviigt der Rickgang sogar nur: 80 Jahre: 2,020 ;
60 Jahre: 4,24°0;5 40 Jahve: 6.26°4; 20 Jahre:
7,84 und 0 Jahve: 9,079/,

ks ist schon gesagt worden, das Geld hekomme
durch die Beriihrung mit dem  Menschen persinliche
Figenschaften,  Man  kann es mit einem  Ross  ver-
gleichen, das die Qualitit des Reiters spiiet und  den
einen vorwiirts bringt, den andern abwivft.  Die Leib-
rente als die mit dem Leben des Menschen am engsten
verkniipfte Geldanlage  besitzt einen menschenfreund-
lichen Zug. Wer Leibrenten kauft, sucht Schutz gegen
die  Unzulinglichkeit derzeitiger Zinsverhiiltnisse
gegen allerlei Unannehmlichkeiten, die mit dem Besitze
von Wertpapicren verbunden sind. Die Leibrente bleibt
nur ihrem Berufe treu, wenn sie sich sprode erweist
cegen die Binflisse der Zinsfussermiissigung.

Das  verhiilenismiissige - Beharrungsvermogen — der
Leibrente  gestattet  cinige  Folgerungen und Vorher-
sagungen.

Der Zustand der Firlebenstallversicherung ist kein
rosiger; die Rentenversicherung ventiert den Anstalten
nicht.  Wir befinden uns in einer Periode zunchmender
Lebensdauwer, was i die Lebensversicherung glinstig,

fiir die Rentenversicherung ungiinstig ist.  Die Rentner
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leben vielfach linger und bezichen mehr an Rente,
als sie rechnungsmiissig sollten.  Durch neue, hesonders
nach Geschlechtern getrennte Tafeln hat man sich aller-
orten bemiiht, diese Hochkonjunktur an Lebenserwartung
zu fassen., Nun kann die Lebensdauer nicht unbegrenat
wachsen; unsere Zeit schliesst auch lebenverkiirzende
Momente genug in sich.  Aber ob wir jetzt schon -
und namentlich bei Rentnern - auf dem Beharrungs-
zustande angelangt sind, vermag niemand zu sagen.
Moglich ist cs, dass die Rentner dber ihr neuestes
Kleid abermals hinauswachsen.  Dem moglichen Ver-
lust durch Sterblichkeit kann begegnet werden durch
sichern Zinsgewinn.  Die Gesellschatten kénnen cinen
niedern rechnungsmiissigen Zinsfuss ansetzen zum Aus-
gleich gegen etwaige Sterblichkeitsverluste. Tine solehe
Massregel  bietet im  allgemeinen mehr Vorteile als
Nachteile.

Unsere Zeit zeichnet sich nicht nur durch Zu-
nahme der Lebensdauer, sondern auch durch Zunahme
des Wohlstandes aus,  Mit der Vermehrung des Kapitals
geht cine Verminderung der Rentabilitit Tland in Hand,
Es diirften noch Zeiten kommen, wo crstklassige Anlage-
papicre wesentlich weniger abwerfen als heutzutage.
Die sinkende Tendenz des Zinsfusses hat auch ein
Sinken der Renten im Gefolge, gelegentlich bemerkt,
ohne riickwirkende Kraft fitr bestehende Versicherungen.
Aber der Riickgang der Renten ist absolut und pro-
zentual geringer als der des Zinstusses, und damit wachsen
die Leibrenten an Bedeutung gegeniiber sonstigen Geld-
anlagen.  Dic verhiltnismiissige Festigkeit der Renten
bei weichendem Zinsfusse crdffnet der Rentenversiche-
rung cine giinstige Zukunftsperspektive.

Diese Festigkeit zeigt sich durch alle Altersstufen
hindurch.  Aber im allgemeinen ist die [inbusse der
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kleineren Renten fiie jiingere Beitrittsalter betrichtlicher
als die der gréssern Renten fiir hohere Fintrittsalter.
Demzufolge werden jiingere Personen mehr und mehr
vom Beitritt in die Rentenversicherung abgehalten.  Die
alten  Klassenrentenanstalten  hatten  ihre Kundschaft
vorwicgend in der Kinderwelt; die Mitglieder der neuen
Rentenanstalten sind in der Hauptsache diltere Personen.
Die Gesellschaften werden diese Versehiebung, die sich in
der Zukunft noch mehr auspriigt, im allgemeinen nicht
gerade bedauern. Thre Hauptform zur Versicherung jiin-
gerer Personen bleibt in der Regel die Lebensversiche-
rung.  Aber es gibt auch reine Rentenanstalten, welche
die Lebensversicherung niche pHegen. Wollen dieselben
mit jiingern und mittlern Personen nicht ganz aus dem Ge-
schiifte kommen, so miissen sie geeignete Yersicherungs-
tormen withlen. Als solehe empfehlen sich autgeschobene
Renten, steigende Renten und eventuell Renten in Ver-

bindung mit Invalidititsversicherung.



§ 1. Vor- und nachschussweise zahlbare Leibrenten bei
der Stuttgarter Rentnersterbetafel vom Jahre 1855,

1. Teil.

Die Wirkung der Zinsfussermissigung an Beispielen.

°/o und 3%/ °/ Zins, berechnet auf Grund

Tafel tiber den Betrag der sofort beginnenden Renten und deren Differenzen aus Fr. 100 Einlace
te] te) tel
ohne Riickvergiitung.

| 1

2

6. 7. |8

9. | 10

T T

! 2. ‘ 11 12 18. | 14,
| Eintrit | Distanz Betrag der Betrag der nachschussweise zahlbaren Leibrente
| Eintritts- | - ) _ s
| ater | bis zim | y.grschussweise zahlbaren mit voller Rente ohne Sterbejahrs- mit Rentenrate (Teil- i
| Endalt . _ : R . ‘ente bis z stage)|
Enkiaitee Leibrente i Sterbejahr rentenleistung rente _)I° _{um Tf)(le tage)|
X der ’ im Sterbejahr !
Tafel | 40/, Zins 31/2%/0Zins| Differenz | 4°/o Zins 31 20 oZins| Differenz | 49/y Zins 3'/29/y Zins| Differenz 4%/ Zins 3'/2%/, Zins| Differenz E
T T \ T ‘ :
Jahre | Jahre P Fr: Ef P Tr. | Fr. Fr. ‘[ Fre ‘ Fr Fr; P Fr.
95 4 60,181 | 60,022 0,159 1 (62,588 62,122 0,455 131,1::7? 150,188 0,099 | 88,5619 87.882 0,637
90 9 87042 36,891 | 0,251 | 33,625 | 33,182 044 59,090 53456 0634 | 46,717 | 46,192 | 0,525
85 14 25,601 | 25314 | 0,287 | 26,625 | 26,200 0425 | 34411 33,895 0,515 | 30,022 | 29555 | 0,467
| | |
50 19 18,082 | 17,782 | 0.300 18.805 = 15,405 0,400 22,074 21,628 0446 20,309 | 19,887 0,422

961
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0.354
0,359
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0,481

14,242

11,631 |

10,045

8,944
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7.404

6.350 |

6,117
6,078
5,505

5.580

6,416
6,010

5,666

4,499

5,289

0,389
0,388
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0,596
0,399
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I)}.'j//_;
0,407
0,412
0417
0,422
0,426
0,420
0,431
0,428

0,525

15,5367

12,591

10,692 |
9,409

3,442

7,665

[

7,055

6,576

o

6,207
5,912
5,670
5,462
5,268

5,090

o

o
o

10,287

9,002
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7,256 |
6,642
6,164 |
5,791

5,492

0414
0,404
0,405
0,407
0,408
0,409
0,410
0,412
0.416
0,420

0,425

0,428

0.431
0,433
0439

0,537

15,010

12,092
10.359
9,171

8,266

5,064

14,609
11.696

9,960

3,769

0,401
0,596
0,399
0.402
0,404
0,405
0,406
0,410
0,414
0,419
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0,427
0,430
0,433
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§ 2, Ermassigung nachschussweise zahlbarer Leibrenten ohne Sterbejahrsrentenleistung bei Herabsetzung des
rechnungsméssigen Zinsfusses von 4% auf 3'/2°/o, berechnet auf Grund verschiedener Rentnersterbetafeln,
Tafel iiber den Betrag der Differenzen 4 °/oiger und 31/2 °/oiger sofort beginnender Leibrenten
aus Fr. 100 Einlage ohne Riickvergiitung.

1 2 . | 4 | 5 | 6 7. s 9. 1. 11. 12.
Tafol 1‘ .l:‘:re‘ 'l;jaf:i Tdafel Deutsche Deutsche | Deutsche ‘ Franzosische |  Englische Englische
Alter Tafel ) P " o - ierphpn Rentner- Rentnery | Rentner- Rentner- Rentnertatel | Rentnertafel |
beim von er 17 j Ren‘;enanstal’t Renfenanstalt | Altsrsrentar- sterbetafel  sterbetafel | sterbetafel | sterbetafe! [ von 1883 von 1883
| Eint ' englischen | 5y Stuttgart | von Semmler | bank fir fie Ttr | fir fir f
intritt | Deparcieux Gesellschaften | Vo Jahre vom Jahre | vom Jahre beide ménnliche welbliche | beide miénnliche weibliche
1855 1875 4‘ 1889 Geschlechter Personen Personan i Geschlechter Personen Personen
Jahre Cts. Cts: Cts. Cts. ‘L Cts. Cts Cts. Cts. Cts. ; Cts. J‘ Cts. | |
1 |
i 80 50,2 49.8 44.6 50,1 | 50,1 48,0 47,6 50,3 44,6 - 43,7 =
I 75 45,9 16,1 | 414 448 | 448 14,2 4,0 15,3 12,7 41,4 X
70 431 | 438 10,4 12,4 124 125 11,5 122 414 10,2 ,
65 41,1 | 418 40,5 10,8 40,6 40,4 39,9 10,3 | 40,3 38,9 [
60 398 | 405 40,7 | 396 | 396 39,5 38.9 39,2 | 39,7 | 384
55 39,7 | 398 40,8 | 388 38,9 39,8 38,6 33,9 39,6 38.5
| 30 39,7 | 39,5 40,9 38,9 | 383 38,8 38.5 33,9 39,9 38,8
| 45 39,7 39,5 4,0 390 | 390 38,8 887 39,2 | 10,5 39,2
[ 40 59,9 398 412 | 39,7 39,5 39.1 39,1 395 | 41,0 39,9 |
| 35 40,5 10,2 41,6 40,4 10,1 39,4 39,6 10,0 — — i
i 30 41,5 40,9 420 | 411 10,7 1 400 10.1 10,7 == o=
‘1 25 42,3 41.5 425 | 419 41,3 | 407 10.7 41,5 -
“ 20 43,1 42,2 42,8 12,6 41,9 : — — — 425 - ==
15 43,6 42,9 43,1 | 429 423 — | = — 13,1 | — —
10 440 | 487 133 | 129 128 A - | = —_
5 46,0 14,9 13,9 10 | 437 ! — - - — |
0 — | 387 53,7 19,0 196 — o - —




§ 3. Vor- und nachschussweise zahlbare Leibrenten hei 4° o und 3':° Zins, berechnet auf Grund einer
in arithmetischer Reihe erster Ordnung abnehmenden Sterbetafel,
le=86—ux = (Moivresche Hypothese).

Tafel iiber den Betrag der sofort beginnenden Renten und Rentendifferenzen aus I'r. 100 Einlage.

1 o2 3. l P 6. | 7. | & 9. | 10 l 11. 12 1|
Alter ‘ Zahl Betrag der Berrag der nachschussweise zahlbaren Leibrente
beim | der |vorschussweise zahlbaren mit voller Rente ohne Sterbejahrs- mit Rentenrate (Teil-
Eintritt ‘ Lebenden Leibrente im Sterbejahr rentenleistung vente -bis #um T.('d"st"lf"'(')
N 5 ’ ‘ im Sterbejahr
| 4%0 Zins [31/2/0 Zns| Differenz | 4°/o Zins 3!/2/o Zins,| Differenz | 4°/o Zins 3! 2%/vZins | Differenz | 1°/y Zins 31/, 4 Zins| Differenz
Jahire | Personen Fr. ‘ Fr. | Fr. Ri Fr. B, Fr ‘ Fr. oo Fr. Fr. Fr.
1 100,000 | 100,000 0,000 1 104,000 103,500 0,500 — - — 208,000 207,000 1,000
S0 6 30,449 30,218 | 0,231 31,667 31,275 0,292 43,751 0478 36,752 36,319 0,433
75 | 11 IS891 18,618 0,278 | 19646 19264| oas2 | 23200 22870 o421 | 01314 3 0401
70 16 14,154 15,8521 0,302 | 14720 14,337 0883 | 16457 | 16080 0407 15,554 15,158 0596
65 | 21 11,586 11,268 0.318 12,050 11,662 0388 | 13,105 12.699 0,406 12555 12,159 0,896
60 26 9982 9651 0821 | 10,382 9,989 0393 | 11,089 10.632 0407 | 10,721 10324 0400 |
55 31 8,890 8,548 34z 9,245 | 8,847 0398 9,757 9,347 0,410 9,494 9.090 0404
50 36 S.101 7.749 8,425 8,020 0495 S.815 S,400 0415 8,615 3,206 0,409
15 11 7.506 7146 0,360 7,306 7,396 0,410 3,115 7.696 041y 7,953 7543 0415
40 16 7.044 6,676 0,368 7,326 6,910 0416 TH7S 7,154 0,424 7,450 7,030 0,420

661



§ 4. Vor- und nachschussweise fiir die Dauer von n Jahren zahlbare Zeitrenten
bei 46 und 82 % Zins.

Tafel @iber den Betrag der Renten und Rentendifferenzen aus Fr. 100 Einlage.

1 2. 3. i 1. ' 5. 6. | 7. | 8.
Dauer Letzte
det Rente Betrag der Betrag der
Renten- | fillier vorschussweise zahibaren nachschussweise zahlbaren
| leistuug nach Zeitrente Zeitrente
n n—1 . | . o X R | i
| Jahre Jahren 4%/ Zins 32 %/ Zins Difterenz 4 % Zins 31/2 %6 Zins Differenz
\ | s
| Jabre Jahre Fr. 1 Fr. ’ Fr Fr. “ Fr. | Fr.
;» l 1
1 0 100,0000 | 100,0000 0,0000 — ] — —
2 1 50,9803 | 50,3599 0,1204 1040000 | 1035000 | 0,5000
3 2 34,6488 | 34,4563 0,1625 53,0196 | 52,6400 | 05796
4 3 26,1894 | 26,3044 0,1850 36,0348 i 03414
5 4 21,5957 ! 21.3991 0,1996 27,5490 |
6 b) 18,3424 15,1321 0.2103 22,4627 22,1481 1 01,3146
7 6 16,0201 15,8014 0,2187 19.076) 18,7665 | 03093
S 7 14,2315 14,0557 0,2258 16,6609 16,3514 03065
9 3 12,9320 | 12,7000 0,25320 14,8527 | 14.5476 0,3051
10 9 11,3548 11,6175 0,2373 13,4192 131416 0.3046




60

10
11
12
13
14

10.9758
16,2454
9,6292
9,1027

38,6481

7,0751

4,8580
1,6406
44759
1,3491

+4,2501

10,7335
9,9981
9,3779
35,8474

85,3888

6,7981

4,2950
14,1191
3,9819

3,8732

01,2423
0.2470
00,2513

0,2558

D

1.2595
0.2770
0,2927
0,3073
0,320
033537
03456

0.3568

05769

12,3290
11,4149
10,6552
10,0143

9,1663

5,1060
1.8664
14,6857

4,5469

12,0241
11,1091
10,3483
9,7061
9,1570

5,0759
4,7387
1ARTT
1,2961
4,1770

4,0293

00,3049
0.3058
03069
0,3082

0,309%
03198
03314
03434
0,3555
00,3673
03787
0.3896
00,5999

04095
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§ b, Ermissigung nachschussweise fiir die Dauer von
n Jahren zahlbarer Zeitrenten bei Herabsetzung des
Zingfusses um '/2 °/», berechnet unter Zugrunde-

legung verschiedener Zinsfiisse. Markierung des
Minimums der Differenzenreihen.

Tafel iiber den Betrag der  Differenzen 6 %piger,
dl/a ®oiger, D Oiger, 4112 /viger, 4 %iger, 3'/2%biger
und 3°iger Zeitrentensitze aus je Fr. 100 Kinlage.

8 ; 8

T ‘ 4. ’ 5, { 6. ’ 7. ‘ 3,
Dauer | Letzte
der | Rente Riickgang der Rente bei Frmiissigung
Renten«| ey S
fillig des Zinsfusses

leis- | ach

tungs |1 | von 60 [von5'/2/n| von 5 %o [vond/2"/o| von <k °fo |von3"/2/
" ' o ny c
Jahren Jauf 5'/2°/o| auf 5%/ |aufd!/s"/o| auf 4°/y fauf3'/2°/0| auf 3%/

Jahre
Jahre | Jahre ('ts. Cts. Cts. Cts, Cts. (ts.
L 0 - = -
2 L | 50,00 | 50,00 | 50,00 | 50,00 | 50,00 | 50,00
5 2 | 88,19 | 88,13 | 38,07 | 38,02 | 87,96 | 37,89
i 3| 34,56 | 3445 | 34,36 | 84,24 | 84,14 | 34,04
b Fo| 32,97 | 32,82 | 32,68 | 32,51 | 32,39 | 32,24

6 | b5 | 3220 8201 31,88 | 31,65 | 8146 | 31,2
7 1 6 | 31,81 | 31,62 | 31,89 | 81,16 | 40,93 | 80,70
s | 7| 81,71 81,4t 31,19 | 3091 | 30,65 | 30,38
9 | 8| 31,72 31,42 | 31,12 | 30,82 | 3051 | 3021
i 0 | 9| 81,83 | 81,49 | 31,16 | 30,81 | 30,46 | 50,12
S| 10 | 82,00 | BL63 | 31,26 | 30,88 | 80,49 | 30,10
Dtz | ot | os220 | Bus2 | 8LAL| 30,99 | 5058 | 30,15
13 | 12 | 8248 | 82,04 | 81,50 | 34,14 | 30,69 | 30,22
| o1s | 82,76 | 3228 | 31,81 | 51,31 | 30,82 | 50,32
l 5 | 14 | 33,06 | 32,55 | 82,04 | 81,51 | 80,98 | 80,45
|
|

6 | 15 | 83,37 | 32,84 | 3228 | 31,73 | 31,16 | 30,58
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2. Teil.

Mathematische Untersuchungen iiber die
Wirkung der Zinsfussermiissigung,

1. Kapitel

Untersuchung des in eine Reihe nach i

entwickelten Differentialquotienten (fa

$ 6. Darstellung der Einlage a. als Potenzreihe
nach dem Abzinsungsfaktor v.

=1+ (l b 0 R 0P oy 07 1)
(1)

S 7. Entwicklung der Einlage a. in eine Potenzreihe

nach der Zinszahl 1.

Nach dem binomischen Satze ist

(n|-Dn., (n+2)(n+ l)u ;

U”T:('l,--}-é)’_”?““:l'"”"l f— 1.9 t 1- Z 3
IS R Ty
1-2.3-4

Setzt man hierin fiir # der Reihe nach die Werte
[, 2, 3, 4..., so erhiilt man fiir die aufeinander fol-
genden Potenzen von v
p—= 1 — i 4 @& — & 4 # .
pi— 1 — 2t 3¢ — 4h* 4 Hit — ...
Som ] 30k 62 — 108 | 15t — 4 .,
9o (3 — (i (it (AR (it
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Durch Einsetzen dieser Werte in die Potenzreihe
(1) im vorigen Paragraphen erhilt man nach einigen
Umformungen:

1 i C s :
&r== 1"‘ ZL (E l:v-[-l - ZII Zm-l—l" | EI[I Z.L'-H 1

v fipp P, 0 (2)
Dabei ist
la:rlf-l —+’ l.u»|‘2 ‘.I’L ZJ"I‘S + Zi’»‘"l‘@l _I_ e B 2] Z‘U'H :t X lL HL
lopr 2o+ Blopy -+ Hopu - = -
— l‘: la;—{-l .,.}.‘ E l'“_%_2 _,|H Z li‘/’"l'3 —I— s % d e }_}Il l.l,' o8]
ZJ}’l"l "]L 3l£+2 '-I— Gzt'i"l‘3 _[_ 10[‘1’*‘4 —I— ce T
== E“J.v-f- I'}—‘.\.‘Jl {l.i:—I—E i_EHlJi-l‘:]_}‘ ot | - ‘\“‘“Il‘r A
(' e I"HT) e (3 ) s 5 ) gt =
== "'“‘""lw,|ﬂ1+2““*‘l;u+e+2'*'"'“‘- logst . .. == 2 bat1

$ 8, Anwendung auf die Moivresche Hypothese und
auf Zeitrenten,

I. Dic Summationen der formel (2) werden be-
sonders einfach, wenn die Zahlen der Lebenden in ciner
arithmetischen Reihe [ Ordnung abnehmen. Wir setzen
nach Moivre I, =w—x-=n; {1 ==w—p—1=n—1
w, s. w,, und erhalten dann

l.—mn

B lott = () OT) L O o 48§ 2HL=()
Sl = () A7) A (5 foe 68 1 — ()
B () 4 () A+ () oo PO L= ()

Wl = (T O
|_ (:!-I—z—l) + () i-: - l) - (1-1—34«1) s (ni—_.ls:i--l)
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Daraus crgibt sich fiir die nach der Moivresehen

r

Iormel gnhendc I'afel :
i (faAzli—l) t + ()!.'.{72) i? o (n, é—:;) ?::i + ..... (l})
(=G et }

1
== I} n1)
&= {("}").

[[. Die Zeitrenten konnen aufgefasst werden als
Leibrenten, bei denen die Tafel cine arithmetische
Reihe Oter Ordnung bildet. Ks ist also =1, | = loj2=

—-....=1. Demgemiiss erhalten wir:

=1
Nl = 1 + 1 + 1 414141 =7")
1= () 4 O () B2 =)
Mgy = (2 A ()4 (5 A e 613+ L= (1)
u. S, w.

Somit ist dic Kinlage fir 1 I"v. Zeitrente, zahl-
bar erstmals sofort, letztmals nach n—1 Jahren:

= () — ()i () E— () e (4)
O A ) Lo S

§ 9. Zur Konvergenz vorstehender Potenzreihen,

Dic nach dem Abzinsungsfaktor v entwickelte
Potenzreihe (1) ist positiv und endlich und damit kon-
vergent.

Dagegen ist die nach der Zinszahl ¢ entwickelte
Potenzreihe (2) von wechselndem Vorzeichen und un-
endlich.  In den aufeinander folgenden Gliedern neh-
men die Potenzen von ¢ sehr rasech ab, aber gleich-
zeitig nechmen die zugehorigen Koéthzienten zu. Wir
miissen deshalb noch untersuchen, ob und inwieweit
die Reihe konvergent ist. Dabei soll die Zinszahl ¢

10
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gegeben sein und festgestellt weorden, fiir weleche Dauer
n und welches Beitrittsalter e diec Reihe (2) zu ge-
brauchen ist.

Eine alternicrende  Reihe ist konvergent, wenn
die aufeinander folgenden Glieder abnehmen, wenn also
im vorliegenden Ifalle

DL B8 < X 25 oder
18-1-1 | 4 \ S s 2
2 e X L e I it

23 {;_}-1 2.‘13 l(,;,[_ | - ?’

Nun sind im Zihler des mittleren Bruches die
cinzelnen Glieder abnehmend.

s st also
ZS lw—[—l+‘23 la:+z+zs la,-"f-::"l['. . .*%Es lw 1 <(’I.U*{I:—1)E” lm |1
und demzufolge

2

s [ < wWw—a—1 =n—1
R
Die Reihe (2) konvergicrt somit unter allen Um-

stiinden, wenn

(o—m)—=n < =g, | | (5)

$ 10, Bedeutung vorstehender Potenzreihen,

Der praktische Wert der Reihen (2), (3) und (4)
ist mit Riicksicht auf die in (5) gezogene Grenze be-
schriinkt., Setzen wir 7=0,03, so muss n<_34 sein.
Nechmen wir demgemiiss w == 100, so liisst sich dic
Reihe (2) mit Nutzen nur gebrauchen fiir die Eintritts-
alter von 66 bis zu 100 Jahren und diec Reihe (4)
fiiv die Dauer von 0 bis zu 34 Jahren, Dabei ist in-
dessen zu bemerken, dass die in (3) gezogene Grenze
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ctwas zu scharf ist; tatsiichlich ist der Konvergenz-

bereich grisser.

[nnerhalb  dieses Rahmens kann man nach vor-
stehenden Formeln ohne technische Hilfsmittel Renten-
werte divekt herstellen. Man erhiilt hierbei eine Reihe
von Nitherungswerten, die dem wahren Wert immer
nither kommen und die abwechslungsweise iiber und
unter dem rvichtigen Werte sind. Dafiiv zwet Beispicle,

1. Beispiel. 1inlage fiiv 1 I'v. vorschiissige Rente
fiir das Alter von 70 Jahren nach der deutschen
Rentnertatel und 39/ Zins aus Zins. Nach Formel (2)
erhitlt man folgende Nitherungswerte:

Q== «) L0,1752 ) 82178 ¢) 8,5585 ) 8,507H
e) 8,5143 /) 8,5135

Auf gewdhnlichem versicherungstechnischem Wege
erhiilt man:

a';“ == 8,5135“

2. Beispiel. liinlage fiiv | Ir. vorschiissige Zeit-
rente fiie # = 10. Erste Rente sofort, letzte nach neun
Jahven zahlbar. Zinsfuss 3°/. Nach IFormel (4) hat man:
au = a) 10,0000 b) 8,6500 ¢) 8,7985 d) 8,7851

) 8,786

Bei divekter Rechnung ergibt sich:

agil == 8,7861

Als spezifischer Yorzug der Reihen (2), (3) und (4)
sei erwithnt, dass man aus den gleichen Unterlagen
Resultate fiie verschiedene  Zinsfiisse herstellen kann.,

Die Hauptbedeutung der Reihen (2), (3) und (4)
besteht darin, dass sie cinen Finblick in den Bau der
Renten gewithren, wie wir im folgenden sehen werden.

C
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§ 11, Die aus 1 Fr. Einlage hervorgehende Rente U
in eine Potenzreihe nach der Zinszahl i entwickelt,
[. Aus Tormel (3) erhalten wir fiiv die vorschiis-
sige Leibrente U, auf Grund der Moivreschen Hypo-
these (w—n =ux):
1 2 n—1(2 . 1l . o
a: n41 +-n -l {_} i f~(r¢—10)&

1
4 26n—134) :*— 3900 (n®—21n? —

— 384w -} 1484)3t -4 .. } (6)

U=

Il. Fiar die nachschiissige Letbrente ohne Sterbe-
jahrsrentenleistung crgibt sich:

. 1 2 n I 1 [2 L
) — — + -

2,,70 n—2)y(n4 1) — 524()(7%—2)(” —13n—

—50)4t 4. .. ] ()

III. Nachschiissige Leibrente mit voller Sterbejahirs-
rente:
. 14i 2 n42¢2 . 1 N
(1) — s el i ]y 72 s
Vs ax n+1+n+1{- b ofog W1

270 (n—1) (n |8) #* } (8)

IV. Aus Formel (4) folgt fir die wvorschiissige
Zeitrente :

- _1—__g 1’1 : l YT
Un; anl 'I'— n ‘ 2 + 12 (n 5) 2
- ()3—3) 13 MTQTJ (n® -+ n* —109% + 251) it 4

2—9—@ (n3n2—49n 4+95) i°4- .. (9
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V. Die wnachschiissige Zeitrente lautet:

) l 1 n 1. 1 )
(7”‘)): T e _,4___]‘#( I 2 2
T g —1 i e b 8 I A 1 G
L " 1 .

O Y\ S 29, 18) it -

74 (n—2)i =50 (n—2) (n?—2n —18) i* -

+ 4&2‘6 (2 (14-2) () P -} (10)

§ 12. Bedeutung und Verwendung vorstehender
Rentenreihen.

[. Praktische Bedeutung haben die Reihen (9) und
(10) zur Lirmittlung von Annuitiiten.

Beispiel. Jemand erhiillt ecin Darlchen von  I'r.
10,000 unter der Bedingung, dass Kapital und Zinsen
in 20 gleichen jihrlichen Zahlungen zuriickzuerstatten
sind. Fs wird mit Zins aus Zins gerechnet. Die Zah-
lung crfolgt erstmals nach | Jahr und letztmals nach
20 Jahren, Mit dev letzten Zahlung muss die Tilgung
des Kapitals vollendet sein.

Wir beniitzen die auf 1 I'v. Darlehen berechnete
Reihe (10) und setzen n = 21.

Alsdann ist
L’%’ = 0,050,525 1,6625¢*—-0,83125i°—10,556875*

—-15,477083:°

Setzen wivr hicrin ¢ = 0,03, so erhalten wir suk-
zessive folgende Niherungswerte :

a) 0,05 0) 0,06575 ¢) 0,0672462 d) 0,06 72238
e) 0,06 72153 f) 0,06 72 157

Der durch direkte Rechnung gefundene Wert ist
0,06 72 15 707,

Die jihrliche Zahlung ist somit I'r. 672, 16,
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II. Die Koéftizienten der vorstchenden Potenz-
reihen schreiten nach keinem erkennbaren Gesetze
fort. Die Reihen sind daher fiie grosse Werte von »n
nicht zu gebrauchen, Namentlich lisst sich der Grenz-
wert fiiv % == oo nicht daraus ermitteln. Dagegen kon-
vergicren die Reihen, wie leicht nachzuweisen (siche
obiges Beispiel), fiiv alle praktisch vorkommenden
Werte von » und eignen sich gut zur Diskussion der
Differenzen- resp. Ditferentialquotienten-Kurve.

[II. Den Zusammenhang zwischen Zinsendifferens
/\ ¢ und Rentendifferenz /A U erhiilt man in erster voher
Anniiherung  beispielsweise bei nachschiissiger Lieib-
rente ohne Sterbervente (7) wie folgt:

o e g . . : 2 2 nll,
Beim Zinsfuss ¢ ist die Rente UL'U VRN Ml g it Bk
; n—1 "3 n—I
, (0 2 2 n-f-1
- “ 21 " ) U(U)l:m*-_....-— SRR Bl
V) i ” il ") x n I I- 3 o l

Durch Subtraktion erhillt man hieraus:

; ; 2 -1
(0 (0 rr(0)1 2 w1,
AU = U= U = N

LV. In vielen Iiéllen ist es bequemer, anstatt mit
Ditferenzen mit Differentialquotienten zu rechnen.

Die Ableitung der Rente nach dem Zinse ist:

AUy 2wl

di 3 n—I

()
Bei einer Vergleichung der Grisse zwischen =7
i
di : : T
und Eﬁzl handelt es sich somit um die Untersuchung,
7 77(0
dUs

ein echter Bruch ist.

ob
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V. Will man untersuchen, ob und wo die Diffe-
i1 (0)
3 . r ’ HH .
rentialquotienten-Kurve —~ ein Iixtremum  hat, so

i
muss ein weiteres  Glied der Reihe (7) beigezogen
werden, Wir gehen aus von der Gleichung:

oy 2 ol ntl,
a3 a1 aa!
in*+-(6--2) M-{-—()A—‘)L
9 (u—1)
Diese Gleichung wird nach n differenzievt.  Wir
erhalten dann
d"U(') mJ 2in—124-3i
didn ~— 9 (n 1)
Der Zihler dieses Bruches, gleich 0 gesetzt, gibt
den gesuchten Wert

12
H == l:l‘_‘ N
]

Setzt man hierin beispiclweise ¢ = 0,03, so erhiilt
man »n— 19,93 fiir das Minimum der Differenzenreihe.

(n—2)¢-

§ 138, Die Differential-Quotienten in rohester An-
niherung nebst zugehorigem Minimum,

[. Vorschiissige Leibrente nach Moivre:
(0, 2 n—1 ,
B : (11)

tL 8+l — (imaginér fur ge-
; - 12 brauchliche Zins
FExtremum fir n=—1+|/— . 422 )
) fiisse)
[I. Nachschiissige Leibrente oline Sterberente nach Moivre:

vy’ 2 ol

di 3 n—1 T (12)
Extremum fiir » =1 __4_-_] S 2 (rvecll)
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IIL. Nachschiissige Leibrente mit voller Sterbjahrsrente
nach Moivre:
(ZUQ;)V 2 n42

di T3 a1

— (13)
. " 6
Extremum fiir # = —1 + ]/& — 2 (reell)
V. Vorschiissige Zeitrente:
CZU?,J 1 /‘E:—j;]'_
i 2 » —— (14)
Extremum fiic n = + ]/—7 —+ 5 (imaginiir)
V. Nachschiissige Zeitrente:
d Ur(:ﬂ & n
di 2 n—I1 (15)

Extremum fir n =1 + ]/% — 1 (veell)

§ 14, Diskussion der Differenzen -Kurve aus den
Naherungswerten des Differential - Quotienten.

L. Grossenverhiiltnis der Rentendifferenzen zu den
Zinsdifferenzen. Die Nitherungswerte des § 13 sind fiir
die in der Praxis vorkommenden Werte von # cchte
Briiche. Daraus folgt, dass die bei Frmissigung des
Zinsfusses entstchende Herabminderung der Renten-
werte kleiner ist, als die des Zinses. Iis ist

; .o dU _de
AU<AZ oder —d—z-<_dzml
Eine Auwsnahme machen die nachschiissigen Renten
fir kleinste Werte von », also fi kiirzeste Dauer
resp. allerhdchste Iintrittsalter,
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IT. Richtung dev Differenzen- Kurve bei zuneh-
mender Versicherungsdauer n vesp. bei abnehmendem
Beitrittsalter 2. s besteht ein prinzipicller Unterschied
zwischen vor- und nachschiissigen Renten. Die ersteren
beginnen mit dem Werte 0 und nehmen mit fort-
schreitendem # bestiindig zu; die letzteren dagegen
fangen mit dem Werte oo oder 1 an, nehmen ab und
sind bald kleiner als 1. Grisse und Richtung der
Rentendifferentialquotionten - Kurve ersicht man  am
raschesten aus folgender Ubersicht. Der Zinsendifferen-

tialquoticnt ist hierbei die Finheit.

Daver . . . . . »n | 2 3 | H 6
Alter @ w—1 w—2 w—3 w—4 w—-H w-06
Yorschiissige  Leib- dUy; . -
FRRfR, T 0,000 0,222 0,333 0,400 0,444 0,476
Nachschiissige Leib- (o) '
rente ohne Sterbe- 40U oo 9000 1,833 1,111 1,000 0,933
rente . .odi

Nachschiissige Leib- (1)
vente mit Sterbe- “U= " 1000 0.889 0,838 0,800 0,778 0,762
rente. L de
‘schiissioe Zeit- l(f, -
Vorschiissige  Zeit- U 3 050 0,333 0,375 0,400 0,417
rente. . i ’ ’
. . (0)
‘achee ] v Zolt- | 5 - "
I\“lf;f:lbt‘;"”‘b“'g“ Zeit AUn oo 1,000 0,750 0,667 0,625 0,600
' ’ i

[LL. Minewm der Differenzenvcihen. Wenn man
«ie gebriuchlichen Werte von ¢ in die hergehorigen
Formeln des § 13 einsetzt, so erhilt man bei vor-
schitssigen Renten einen  imaginéiren, bei nachsehiis-
sigen einen reellen Wert.  Die ersteren haben also
kein Iixtremum, die letzteren besitzen ein solches, das
nach Lage der Dinge ein Minimum ist. Die Differenzen-
reihe der nachschiissigen Rente nimint also anfangs
ab, biegt dann um und nimmt wieder zu.  Anbei die
Zusammenstellung derjenigen Werte von #, fiir welche

regebenem Zinsfuss ein Minimum  auftritt.

bei g
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Zinsfuss . . . . . . 6% 5% 4% 39
Nachschiissige Leibrente

ohne Sterberente . . 15,1 16,4 18,3 21,0
Nachschiissige Leibrente

mit Sterberente. . . 8,9 9,9 11,2 13,1

Nachschiissige Zeitrente. 8,0 8,7 9,6 10,9

Aus dieser Aufstellung geht hervor, dass das Mi-
nimum auf ecin um so niedrigeres Eintrittsalter fillt,
je niedriger der Zinsfuss ist. Es fillt bei der Leibrente
ohne Sterbejahrsrentenleistung auf ein wesentlich nic-
drvigeres Beitrittsalter als bei der Leibrente mit Sterbe-
rente. Im allgemeinen fillt es in die gebriiuchlichsten
Kintrittsalter. s ertibrigh noch, den Wert des Mini-
mums beim Zinsfuss von 3 %, festzustellen.

Nachschiissige Leibrente " — 91 dUs” __ 797
ohne Sterberente . . —“ “di
Nachschiissige Leibrente " — 13 au) 0.754
mit Sterberente .. o i

“r (0)
. R : /= -
Nachschiissige Zeitrente  w = 11 d“ = 0,098
d

Daraus folgt, dass die Rentenermiissigung an der
niedersten Stelle bei nachschiissigen Leibrenten ohne
Sterberente  zirka 80 °/, bei desgl. mit Sterberente
zivka 75 °/p und bei nachschiissigen Zeitrenten zirka
60 %/ betriigt. Da die Kurve schr flach ist, so iindert
sich dieses prozentuale Verhiiltnis fiiv zahlveiche Nach-
barwerte nicht wesentlich.

IV. Miingel der Diskussion. Die bisherigen Unter-
suchungen geben im allgemeinen einen klaren Durch-
blick durch dic in Frage stchenden Verhiltnisse. Sie
bediirfen indessen noch ciner Ergiinzung in dreifacher
Bezichung.
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«) Wir haben Teile ciner Reihe  beniitzt, deren
ganzen Yerlauf wir nicht kennen. Es bleibt noeh
iibrig, zu untersuchen, ob der geschlossene Aus-
druck des Differentialquotienten das  bisher Ge-
fundene bestitigt.

h) Sodann ist es auch von Interesse, die Werte des
Differentialquotienten fiir » = co zu erfahren. Aus
der seitherigen Potenzreihe heraus ist dies nicht
moglich. _

¢) Endlich bezichen sich die Untersuchungen nuar

aut cinen Spezialfall ciner Stevbetafel. s eriibrigt

noch, zu crforschen, wie sich die Verhiltnisse

bei einer belicbigen Tafel gestalten.
Aus diesen Griinden folgt noeh ecin weiteres Ka-

pitel mit ergiinzenden Untersuchungen,

2. Kapitel.

by L] . "’ (l
Untersuchung des Differenzialquotienten i
in geschlossener Form.

§ 16, Vorschussweise zahlbare Zeitrente in
geschlogsener Form,

[. Dic Linlage fie | Fr. Rente lautet:
]
a;ﬁl = I. +’l)+1?3—!—’03+ « s -‘l— ””—1 p— l'.‘?‘;*_’lf*(i""**'l ) ('_8)
Daraus ergibt sich als Rente aus 1 I'v. EKinlage

. ;)-M«l (}.7777 [) 7-); 7-11—] ‘
Vi=—m g =1 15
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Fiir die Ableitung von U, nach % erhalten wir
dU, _ r*»=2 —— ! 4 (n—1) 7"
di (r? — 1)?
oder nach Division des Zihlers und des Nenners durch
(r—1)?
d U’“| - p2n—4 + Qp2n=15 + Jpin—t + .
di ~ pin—t + Opin—3 + 3pn—t + L (_[8&)
- (n—1) -2
+ (n—1rn =t (n—1)rm—2 . - 3r 2 -1
. Durch Koéffizientenvergleichung ecrgibt sich
hieraus, dass AU di
U 50
di de
Damit ist unanfechtbar bewiesen, dass die Renten-
differenz kleiner ist als die Zinsendifferenz.

(18)

II1. Es bleibt noch der Grenzwert zu untersuchen
fiir n = co,

Aus (18a) ergibt sich (19)
dU; I 1 2=t 2p2n=b4 G2 =S4 ininf. 1
I AP T L Qp2n—b | Bp2n—bL  ininf. ~

Das Gleiche wird bestitigt aus (16).

1 7

=1 , 2 213 . i1 '. — S

&, +v+vi4 v 4. .. inint T =1
ep =l i dU,, 1
Uo‘:l = » —— ] "‘_'*;)’_ di % _._.;E

IV. Das Tortschreiten der Diﬁ'e1'entiulquotiente11_
crkennt man aus folgender Zusammenstellung:

n Differentialquotient  Nitherungswert fiir » =1
dU, 0
o =T 0 = 0,000
dUs 1

2

1
di — ri-2r4-1 4



T —

9 ([ a‘f . 7'2+2L,, I 3 — (.333
Y ;IIF;§7.1i+37.2+27.+1 9 —
! gyt e I 6
g 00 rarrar B s
di yO 2904 3rt - 4r¥ 432420+ 1 16
AU, N 1 n—1
L i T (’) nt 2 an

Diese Resultate deeken sich mit § 14, 11.

§ 16, Nachschussweise zahlbare Zeitrente in
geschlossener Form,

I. Analog der vorhergchenden Entwicklung an
vorschiissigen Zeitrenten evhalten wir fiir die Ableitung
— ; 0) ; '

der nachschiissigen Zeiteente {7, nach i

: )
d ({,(,(J) e o (1) (20)

di T (Q-n—l — 1)2
i 0 . . B o i
(/ Ufl[) N ?.:m--'i __I_ Qp2n-5 _|_ Qp2n—6 + .
,,,a(?a?‘"‘ - 7.2?1_.1 + 2,,-2!1——1') + 37-2nmﬁ + . (20&)

+ (n—1)7" " B
+ (n=2) "= (= 1)7" =2 4 (n—2)r" = . Bri 2041

Setzen wir fiir » speziclle Werte ¢in, so crhalten

wir bois_piolweisv

" Difterentialquotient  Nitherungswert fiiv » = |
/)
1 .t{g_,"_:,o- allwertig
(i 0
. (0)
g 4Uy _ 1 1 = 1,000
di 1
(0)
o AUy ri4-2r ! e
3 I - = =0,760

G e 7
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) ‘ _ X
W] 9,3 9,2
g @Uy _ 42482 5 — 0,667
di ri4-203 4312 4-2r 41 9
) i D ged T "
A N (R
1 o290y Bpdp dyd 1 39221 16
0)
w 400 YL B
di Yon—1)E T 2 |
d []('0) an—i_ Qp2n—H Jpe2n -G
50 —— Al |1, ?———--—_—I—- = ;—ji}r)———: _
([’L ?-‘.f.rl——l_}_Q,r'_’M—u_i_'dj-‘.f?i—h (2[)

~+ . oimanf.

[ Aus vorstchendem ergibt sich, dass mit Aus-

+ ... ) e { = 1,000

nahme des Wertes n = | der Differentialquotient

au™ , : di .
—g; oin cchter Bruch, also kleiner als A st lor
: )

tingt bei » =2 mit dem Werte 1 an, fillt dann mit
fortschreitendem », erveicht aber schliesslich fiir # = co
den Grenzwert 1 wieder. Daran erkennt man, dass
derselbe irgendwo umbicgen und ecin Minimum haben
nuss.

Damie sind die in der Binleitung ausgesprochenen
(resetze, soweit es sich um Zeitrenten handelt, bewiesen.

§17, Vorarbeiten fiir Leibrenten in geschlossener Form.
L. Fir vorschussweise zahlbave Leibrenten haben
wir als Barwert der Rente 1 gemiiss Gleichung (1)

1 : 6o
a = i (Zx*klnr:—ldv“f la:-l—‘zruz"l‘ ol TR, -t ")

oder nach Erweiterung des Bruches mit =1 (n =w — a)

[J)?.n—l k!_ l,‘:’, 'I‘ 17'1?"_'2 _I' Za;h_l_g ?-n—:} 'I’ "o 'I_ l10ﬁ2 7 "I- lw-ﬁ[

Ly 77

(22)

Qz =
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[licraus ergeben sich die Rente aus 1 I, Finlage
und ihre Ableitung nach 7 nach gehoriger Reduktion

l ?-le
\):{)

[, :7 ,n#“"l f 1)” +la,! o i ‘+ +lﬂu~’} +lw ‘ (H!

(iUL 1 Z,!l”“” "'—-{-Zl l ___»_“_ 7—|-
r Ut T by e (24)

_H,g__, ) Lol — 31" 4—()5* l,l,,,_x)” ‘—l—(n——l)/ l,,,_.)”

+Zw—-’7 +£b—|)
oder in anderer Darstellung nach vollzogener Quadrie
rung des Nenners

dl, Ay + Agy2n—=5_L A, 7-2;1—4'.
i Bttty Byyin—i . Bypin—i .
I._. __}_fl)_l,’-n«-:f
g sicsw '|'1}‘_’n—3""|'lggn_l

{‘1315—17 |- j) 7”ﬁ! |- [),,’ (=2

(25)

Dabei sind  die Werte von Ay definiert  dureh

(tleichung (24), und
[ ),I — l,_r,- Z;v

B:} —_— [l ];L' j-1 + Zx j-L /,
By =, Z.‘rrj-:? “’_ Z.r J-1 la:v|-l "{’“ la:-l-‘_’ {'L

]))-_’11—2 = lw-—~2 lw—l + lel lw-—j
B'_’u—l = lm—! lw,—-l

L. I'tv wachschussweise zahlbare Leibrenten oline

Sterberente crhalten wir auf analoge Weise

_’ZU;{-“) P ',rz—rl._*_fl;).n—-) _}_ Ay 220 RS

Cdi T Oyt Oyt —}—(’;)—”-"’4_._, (2
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Iierbei sind die Koéthizienten A im Zihler die--
selben wie in (20). Im Nenncr ist
(;'1 = ZJJL'-] l;)y’..[
(s = x|t la:—l—ﬂ + lm-i—.a l;v--]wl
Cs = lypt logs F lopo lape + Logs Lo

Cm-—-l. = lw—-—z Zw—t + Zw-—l lw~2
C‘.’n«:k = lw—-l Zwﬁl
ITI. Desgleichen mit wvoller Rente im Sterbejahyr.
dU:f,l) B Dyyin-2 L Dy yin—=3 | Dy 7.21a—~‘l+ L
di — Biyin? + B yin—3 + By ,,.mﬁ.l';{:.
-+ D, + D‘n gn—1 (27)
+B-n._l7"n+.Bn/rn7Vl—I_']3n+l7'n_2+ e _""_B_)'n_z’r—i_ﬁjn__]_
In dieser Gleichung ist der Nenner derselbe wie
in (25). Die Koéflizienten des Zihlers sind: Dy =11,
Dy = 2[3; Zm.,|_1 3 Df; = Z;L- l;c_f_g u, 8. w.

§ 18, Folgerungen fiir vor- und nachschiissige Leib-
renten, die auf Grund der Moivreschen Hypothese
berechnet sind.

I. Bei wvorsehiissigen Leibrenten crhalten wir auf

Grund der IFormel (25) fiir die aufeinander folgenden

Differentialquotienten :

n Differentialquotient  Niherungswert fiir » =1

. AUss 0

| =1 0 = 0,000

o dUss 2 2

2 B e 2 noon.
di dr?fdr-1 - 9 Oy

2_| By
3 AUsy 676 12 — 0,333

di 91205 1022 el 36



e B e

d gy 1294 - [‘67':‘—’—127'2

i 16202490200 [-2007
0t Ar L T
5 t {31 B 20 "—f- {0)’ 307 I—I—Z()l
‘ di 200t 40T ]—46)"+447
100 _ o
A+ 85742008 - 10r3-4r4-1 225 — 77
N d[[‘l' - d[/'.‘ﬂ'.—n n (HIJIS_I) . ,2,, . ',l,i]
di di by 8 gl
(28)

Wir erhalten hier dieselbe steigende Reihe wie in
§ L4, I, und denselben Nihrungswert wie in § 13,
Formel (11).

Wollen wir den Grenzwert fiir # == >0, 80 miissen
wir in (25) die Werte Ay und By durch 4./, dividieren,
um Lebenswahrscheinlichkeiten zu erhalten.  Bezeich-

net man diese Werte mit ¢, und 2y, so ist

([[/, ,,”mz l‘(u,hz 5_,__((3,.311 6 ,_ }’““u 1771 -2

(h = ;7’1 ;_i—ji:}, ;inAi_I[__ .)3 r Jrzﬁl_,_ _}Mﬁ” Y. o

FO T A e By (20a)

[licrber st

11
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In Anwendung aufdie Moivresche Hypothese hat man

nw(n—Ll) |1_ g ”(”*)) (1 s l)

= ——p—=1——3;
" ' n? w
n(n—=a / 3
oy == ;; = '(’ 2* ) e 3 (1 s s U, 8. W.
n N

R I ol

v ne n*

n(n—2) -(uﬁl)m——‘ )  (n—2)n
gpm= = ] e 4 5

n?

([ - _> 1 ( )i )2 w. 8. W.

Liisst man hicrin # ins Unendliche wachsen, so wivd
i==1% ga=25 wp=3 waw wnd Fi==1; Fa=92;

J3=—=3 w s. w. und es ergibt sich als Grenzwert fiir

Y= (XD

{,l [{‘ fl[jw 7 I‘"ﬁ_‘F I 2,.’.n-— } fg,.:m-—li-}_“. ill llllf.
di  di e 2e S B i inf,
nor
1 al,
i i (e

Diec Moivresche Rente hat somit denselben Grenz-

wert wie die Zeitrente.

I1. Bei nar:/zsc/ius*;we'ise zahlbaren Lieibrenten oline

wird

() (1) |-
U dUsin _"_l_(_ ) __ 2 (30)

di T () 3

Der Grenzwert fir n = co ist

-1
[

d [/"(’”) l[]li“——o B 3 R RN }_2,’ 2n—5H ‘_3/) R—b = s g ln ln{

i | sy 5By e—6 - indinf,

’ au®
di :. i (31



Setzen wir n=1, 2, 3, 4, ... 00, so crhalten
wir die Reihe
0 2  6rif6r [ 274160341202 _
07 17 42 L7 O 12041002 17T
und nitherungsweise ftir » 1

, y i S 18

zlll\w-\rt[g; 2; [Yss Li/e} [; /1;'.; 97 91

Dicse Reihe lisst erkennen, dass irgendwo  ein

Minimum sein muss.

[ e wchsehussweise zahlbare Leibrenten mit
voller Sterbejalsrente ist fiiv »— L der entsprechende

Nitherungswert

Do

s5a - J— (32)

di (i (”__', 1= 3 n-l

( ril) U2 ¢
fl[,*"ﬁ." die w1 2 -

p—

Wird 1 = oo gesetzt, so ist der Geenzwert gleich

[ wie in (31).

Fir n-—1, 2, 3,...c0 lautet die Reihe
L 4 fdr C 9120 Fore . ]
[ dp? pdr U Ot 1208 10 d 17777

oder nitherungsweise
13

Auch hier muss ein Minimum auftreten.

§ 19, Vorschiissige' Leibrenten nach beliebiger Tafel,

[. Kreweitert man in Formel (24) Zihler und Nenner
mit v 122 so ergibt sich nach einfacher Umformung
fiir den Differentialquotienten



(l[])- v o l)"-; ’ }_]:_“l)ri_j

— = : = 33
woraus nach Division durch D,
dl, v a-f,';

vt (34)

W0 ) ax * Qx

W 33D _ L Dapt 2Dy |80t
D, D,
d. h. es wird der Barwert der nachschiissigen, mit 1
beginnenden und jihrlich um die Kinheit steigenden
Rente durch das Quadrat des Barwertes der vorschiis-
sigen Rente 1 dividiert und der Quotient um 1 Jahr

diskontiert.
Mit Hiilfe der IFormel (34) lisst sich unabhiingig
von der Moivreschen Hypothese unt()mm:hun, ob und

- . d :
inwiewelt — - < — =— 1 ist.
(i )

[I. Bei einer belicbigen  Rentnertafel bilden mit
Ausnahme der jiingsten Lebensalter die Einlagewerte
Ay x|ty Qupz-... cine mit zunehmendem Alter abneh-
mende Reihe. Is gilt in diesem Ifalle die Ungleichung

a > am:--]-—l :‘:’ ax—l—f > LR > Q-2 > L > 0

Daraus folgt

Qe+ D =8y + D,
8z * Dupy > &1 D;r:—{—-l
Q Da:—l—‘_’ e P Da.H

u. 8. W,

aa (Daj"l—Dm-Irl’}“:Dw—i—-‘.’- "l— L ') > az * DCC 4 am‘fl‘l * Dm—H
--|" Qax-p2 D.u‘|-z cae
oder in kiirzerer Schreibweise

e+ 2 Do = (8 Do)
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Nun haben wir aus der Definitionsgleichung der vor-
schitysigen Rente . + De = XDz, ebenso a, - D,y
= 3D, w s w., daher

.+ D —l’ axf1 - [-)m[ l““ Qa2 D, [ ——'-— P e s
=i ED _i—:.] l);c{ I_I_.‘Sl)ar |»'.’+" e
oder zusammengefasst
E (aw # -I)'.t,') . }_:)_]lh
Somit lautet die gefundene Ungleichung in an-

derer Form; und wenn wir noch beriicksichtigen, dass

Qe * :[)L e E).]J ). - .\_].\_A‘I)Lf'

oder nach Division dureh D, und unter Beriicksich-

tigung, dass

:l.)l) —a L%)D __ LD 2D,y l] ;‘):.-;1)_1._,.24: gl
i
M b e = o 0 o LY
D, 13,
8+ 8o > 85 > (35)

Nach Division durch @, -a. folgt hicraus, da

V== l <1 ist,
"

I [ 1
[~ e G Ve

Qa El,;a; - a.- Eiv(.}: - a.° a.u

Somit ergibt die Gleichung (34)

I .

dl/, Vet 2
.} — R < l P— - !36
) Qz 8z 2 ( )

wenn 8z > Qept > Qe ... > 10 st
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Solange also die Sterblichkeitsverhiiltnisse  ciner
gegebenen MTafel derart sind, dass die  liinlagewerte
fiiv die vorschiissige Rente 1 mit zunehmendem Alter
abnehmen, so lange ist die durch IHerabsetzung  des
Zinsfusses entstehende Krmissigung der vorschiissigen
Rente aus der Einlage 1 kleiner als die entsprechende
Ermissigung des Zinses.

§ 20. Nachschiissige Leibrenten mit voller Sterbe-
jahrsrentenleistung nach beliebiger Tafel,

Nach analoger Iintwicklung wie im vorhergehen-
den Paragraphen erhalten wiv

=P ] 37)
dr Qo * & 75 (

WO 8o = Qapt > Qe > ... o= 1 = 0 st

Auch bei dieser Form ist die Krmissigung der
Renten kleiner als die des Zinses, solange die Bar-
werte ., Qepi, Qeje... mit zunchmendem Alter ab-
nchmen.  Der Beweis folgt aus der Ungleichung (35).

§ 21. Nachschiissige Leibrenten ohne Sterberente
nach beliebiger Tafel,

[. Die Vergleichung des Rentendifferentialquotienten

mit dem Zinsmuliﬁ'(\,r(mtiulqu()tiunten gestaltet sich wie
fnigt :

d
= | = - fiir dic hichsten Alter @
dud” vk ] - do I
A e d

l <1 == fiir die gebriuchlichen
di
(hohen, mittleven, niederen) Alter

wenn &, > &w it > dapr > ... 18t (38)



— 167

[I.. Wir haben in § 19 bewiesen, dass der Diffo-

; ; . - dU, _
rentialquotient der vorschiissigen Rente R stets oin
i

cchter Bruch ist, wenn a, > Q.1 > Qep2 W 8. W, ist,
Iis handelt sich hier darum, zu veranschaulichen, in-
wieweit diese Schliisse fiir die nachschiissige Rente
ohne Sterbejahrsrentenleistung  nicht zutreffon.  Wir
sotzen wieder voraus, dass Qe Qe Qupe ...
und demzufolge a, >, > @z ... und machen in
ihnlicher Weise wie § 19, Abschnitt 1T dic Aufstellung

g~ Dgag < @y ~ Dy Ty

—

o * Dipgn o @ttt Dot = 2Dopy

a, - [)' f ke \' i, | k—1° ')F [ b == },‘.l).ll‘ | ke
@+ Daprer = @i+ Do = X Do g

. 5. W.
o XD, N (g D) = XX Dap
-

woraus nach Division durch D, folgt

< I
lllu,l . fl/_,; H‘\; Cl’,r

—~

In obiger Aufstellung sind die ersten Glieder links
kleiner als die Glieder rechts.  Iirst bei Zufiigung
woiterer Glieder kehet sich spiiter das Verhiiltnis um.,
[st die Reihe recht klein, also das Alter 2 recht hoch,
50 gilt @+t < a.f.; fiir die lingere Reihe dagegen, also
tiir die gnbr;‘i‘uchliclmn Alter e, hat man a, « a, - al.

Daraus folgt dic Gleichung (33),
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Anhang.

Berechnung und graphische Darstellung

o : . U
des Differentialquotienten --.

7
§ 22, Der Differentialquotient % nach der deutschen

Rentnertafel bei 3 Zins, Markierung des Mini-
mums bei nachschiissigen Renten,

e —- — -
\ Vorschuss- Nachschussweise zahlbare
1 weise Renten
Alter gdn- zahlbare ohne mit voller
| zungs- Renten Sterberente | Sterberente
Alter ‘
. [ 0 I (1) I
({L‘.af Uz (H:’( ;.)- U aw dl (.n A
oY Al ey, | dE ayea,| dil T aea,
95 ) 0,37 042 1,73 598 0,91 960
90 10 0,52 146 1,27 364 0,89 724
85 15 0,58 885 1,06 686 0,86 358
830 20 0,62 042 0,94 615 0,82 926
1 75 25 0,63 811 0,37 693 0,80 426
70 30 0,64 635 0,82 981 078320 |
65 30 0,64 872 0,79 424 0,76 442
60 40 0,65 103 0,77 087 0,75 157
Hd %) 0,65 Hbd 0,75 799 0,74 524
52 18 0,74 362
51 49 0,74 344
50 50 0,66 164 0,75 181 0,74 337
49 51 0,74 343
48 52 0,74 360
47 53 0,75 040 :
16 | 54 0.75 019 |
|45 55 0,66 887 0,75 009 0,74 463 |
44 56 0,75 011 |
43 57 0,75 027
42 h3 0,75 0567
10 60 0,67 705 0,75 157 0,74 823
35 65 0,68 703 0,75 668 0,75 477
30 70 0,69 876 0,76 194 0,76 396
25 75 0,71 168 0,77 539 0,77 499
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. : . ; 10

§ 23, Der Differentialquotient (d_&-.-
zienschen Tafel fiir Invalide bei 3°/ Zins, Mar-
kierung des Maximums der ‘a.- Reihe,

nach der Bent-

! ; Burwert | Vorschuss- | Nac |l°§( hnas\u ise mhlh‘n o
Ein- ‘[rg(’m. der vor- welse Renten |
tritts- !zungs- schiissi- | zahlbare ohne mit voller
Alter | Alter gen Renten Sterberente | Sterberente |

Rente 1 i 1|0 PTl R i

T R V0 I R Y e S T

A —_— 7 = 5 I s i R
W\ A ] { ¢ /1 ¢ i

[ . di taru la,,_' 1 e (e A Az ax
95 [ 1| rooo| 0000 — 1,000
016 2,169 0,464 1,310 0,883
85 | 11 | 3,4 ’ 0,578 1,153 0,887 ’
SR IRT lﬂf;’ 0,6 1,047 0,571

|‘

| 75 ‘ 21 | 5,648 0,645 , 0,952 0,841 [

_ |
70 ( 26 | 7,114 0,654 0,885 0,814
65 | 31 | 8,575 0,668 0,356 0,801
60 | 36 | 9,896 0,685 0,848 0,807
55 | 41 _m.smn} 0,708 0,856 0,820 !
| |
50 | 46 11,712 ; 0,739 ’ 0881 0.847
45 | 112,000 0,775 | 0921 0,881
A B2 12,124 [
43 | B3 12,189 l
12 | 51 |12,145 |
1| o5 12142 '
10 |56 12,127 0814 0,067 0,921 |
| |
|85 6111903 0853 1,017 0,963 (
. ;

' 30 ‘ 66 (11,171 0,898 1,065 1,002

’ 95 | 71 lﬂ,(iSHi 0,940 1,144 1,062 !

Coo | 76 | 9020 1,008 1,255 L

f | [ !

| [ \ | |
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§ 24. Der Differentialquotient o

170

o

i

bei Zeitrenten

und 3 °% Zins, Verhalten der Reihe im Ursprung,
im Unendlichen und bei negativem n.

\'rDl'H(']li'lssigC

Nachschiissige

Zeitrenten Zeitrenten
Dauct 4 U, (,He".(}iu
i i
" Gl (18) (i1 (20)
5 0,543 0,338
— 0,572 0,577
— 3 0,616 0,357
2 0,700 i 0,320
-1 0.913 1 0,215
0 >0 F 0,000
o 1,432 0,16
bE; 0,475 0,193
/i 0,160 1,481
1 0,000 . !
2 0,213 1,000
3 0,327 | 0,757
1 0,371 : 0,680
) 0,399 f (0,643
6 0,120 0,623
/) 0,136 i 0,612
8 0,449 0,605
Y 0,460 0,601
10 0,470 0,5159
11 0,479 0.5983
12 0,188 0.5036
13 0,495 0,600
L1 0,502 ! 0,601
15 0,509 0,603
=<0

0,943

1,000
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§ 25, Verhalten der Kurve ({h. in der Niahe des

Urgprungs, dargestellt mit Hiilfe des Signierungs-
prinzips und des Prinzips der linearen Kombination,

[. In viclen Fillen kann mit Hiilfe vorstehender
Prinzipien der vohe Verlauf ciner Kurve rasch und
in augentilliger Weise dargestellt werden. Derartige
K urvendiskussion wird besonders von D, Karl Reuschile,
Professor an der technischen Hochschule in Stuttgart,
oceptegt. Vergleiche auch | Praxis der Kurvendiskussion
von Dr. K. Reuschle, Metzlersehe Buchhandlung 1886%,
["ber die Methode mige in Kiivze folgendes angedeutet
werden:

Die Funktion f (e, oy der Kurve f (e, y) = 0 ist
Null fiir alle Punkte der Kuarve.  ITire alle iibrigen
Punkte der Libene ist die Funktion nicht gleich Null,
sondern aul der cinen Seite positiv und aut der andern
negativ.,  Danach  kann  die Kurve signiert werden.

|. Beispicl: Die Funktion w?Ay*—r? des Kreises
oyt gi=0 st fiir den Mittelpunke (0,0) gleich —2
d. h. negativ; also negativ fie alle Punkte innerhalb,
positiv fiir alle Punkte ausserhalb  des  Kreises, -
Die Funktion a1 der Geraden -~ 1--0

2. Beispiel :
- | positiv und fiir e <1 negativ; also

st fiir e
rechts von der Geraden positiv und links negatiy,
Sind [, y)=0 und ¢ (z,y) -0 oder kwz /0
und ¢ =0 zwei belichige Kurven, so stellt die durch
lineare  Kombination  beider  Gleichungen  zu erhal-
tende Kurve /472 49=0 (4 belicbige Konstante) cine
Kurve dar, welche geht durch die Schnittpunkte der

Kurve /=0 mit der Kurve ¢ =0. Ebenso bedeutet
Fg—+4q w0 cine Kurve durch die Punkte

[f=0, Jf=01 Jy=0. Jg -0
l(/::()[’ \.‘Jl,‘::())’ l(l :()J7 lllll:::()f'
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In der Kueve f+21g?=0 fallen zwei Werte ¢ =0
zusammen; sie berithet die Kurve /=0 in ihrven
Schuittpunkten mit ¢ =0.

[I. Fir die Diskussion der Differentialquotienten
wiihlen wir die Nitherungswerte von § 13. Der Quotient
dl . . . e 1 -
di soll mit y bezeichnet sein.  Fiir die vorschiissige
di
Zeitrente lautet die Gleichung sonach

b n—I1
.Zj == 2 ¢ s

i

Dieselbe muss auf eine A-Form gebracht werden:
1
ny —g (n—1)w-=0

[Lierbei ist 4 ; @ dic homogenisierende Verinder-

—_— 2,
liche und w =0 die unendlich ferne Gerade.

Ebenso verfihrt man bei den iibrigen Gleichungen
von § 13. Dadurch erhilt man die finf Grundglei-
chungen fiiv Kurvendiskussion.

1 e
1 = (n—1)w==0 vorschilssige Zeitrente
(39)
‘ [ e
(n—1)y— & no == nachschiissige Zeitrente
(40)
(n+1)y— ry (n—1) v == vorschiissige  Lieibrente
nach Moivre. (41)

2 : ;
(n—1)y — 5 (n|-1)m=0 nachschiissige Lieibrente
nach Moivee olhine Sterberente (42)
2 ;
(n+1)y— 5 (n42) =0 desgl. mit voller Rente
im Sterbejahr (43)
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[I1. Wir beniitzen nun cin rechtwinkliges Koor-
Llill:th'llr«‘yﬁtc‘lll mit #-Axe und y-Axe, und tragen die
aus Cleichung (39) sich ergebenden drei Geraden i =03
0 und n=1 (d.h. n—1=0) auf. Die Funktionen »
von den Geraden # = 0 und

"
und » —1 sind rechts
w1 ==0 positiv und links von denselben negativ.  Die
Funktion g ist oberhalb der Geraden y=0 positiv und
unterhalb negativ. Durch die drei Geraden erhalten wir
Im Raume oben rechts ist die Signie-
[}s ist nun zu untersuchen,

sechs Riume,
rung  durchweg positiv,
ob die Kurve (39) durch diesen Raum geht.  Diese
Untersuchung  kann durch geeignete Rechnung oder
auf mechanische Weise erfolgen. Setzen wir in (lei-
chung (39) fiv », y und n—1 positive Werte ein, so
heisst die allgemeine Formel: Positiv. minus Positiv
gleich Null, was maglich ist. (Positiv plus Positiv
gleich Null ginge nicht.) Die Kurve kann also in
diesem  Zwickel  verlaufen, somit im  benachbarten
nicht, dagegen wieder im iiberniichsten . s.w. Alle
Zwickel, in denen die Kurve nicht verlaufen kann,
werden schrathert.

Nach dem Prinzip der linearen Kombination kénnte
die Kurve durch 4 Punkte gehen, niimlich
(1) [f/_()} (9) [y =0\, (3) fn=—==0\ () ]”':Ul_
1 Ll ==0)" =1/ lww = 0

Da die Gleichung (39) nur fir kleine Werte von »
Geltung  hat, so scheidet Punkt (2) aus.  Punkt (3)
und (4) fallen zusammen,  Die Kurve (39) geht im
Endlichen durch den Schnittpunkt der beiden Geraden
y —0 und »-— 1 und berithet im Unendlichen die
Cterade 22 == 0 1m Schnittpunkte mit den zwei Geraden
n-—1 =0 (Parallele) und © -~ 0 (unendlich ferne
Grerade).

[n dhnlicher Weise erfolgt die  Diskussion der

iibrigen Gleichungen.



LV. Die folgenden fiinf Figuren (5. 176) bringen die
Differentialquotientengleichungen (39) bis (43) zur Dar-
stellung. Die zwei ersten bezichen sich auf Zeitrenten,
die drei letzten auf Moivresche Leibrenten.  Links
stehen die zwei vorschiissigen, rechts und unten die
drei nachschiissigen Renten. Als Axen gelten die Ge-
aden n =0 (y-Axe) und =0 (n-Axe). Dic Kurve
ist punkticrt fiir negative und kleine Werte von #;
fiitr n—>1 resp. n=>2 ist sie vollstindig gezeichnet.
Dic Lage der schraffierten Zwickel ist in siimtlichen
fiinf Figuren ihnlich. Unterschiede liegen in der Art,
wie die Kurve von einem Zwickel in den andern {iber-
geht. Jede Figur hat fiir kleine Werte von n (absolut
genommen) einen Schnittpunkt und einen Beriihrungs-
punkt. Im Schnittpunkt ist dic Funktion 40 und
im Berithrungspunkt ¢ == oco.

Die Kurve geht durch den Schnittpunkt (1) fol-
gender Geraden:

1. Fig.: V=00 9 pig.. V=0, 3 wig.. ¥=01,

o =L’ o Nu=0/" o \m=1{"

Lovigs L V0 g .t

Die Kurve berithrt im Unendlichen die Geraden

(Punkt [2]):

. IMig.: =0 im Schnitt mit { :'jjs)}
2. Iig.: n== - » » {r:::(())}
3. Fig.: n=—1 , " o {:,[;ZO}
4. Fig.: n=1 » ” {”:;:.—:-—()l}
5. Ilig.: n=—1 » ” {nj;:ﬁ}
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V. Wenn das Argument 2 aus dem Negativen
ins Positive iibergeht, so nimmt die unktion ¢ = /' (n)
oinmal den Wert Null und einmal den Wert Unendlich
an. Dabei ist ein bemerkenswerter Unterschied zwischen
vor- und nachsechiissigen Renten.  Die Funktion wird
hei der vorschiissigen Rente zuerst Unendlich und dann
Null; bei der nachschiissigen liegt die Sache umgekehrt,
Beim Eintritt ins Positive ist demgemiiss die Differential-
(|lmtinntnm'nilu\. im ersten Falle klein anfangend  und
wachsend, im letzteren gross anfangend und abnehmend.

Dic vorstehende Abhandlung  gehort in dasy Gle-
biet der angewandten Mathematik. Wir haben bei ver-
schiedenen Zinsfiissen die zu runden Einlagebetriigen
gchirigen Renten nebst zugehorigen Differenzen unter-
sucht.  Diese Differenzen sind je nach der Dauer des
Rentenlauts » versehieden und bilden fir die aufein-
ander folgenden Werte von » cine Reihe. Hierbei be-
deutet » cine gewisse Anzahl von Jahren und ist so-
mit in diesem Zusammenhang stets positiv. Im letzten
Paragraphen nun haben wir die Reihe ersetzt dureh
cine (ileichung.  Wir sind in das Gebiet der reinen
Mathematik iibergegangen  und  haben eine  stetige
[Kurve erhalten, die sich auch fiir kleine und negative
Werte von n ermitteln lisst.  Damit hat sich uns ge-
wissermassen oin Ausblick hinter die Kulissen eréffnet.
Wir haben geschen, welchen Zwangsverhiiltnissen die
Reihen nnterworfen sind, che sie in die Erscheinung
treten.  Diese Betrachtungsweise  bietet den Schliissel
sum vollen Verstindnis der Kurven und Reihen.
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