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Beitréige zu einer Theorie des Bevolkerungs-
wachstums mif einer Anwendung auf Sozial-

versicherungskassen.
Von Dr. E. Zwinggi, Bern,

Einleitung.

In der mathematischen Bevilkerungstheorie haben
zwel Probleme von jeher das besondere Interesse des
Statistikers in Anspruch genommen: die analytische
Frfassung der Vermehrung und des Sterbens. Soll das
erste Problem Auskunft geben iiber die Fortpflanzung
des Menschengeschlechtes, so mochte man vom zweiten
wissen, nach welechen Gesetzen die Menschen dem Tode
verfallen.

Wie es dem menschlichen Geiste zu eigen ist, alles
Naturgeschehen in starren Regeln zu erfassen, so hat er
auch versucht, Leben und Sterben in eine mathematische
['ormel zu bringen, er suchte nach einem Gesetze des
Sterbens. Das Makehamsche Gesetz, um nur dieses
zu nennen, gibt in guter Ubereinstimmung mit der Be-
obachtung die Zahl der Uberlebenden wieder, wenn eine
arosse  Anzahl gleichaltriger, erwachsener FElemente
dem Sterben ausgesetzt wird. Durch geeignete Methoden
auf Grund einer zuverlissigen Statistik ist es moglich
geworden, den linfluss ecinzelner Krankheiten mathe-
matisch zu erfagsen, cbenso kann der Hortschritt der
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Lebensverbesserung zahlenmiissig nachgewiesen werden.
Zusammenfagssend diirfen wir behaupten, dass wir
heutzutage itber die Sterblichkeitsverhiltnisse der ein-
zelnen Kulturstaaten gut unterrichtet sind.

Die zweite Frage gilt dem Gesetz der Bevolkerungs-
vermehrung. Konnen wir aus den Beobachtungen der
vergangenen Jahrzehnte auf die Zukunft schliessen?
Diese Fragestellung ist identisch mit der nach einem
Gesetz des Bevolkerungswachstums. Gehorcht das
Wachstum einem Gesetze, oder st es einzig bestimmt
durch die momentanen Umnstinde ? Wollte man die Frage
kurzweg mit ja beantworten, so miisste die Aufstellung
des Gesetzes an der Unmdéglichkeit der analytischen
Erfassung aller eine Wachstumséinderung bedingenden
Ursachen scheitern. Wir kennen diese Ursachen nicht
alle, wissen nicht zum vorneherein, wann sie eintreffen.
Aber ebenso unrichtig wire, die Iixistenz eines Normal-
gesetzes, dem zu folgen alle normalen Bevélkerungen
bestrebt sind, zu leugnen.

Weiterhin muss man sich fragen, ob es denn iber-
haupt notwendig sei, zu wissen, wie sich eine Bevolke-
rung in der Zukunft entwickelt, oder ob das Interessc
bloss wissenschaftlicher Natur sei und von keiner prak-
tischen Bedeutung. Die vergangenen Kriegs- und Krisen-
jahre haben die Einfithrung der sozialen Versicherungen
beschleunigt und zum Teil verwirklicht. Viele Staaten
haben die obligatorische Altersversicherung eingefiihrt,
andere sind daran, es zu tun. Dadurch ist der Mathe-
matiker gezwungen worden, um die kiinftigen finan-
ziellen Belastungen zu berechnen, sich tiber die Fort-
entwicklung seines Volkes Rechenschaft zu geben.
Er musste nach einem «Wachstumsgesetz» suchen,
das den mutmasslichen kiinftigen Verlauf am besten
wiederzugeben vermag.
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Wir sagten vorhin: nach einem Wachstumsgeseta.
Wie das Makehamsche Gesetz nur den Normalfall
des Absterbens darstellt, wenn vom Kindesalter abge-
sehen wird, so wird es auch nicht nur ein Wachstums-
gesetz geben, Als das richtige werden wir dasjenige anzu-
sehen haben, das fir die betreffende Bevolkerung am
genauesten mit der Beobachtung itbereinstimmt.

Die Wachstumsgesetze.

Ein kurzer Riickblick auf die Fntstehungsgeschichte
der Vermehrungsgesetze lisst erkennen, dass wir haupt-
siichlich zwischen dem Anwachsen in geometrischer
Progression und dem in nicht geometrischer Progression
zu unterscheiden haben. Als historisch ilteres sei jenes
vorweggenomrnen.

Als erster, der auf den geometrischen Verlauf des
Bevolkerungswachstums stiess, ist Fuler (1*) zu nennen.
Auf Grund einfacher Annahmen iiber Geburt und Tod
konnte er eine Reihenentwicklung aufstellen, von der
gezeigt werden kann, dass sie in eine geometrische aus-
liuft.

Dem Theologen Siissmalch (2¥) berechnete er fiir
sein Werk Tabellen, denen das Wachstum einer Be-
volkerung sowie die Verdopplungszeiten bei verschiedener
Wachstumsgeschwindigkeit entnommen werden kénnen.
Besonders die Verdopplungszeiten, die sich als zeitlich
konstant ergaben, spielten dabei eine wichtige Rolle.

Tine erste Kritik am geometrischen Wachstum iibte
der englische Philosoph Malthus (8*) aus. Fr legte dar,
wie die Frdbevolkerung unméglich dauernd in geome-

Anmerkung. Die Zahlen, wie z. B. (23*), bedeuten die Li-
teraturnachweise.
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trischer Progression anwachsen konne, indem er diesem
Verlauf die bloss arithmetische Zunahme der Lebens-
mittel gegeniiberstellte. Von Zeit zu Zeit miissen sich
der Entwicklung Hindernisse entgegenstellen, die einen
langsamern Verlauf erzwingen.

Den bisherigen genannten Versuchen wohnte das
Bestreben inne, die Grosse einer Bevolkerung im voraus
zu berechnen, die Formeln waren dem Wesen nach xtra-
polationsformeln. Mit zunehmender Sicherheit der Sta-
tistik wuchs das Bediirfnis, fiir eine vergangene Periode
den Verlauf analytisch darzustellen. Mit andern Worten,
man suchte nach einer passenden Interpolationsformel.
Meistens waren dic Zeitspannen kurz, und der Stand der
Bevélkerung liess sich mit geniigender Genauigkeit
durch eine Exponentiallinie oder eine Parabel héherer
Ordnung darstellen. Beinahe fiir alle Bevilkerungen
gelang es, die Wachstumskurve durch einen entsprechen-
den Parabelbogen zu approximieren (4*). So gute Dienste
dieses Verfahren fiir die Interpolation zu leisten vermag,
so unbrauchbar ist es fiir die Extrapolation. Iixponen-
tiallinie wie Parabel wachsen mit der Zeit rasch an und
vermoigen den Stand der Bevilkerung bald nicht mehr
darzustellen.

Gegen Ende des 19. Jahrhunderts wurden die ersten
Bestrebungen laut zur Einfithrung der Sozialversicherung,
und man schickte sich an, die daraus voraussichtlich
erwachsenden finanziellen Belastungen zu berechnen.
Die damaligen statistischen Angaben liessen erkennen,
dass sich der Altersaufbau nur wenig veriindert (5%),
und daraus schloss man durch eine mathematische Ab-
leitung (6*) auf den exponentiellen Verlauf der Wachs-
tumskurve. Alle grundlegenden Arbeiten von Borthkie-
wicz (6%), Kaan (7*) gingen von diesen Annahmen aus,
selbst neuere Arbeiten (8%) haben diese Grundlagen ge-
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withlt. Das Hauptergebnis dieser Theorie sei hier vor-
weggenommen: vom Zeitpunkt der vollen Wirksamkeit
der Versicherungsinstitution an bleibt die Umlage-
primie fiir irgendeine Versicherungsart konstant. (Die
mathematische Ableitung findet sich in Kap. 11, § 2.)
Fine kritische Betrachtung dieser Theorie muss
ohne weiteres ergeben, dass der exponentielle Verlauf
fiir kurze Zeitriume zutreffen mag, dass aber nie ein
stationdrer Zustand eintreten kann. Daher wiichst die
Bevolkerung ins Unermessliche an. Die Grundlagen
zur Kostenberechnung in der Sozialversicherung sollten
aber fiir ingere Zeit Giltigkeit haben, so dass aus den
genannten Grinden konstante Alterszusammensetzung
und geometrisches Wachstum abzulehnen sind (9%).
Nach diesen nur kurz berithrten Verhiiltnissen beim
geometrischen Wachstum werden wir eingehender auf
die Arbeiten einzutreten haben, die als Grundlage zu
unsern Untersuchungen gedient haben. Angeregt durch
die Ideen von Malthus, versuchte der Statistiker Quetelet
(10*) eine Theorie des Bevolkerungswachstums aufzu-
stellen. Nach eingehenden Untersuchungen gelangte er
zum rgebnis, dass sich die Theorie der Bevolkerungs-
vermehrung auf zwei Prinzipien zuriickfithren lasse:

1. die Bevolkerung hat die Tendenz, nach einer
geometrischen Progression anzuwachsen;

2. der Widerstand oder die Summe aller Hindernisse
gegen ihre Fntwicklung wiichst bei gleichbleibenden
Bedingungen wie das Quadrat der Geschwindigkeit,
mit der die Bevolkerung anzuwachsen bestrebt ist.

Ferner legt er dar, wie dic Bevolkerung nach einem
stationiren Zustand hintendiert. Quetelet unterliisst
aber, cine mathematische Iformulierung zu geben, wo-
gegen sich wahrscheinlich auf seine Anregung hin der
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belgische Mathematiker Verhulst in drei Arbeiten (11%*)
mit der Frage eingehend beschiiftigh, Indem er die Be-
vilkerungszunahme dp im Zeitmoment d¢ proportional
der momentanen Bevolkerung, vermindert um eine
Funktion der Bevolkerung, setat, also

dp _ "

“‘d‘{ =m P f (p)s
gelangt er nach gewissen vercinfachenden Annahmen
iiber f (p) zu verschiedenen Wachstumsformeln. Allen
diesen Beziehungen ist aber die Higenschaft gemein,
dass die Bevolkerung gegen einen endlichen Grenzwert
hintendiert. Als Funktion f (p) wird zuerst angenommen
f(p)=n - p? sodann findet er als Losung der Diffe-
rentialgleichung:

m p’ i e‘nlt
/, " ’
n-p-ett+m—n.p’

’p:

wo p die Bevolkerung bei ¢ = 0 ist; die obere Schranke
ist gegeben bei t = oo durch % Bei andern Annahmen

iiber f (p) stosst er auf andere I'ormeln, die andere obere
Grenzen ergeben. Anhand der Volkszihlungen fiir
Frankreich 18171881, Belgien 1815—1833, Graf-
schaft Hssex 1811—1831 kann er sehr gute Ubereinstim-
mung mit seiner Formel nachweisen.

In seiner zweiten Arbeit geht Verhulst vom Begriffe
der «Normalbevélkerung» aus. Bei freier Fntwicklung
hat die Bevilkerung die Tendenz, sich in geometrischer
Progression zu vermehren. Angenommen, sie habe sich
so vermehrt bis zu einem Punkte, wo sich die Hinder-
nisse geltend zu machen beginnen, und habe dabei dio
Grosse b erreicht ; b nennt er die Normalbevolkerung. Als
Differentialgleichung fiir das Wachstum findet er dann:
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[ dp
L —f (p—D).
p dt

Ohne sich dessen bewusst zu sein, st Verhulst vom Be-
griffe der Intensitit ausgegangen. Durch den Ansatz
[ (p—b) = n (p—>b) und die abkiirzende Setzung m —
[ |- mb 18t auch:

L dp

= m—"n-.p -
podt ! (@)

und er findet cine Kurve von analoger Form wie vorher,
dic er in Anlehnung an den damaligen Gebraueh logistische
Kwrve nennt.  Ferner werden die hauptsichlichsten
mathematischen  Kigenschaften  entwickelt und  eine
Methode der Konstantenbestimmung aus dret fiquidistan-
ten Punkten gegeben,

Allein die Untersuchungen fanden nicht die Aner-
kennung, die sie verdienten, und gerieten in Vergessen-
heit. Erst den letzten Jahren blieh die Neuentdeckung
vorbehalten.

Doch scien zuniichst die mathematisehen igen-
schaften der logistischen Kurve, wie wir sie nun stets
nennen werden, untersucht. Die  Differentialgleichung
(a) lisst sich auch schreiben als:

Ldy 1 "”7 I
y Al o« { L ‘)’

wo i die Bevolkerung darstellt und a wie L Konstante
sind.  Als Losung gewinnt man:

L.
2t
Y = 5.

14 ec

# ist die Integrationskonstante und von der Dimension
ciner Zeit. Bei t == oo erreicht y den obern Grenzwert
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asymptotisch und verschwindet bei ¢ =—cc. In dem
Punkte ¢ = g hat y die halbe maximale Ordinate [/2
und geht durch den Wendepunkt. Dabei ist die Kurve
beziiglich des Inflexionspunktes symmetrisch, was in
mathematischer Formulierung heisst:

P+ = I, — yff,

Uber den Verlauf orientiert Figur 1.

Wie schon oft eine Entdeckung auch einem andern
Gebiete von grosstem Nutzen sein kann, zeight nun die
Weiterentwicklung der Theorie der logistischen Kurve.
Die amerikanischen Biologen Robertson, Reed und Hol-
land beschiftigten sich mit der mathematischen Dar-
stellung von Wachstumsvorgingen [(Gewichtszunahme
weisser Ratten (12*), Lingenwachstum von Aprikosen-
schossen (13*)], und sie zeigten dabei, wie sich die in der
Chemie bekannten autokatalytischen Vorginge sinnge-
miigs auch auf biologische Probleme tibertragen lagsen. s
war das Verdienst der beiden Biologen Pear! und Reed,
nachzuweisen, dass die dabei verwendeten Kurven
auch auf die Vermehrung ganzer Gesamtheiten ange-
wandt werden konnen (14*). Auf Grund der Bevolke-
rungshewegung der Vereinigten Staaten von Nordame-
rika im 19. Jahrhundert gelang ihnen, die ausgezeichnete
Ubereinstimmung von Beobachtung und Berechnung
nachzuweisen. Dabei waren den Autoren die Arbeiten
von Verhulst unbekannt, und sie wurden erst durch eine
Publikation des Neuenburger Professors L. ¢. du
Pasquier (15%) auf jene Veroffentlichungen aufmerksam,
nachdem allerdings schon der I'ranzose Mansion in seinen
Lecgons sur le caleul des probabilités im Jahre 1916 auf
die Arbeiten hingewiesen hatte. (Siehe unter 16*.)

Im Jahre 1925 wies der Englinder Yule (17%)
nach, dass die von Pearl und Reed benutzte Kurve auch



fir die Bevolkerungen von England und Wales gut
stimmt. Dabei geht er auch ziemlich eingehend auf die
Arbeiten von Verhulst ein. (In den bisherigen Dar-
stellungen sind wir hauptsichlich seinen Ausfiihrungen
gefolgt.) Ferner wies K. Krummeich (16*) in einer im
Jahre 1927 dem Institut de Statistique de la I'rance
vorgelegten Dissertation nach, dass sich auch die Be-
volkerung von Irankreich im Zeitraume 1801—1911
ausserordentlich gut durch die Verhulstsche Kurve dar-
stellen lisst.

Die bald einsetzende Kritik wies vor allem darauf
hin, dass das logistische Wachstumsgesetz nicht so all-
gemeiner Natur sein konne, wie man anfangs ange-
nommen hatte, sondern nur den Normalfall darstelle
(vgl. 18%). Gumbel (19*) lehnt sogar den Gedanken der
Moglichkeit eines Wachstumsgesetzes ab und sieht in
der Formel wie in allen andern nur den Interpolations-
charakter.

Wir haben schon eingangs darauf hingewiesen,
dass es nicht nur ein Vermehrungsgesetz geben konne,
und auch das Verhulstsche darf nur als Normalfall
eines solchen angesehen werden. In Wirklichkeit wird
das  Wachstum einen viel komplizierteren Verlauf
nehmen und sich nicht durch so einfache «Gesetzen»
darstellen lassen. Die grosse Bedeutung, die emem solehen
Normalgesetz zukommt, wird jedoch dadurch nicht ge-
schmiilert, um so mehr, als sich in der Praxis gute Uber-
einstimmung nachweisen ligst.

Auf ein Wachstumsgesetz, wie es tatsichlichen Be-
rechnungen zugrunde gelegt wurde, sei hier kurz hin-
gewiesen.  Durch die Volksabstimmung vom 6. De-
zember 1925 wurden die gesetzlichen Grundlagen zur
FEinfithrung der Altersversicherung in der Schweiz ge-
schaffen, und das Amt fiiv Sozialversicherung beauf-
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tragt, die notigen Berechnungen vorzunehmen. Die
statistischen Grundlagen liessen erkennen, dass ungefihr
im Jahre 2000 der stationiire Zustand erreicht sein diirfte
bei einer Bevolkerungszahl von rund 5 Millionen. Auf
Grund dieser obern Schranke konnte dann auch ein
Vermehrungsgesetz gefunden werden (20%).

Die Problemstellung.

Zur Ermittlung der Grossen, die fiber die Bevolke-
rungsbewegung Auskunft geben, stehen grundsiitzlich
zwel Wege offen. Iiinmal betrachten wir die zahlenmiissig
gegebene Grosse einer Bevolkerung als das Primiir-
gegebene und suchen daraus auf den Verlauf der Ge-
burtenzahlen zu schliessen. Oder es konnen die Ge-
burtenzahlen bekannt sein, und aus diesen muss die Grosse
der Eevélkerung berechnet werden. In beiden Iillen
miissen die Sterblichkeitsverhiltnisse bekannt sein und
von Wanderungen abgesehen werden.

In unsern Untersuchungen gehen wir den zweiten
Weg. Dabei werden in einem ersten Kapitel die Mass-
zahlen zur Messung der Bevélkerungsbewegung ent-
wickelt. Um die Giiltigkeit der FErgebnisse zu erweitern,
gehen wir vom Begriffe der Gesamtheit aus, von der die
Zugangs- oder die Krneuerungsfunktion bekannt sein
soll. Im zweiten Kapitel verfiigen wir sodann iiber
diese Funktion im Sinne der Verhulstschen Theorie.
Dag dritte Kapitel bringt die Anwendung der Frgebnisse
des zweiten auf die Probleme der Sozialversicherung.
Das vierte endlich ist einem schematischen Beispiel ge-
widmet.
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Kapitel I
Allgemeine Beziehungen.

§ 1.

Das Wachstum einer Personengesamtheit, Die Zugangs-
funktion. Die resultierende Gesamtheit. Ein-
schrinkungen.

Vorgelegt st eme  Personengesamtheit, die  alle
Alter von x, bis z, stetig umfassen soll. Sie sei bezeichnet
mit B (:2> Durch irgendwelehe Ursachen scheiden die

1

Flemente im Laufe der Zeit aus, und sie werden durch
neue ersetzt. Die Gesamtheit B ist also vom Typus der
sich erncuernden Gesamtheit.  Daber braucht aber die
(resamtzahl aller Mitglieder nieht konstant zu sein.
Greifen wir alle die heraus, die im Alter z; eintraten:
ithre Zahl sel I,(f} erner se1 die Wahrscheinlichkeit,
dags cin a;jihriger im Alter @ der Gesamtheit noch an-
gehort . p,.. Fndlich  bezeichne LY die Zahl der
gjihrigen im Zeitpunkte £ Die Grossen i L\
und Iﬁ,f,f!? sind  'unktionen der Zeit, Wir legen fest,
dass das Fintrittsalter von @, bis x, stetig variieren
kann, verteilen also damit die Emtretenden auf das
Altersintervall x, bis x,.

Die Zahl L wird nun gegeben sein durch den fol-
genden Integralausdruclk:

Wl =g

]“(1) = 1’{;:- vt J-f»‘.t:i-lp;wr(; ' dilr{ (l)

1

o '.L‘L':zl_'{'l
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denn die Zahl der ajihrigen wird gebildet durch die
Summe aller Elemente, die vor {—a -+ x; Jahren ein-
traten und z—=; Jahre der Gesamtheit angehérten.
Um die volle Gesamtheit zu erfassen, werden wir zu
bilden haben:

XL={Tq

B(if) — [ LY. da (2)

:l!=.”c‘

oder auch

T=Tq €i=Ty
Ty (t—a-ta;
e=x, o oa=w

Tig soll nun der Begriff der Gesamtheit etwas
weiter gefasst werden. Wir denken uns eine (resamtheit
B i(”)‘), die B(:f) vollstindig in sich schliesst. In der
ersten Gesamtheit seien die Eintritte verteilt auf das
Intervall &, bis z,. Die Elemente der zweiten Gesamtheit
lassen sich dann zusammengesetzt denken aus 2 Gruppen.
Einmal aus den Elementen, die im Alter z, <z <z,
in die Gesamtheit B (z‘:) eintraten, und dann aus denen,
deren Alter die Grenze z, iiberschroitet und die auto-
matisch einriicken. Dadurch muss sich aber auch der
Charakter von p dndern; a—a P, Pedeutet nun die Wahr-

scheinlichkeit, dem Bestande B (:(’)‘) nach z—a; Jahren

noch anzugehoren. Offenbar verteilen sich dann die
Eintritte auf das Intervall @, bis @, (die hohern Alter
fallen ausser Betracht), so dass sich (8) modifiziert zu:
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Bla) - et o b, 8
o=y Wy =iy

Fir unsere Zwecke, wie auch der Finfachheit halber
wird die Allgemeinheit der Beziehung (4) wie folgt ein-
geschrinkt :

a) alle Eintritte geschehen beim gleichen Alter ),

b) das Ausscheiden erfolgt einzig durch 'Tod, die
Ausscheideordnung ist demnach durch die Uber-
lebensordnung zu ersetzen.

Mit diesen Vorbehalten lautet (4):

w=ary

B( ) = | L+, dz (5)

a:--.rop.ro )

a=a,

Kennzeichnend fiir den Verlauf von B werden die
beiden Grossen Ly und ,_, p, sein, die beide Iunk-
tionen der Zeit sind. Die beiden Ausdriicke seien deshalb
einer kurzen Betrachtung unterworfen.

Bedeutet f (x) die Zahl der ajihrigen, die aus f (0)
frlvich%lbrignn Elementen hervorgegangen sind, so gilt

die allgemeine Beziehung:

1@+n)
f ()
und demnach wmityDg = (=) (6)
f ()
Aus der Theorie der Intensititsfunktionen gelten ferner
die folgenden Relationen:
—df(@) 1 _ —f(x) —dinf(x)

i, == S e ==

ne f(z) dx f (x) dax

np.x,
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woraus umgekehrt bei gegebenem g durch Integration
auf die Uberlebensordnung geschlossen werden kann
durch:

@x
—_ Ky Az

f2)=f(a)-ed

Da die Uberlebensordnung zeitlichen Verschie-
bungen ausgesetzt ist, wird, wie schon angedeutet, die
Uberlebenswahrscheinlichkeit zeitlich nicht konstant
sein. Die vergangenen Jahrzehnte haben eine steto
Lebensverbesserung gezeitigt, die sich in Zukunft noch
fortsetzen wird. In welchem Masse diese Verdnderung
fortschreiten wird, kann nicht vorausgesagt werden ; éirzt-
liche Kunst und hygienische Fortschritte werden da mass-
gebend gein. Um jedoch unsere Berechnungen iiber-
haupt zu ermoglichen, miissen wir eine unverinderte
Absterbeordnung fiir die Zukunft voraussetzen. Inner-
halb welcher Grenzen die dadurch bedingte Ungenauig-
keit liegt, werden kiinftige Untersuchungen zu zeigen
haben.

Von grisserer Wichtigkeit wird jedoch die Funktion
L) sein, die wir in Zukunft stets Zugangsfunktion
nennen werden.

Genau wie wir die Sterblichkeitsintensitit ¢, de-
finierten, so bestimmt sich hier die Zugangsintensitiit zu

1 dL(w’g L;(ﬁ’ dIn Lg‘o)

T L
off)=1 iy a L e D

Das positive Vorzeichen ist bei steigender Zugangs-
funktion zu nehmen; wir beschrinken uns auf diesen
Fall.

Jede Schwankung der Zugangsfunktion iber-
triigt sich auch auf die einzelnen Jahrgiinge und damit
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auch auf die ganze Gesamtheit. Dabel werden die
Schwingungen im hohen Alter weniger bemerkbar sein
als in den jiingern, denn sie werden von der Sterblich-
keitskraft im Laufe der Zeit gedimpft. Der Bestand, der
die hochsten Alter umfasst, st demgemiiss geringeren
Schwankungen unterworfen als der Bestand der jungen
Personen. Wir diirfen aber nicht iibersehen, dass selbst
an sich geringe Schwingungen in der Zugangsfunktion
dennoch bedeutende in der Gesamtheit auslosen kénnen.
l%s liegh aber nicht im Ziele unserer Untersuchungen,
diese Verhiiltnisse eingehender zu untersuchen ; auf einen
besonderen Umstand sei jedoeh hingewiesen.

[n der Darstellung (5) st stillschweigend  ange-
nommen worden, dass die Zuginge stets im gleichen
Alter mindestens x—a, Jahre lang geschahen, Mit an-
dern Worten haben wir von der Anfangsgencration
abgeschen oder betrachten den Bestand im Zeitpunkt
der vollen: Wirksamkeit.

[Bin anderer Fall wiire jedoeh der, dass eine Anfangs-
aeneration vorhanden war, und fir die Zukuntt das Zu-
cangsgesotz (iltigkeit haben soll. Bei diesen Annahmen
wird die Gesamtheit Schwankungen unterworfen sein,
die durch dag Aussterben der Anfangsgeneration hervor-
cerufen sind,  Die Darstellungen in den beiden sehon
genannten Arbeiten von Dr. riedls lassen die Schwin-
aungserscheinungen gegen den Beharrungszustand hin
deutlich erkennen,

ine letzte Modifikation wiire noch, die Grosse der
Gesamtheit zeitlich invariant zu lassen. Die Zugangs-
funktion ist dann einzig bestimmt durch die Ausscheide-
funktion.  Dieser Ifall ist eingehend von Prof. Moser
untersucht  worden, und  wir verweisen an  dieser
Stelle aut die entsprechenden Veroffentlichungen (21%,
20% 93%),
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Fiir unsere Betrachtungen wollen wir, wie erwihnt,
voraussetzen, dass die Zugangsfunktion keine Stérungen
aufweist, ebenso wird stets angenommen, dass die Ge-
samtheit im Zeitpunkt der vollen Wirksamkeit erfasst
wird.

g9,

Die Alterszusammensetzung. Die relative Altersstruktur.
Der Altersquotient. Die Zugangsrate.

Fiir viele versicherungstechnische Untersuchungen
ist von Bedeutung, die Alterszusammensetzung einer
Personengesamtheit zu kennen. Denn es kann fiir eine
soziale Versicherungskasse nicht gleichgiiltig sein, inner-
halb welcher Grenzen sich der Bestand der Rentner und
der Pramienpflichtigen entwickelt. So wird beispiels-
weise das starke Vorhandensein der hohern Alters-
klassen bei einer Pensionskasse die Auslagen an Renten
stark vergrossern miissen und ein entsprechend hoher
Fonds die Bedingung zu einer gedeihlichen Weiterent-
wicklung der Kasse sein.

Als Masgs fiv die Alterszusammensetzung fihren
wir zwel Begriffe ein:

Einmal die relative Altersstruktur. Sie ist definiert
durch das Verhéltnis: Zahl der xjihrigen dividiert durch
ganzen Bestand, und sei bezeichnet mit S!)

LY
PTe ®)
i)
Zweitens den dltersquotient. Dieser Ausdruck gibt

das zahlenmiissige Verhiltnis des Zugangs zu einem
bestimmten Jahrgang.

W=7 (9)

S0 —
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Fbenfalls wird der reziproke Altersquotient spiiter
eine Rolle spielen.

Die relative Altersstruktur wird anzuwenden sein,
um die Stirke der Besetzung eines ganz bestimmten
Jahrgangs in der Gesamtheit zu messen, wihrend der
Altersquotient Auskunft dariiber gibt, in welehem Ver-
hilltnis der Neuzugang zu irgendeinem Jahrgang der
Gesamtheit steht.

Spezielle Beachtung miissen wir dem Ausdruck
S% schenken. Sinngemiiss muss dabei die Gesamtheit
die Alter von z, an aufwiirts umfassen. Das Verhiltnis
des Zugangs zur Gesamtheit wird in grossem Masse er-
lauben, auf die fernere Entwicklung des Bestandes zu
schliessen. An dieser Stelle sei nur auf die Wichtigkeit
der Geburtenrate hingewiesen, deren rapides Sinken
in allen Lindern die Statistiker besonders beschiiftigt.
Wir werden aber sehen, wie sich auf CGrund unserer
Annahmen dieses scheinbar beiingstigende Fallen ganz
normal erkliren lisst.

In Anlehnung an den Ausdruck Geburtenrate wer-
den wir das Verhiltnis S{) die Zugangsrate nennen.
Unsere Definition weicht insofern von der gebriuchlichen
ab, als dass die neuen Illemente vorerst gar nicht in B (f‘:)

einzutreten brauchen, sondern nur B (J(’;) angehoren.

lapitel IL.
Die Bevdilkerung auf Grund der logisti-
schen Zugangsfunktion.
§ 1.
Die Zugangstunktion.

In der Hinleitung ist darauf hingewiesen worden,
wio es gelang, die zeitliche Veriinderung des Bevolke-
10
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rungsstandes mit guter Ubereinstimmung durch die
logistische Kurve darzustellen. In der schon zitierten
Abhandlung von Yule wurde fernerhin rein rechne-
risch gezeigt, wie dann Sterbe- und Geburtenrate in
Anniiherung ebenfalls einer logistischen Kurve folgen.
Fs muss daher interessieren, auch auf das CGeburten-
gesetz zuriickzuschliessen, oder wenn wir uns auf die
erwachsene Bevolkerung beschrinken, auf das (Gesetz,
nach dem der Neuzugang vor sich geht. Wir haben uns
aber entschlossen, den andern Weg zu gehen, iiber den
Zugang zum vorneherein zu verfiigen.

Wir nehmen nun an, die Zugangsfunktion ser die
logastische Funktion, wnd wir werden darauf die weitern
Berechnungen stellen.

Die Griinde zur Annahme der logistischen Kurve
als Zugangskurve sind die némlichen wie zur Annahme
als Wachstumskurve fiir eine ganze Bevoilkerung. Ks
ist undenkbar, dass der Zugang stets nach einem Hx-
ponentialgesetz vor sich geht, denn einmal muss ein
stationirer Zustand eintreten. Wir weisen an dieser
Stelle noch einmal darauf hin, dass wir auch hier die
logistische Kurve nicht als einzig mogliche und immer
giiltige Zugangskurve zu einer Gesamtheit ansehen,
sondern lediglich als Normalfall. Hs handelt sich um
eine Kurve, die zu keinen Absurdititen fithrt und von
einfacher Bauart ist.

Fir die Folge wird es gut sein, einige Begriffe
noch einmal zusammenzufassen. Wenn in Zukunft
von einer Bevolkerung die Rede ist, so ist stots eine Ge-
samtheit von erwachsenen Personen darunter verstanden.
Alle Zugiinge geschehen im gleichen Alter ,, das Aus-
gcheiden aus der Gesamtheit erfolgt einzig durch Tod.

Unserer Annahme zufolge ist die Zugangsfunktion
von der Form:



I
]./(t) — 'l
o ' (10)
1-+4e?
[ gibt die Frneuerungszahl an, gegen die Lg‘)) im Be-
harrungszustand hinstrebt. Wie vorher ist f identisch
mit der Abszisse des Inflexionspunktes. Durch die
Transformation 3 — ¢ —» —¢ verschicben wir den Ur-
: . 1 ,
sprung um die Strecke f. Durch die Setzung = 0
a
endlich wird (10) zu:
L
(t) . e '
L 1 1o (11)
Gemiigs  (7), bilden wir die Intensitit der Zu-
nahme o ()
I
g Lo
o(f)=68(1——— (12)
[

Bei grossem negativen ¢ kann I)ff.‘)’:l) vernach-
lissigt werden. Die Intensitiit o () 18t konstant und gleich
d. Durch ecinen analogen Infegrationsiibergang wie
in § 1 kann leicht nachgewiesen werden, dass die Zugangs-
funktion durch die Fxponentialfunktion dargestellt
ist, d. h.

lj(t) = K (3‘”.
Ly -

Damit gewinnen wir das Irgebnis: bei grossem
negativen ¢ lisst sich die logistische Kurve durch die
Fxponentiallinie angeniithert darstellen. Dieses Resultat
18t auch praktisch von Bedeutung: sefzt man nimlich
dio lobzto Beziehung in (5) ein, so lisst sich B (;f) be-
stimmen zu:

B () — B, . ¢" (13)
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und damit miisste die Gesamtheit selbst einer geo-
metrischen Progression gehorchen. Bei Annahme einer
logistischen Zugangsfunktion wird im Anfang die daraus
resultierende Bevoélkerungsgruppe einer geometrischen
Progression. gehorchen.

Ohne auf die mathematischen Figenschaften der
logistischen Kurve noch einmal einzugehen, sei jedoch
auf eine wichtige Higenschaft hingewiesen, die von
Dr. Friedli gefunden wurde. Durch Multiplikation mit
e’ transformiert sich (11) zu:

s L
la=ra (14

Bezeichnet man noch mit

fi () = ¢

0 heisst (14) auch:
Lgﬁ = f, (t) - fz (8).

Die Zugangsfunktion lisst sich in 2 unabhingige
Ordnungen spalten, wovon die eine einem Kxponential-
gesetz gehoreht, withrend die andere mit einer fallenden
logistischen Kurve iibereinstimmt. Die Ordnung f, (f)
hat als Merkmal die hindernisfreie Entwicklung, durch
die zweite Ordnung wird dieses Anwachsen gedimpft
und eine endliche Grenze eingehalten. Tigur 1 veran-
schaulicht den Verlauf der beiden Ordnungen.



Summe und Differenz, sowie Quotient und Produkt von
logistischen Funktionen.

Zur Entwicklung einiger Ausdriicke in den folgenden
§§ bediirfen wir mehrerer mathematischer Hilfssitze.

Vorerst muss untersucht werden, ob die Summe
zweier logistischer Funktionen wieder eine logistische
Funktion ergibt. Es seien deshalb

e e (15)
¥ 1 4 ¢ (B0
B
: (16)

/I D == 3 o : 720 & -
=3 + ¢’ (st
zwel beliebige logistische Hunktionen. Ausgenommen

Y — 1y, + Yy keine logistische unktion ergeben. Haben
aber beide Funktionen ungefihr gleichen Verlauf, so
wird die Summe angenithert wieder logistischen Cha-
rakter haben. s wird daher sein:
L
A R (17)

worin die Konstanten o, § und L, aus den beiden Kom-
ponentfunktionen zu bestimmen sind.

Die Amerikaner Pearl und Reed (24*) entwickelten
eine diesbeziigliche Methode, und die Frgebnisse seien
hier angefithrt. Durch Gleichsetzen der Momente dex
Komponentfunktionen und der resultierenden Funktion
fanden sie folgende 3 Gleichungen:
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L=0L, + L, l
L-f =1Ly + Ly - ﬁz (18)
a L=a}-Ly 3Ly (B, —8)* ay-Ly -8 Ly (ﬂz“‘“t”))zl
woraus sich der Reihe nach L, f, « = — bestimmen
lagsen.

Aus dem FErgebnis, dass die Summe von 2 (und da-
mit natiirlich auch von mehreren) logistischen Funk-
tionen in der Regel keine Funktion von genau gleichem
Typus mehr ist, geht unmittelbar hervor, dass auch die
Differenz keine logistische ergibt.

Fine fernere Untersuchung bezieht sich auf den
Quotienten zweier logistischer Iunktionen. Nachdem
man in (15)

By —t—> —t

ersetzt hat, folgt dass in (16)

Pk g~ iy oz o

anzunehmen ist. Mit der fernern Einschrinkung J,
dy = & lauten die beiden Beziehungen:

Ly

W= Ue)
L

Ha = 1} g0 6A (20)

Sodann zerlegt man gemiss (14) in die beiden Ord-
nungen f, (t) und f, ():

Iy
A

L3

Yp—¢
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e — =) . _ b
Yo = 1 4 A ’

woraus der Quotient

Yo Ly

777777 o .

- = _ 21
m L, 14 A (1)

1 _| et’t
B t

hervorgeht. Man kann sich nun leicht tiberzeugen, dass
die folgende Identitit gilt:

1 _}__ edt gf‘iﬂ —1
TqeEn Tt e
s0 dags (21) auch geschrieben werden kann als:
L
| (1— %)
__Q_IE- — I},z e % 3 Ll (22)
yl L]. 1 i B'S (ﬂ'_t)

Der erste Teil des Ausdruckes (22) ist zeitlich kon-
stant und sei mit 4, bezeichnet. Der zweite Teil ist
wieder eine logistische Funktion, die dem Grenzwert:

]

1 — e gustrebt. 23
P 1‘
n

Der Quotient zweter logistischer Funktionen, die in
iiberevnstommen, st wieder eine logistische Funktion, ver-
mehrt um eine Konstante.

Ya Ly o r ;
it s + = K+y®) (22a)

Ist B positiv, so wird auch 1 — ¢~ positiv, da o
stets grosser null vorausgesetat ist, und der Quotient
weist den folgenden Verlauf auf: von A, bel t = —
stergt die Kurve stetig und logistisch bis zu einem Maxi-
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mum L, : L;, das bei { = oo erreicht wird. Zur Zeit
t = f geht sie durch den Wendepunkt, wo sie eine Or-
dinate vom Betrage

L
_g_g__ (1 + e—‘m) aufweist.

Bei negativem 4 hingegen wiirde L, negativ; aber
(22) lasst sich auch schreiben als:

_.I.._‘l.?'ﬁ (e“‘sﬂ - 1)
y2 A Ll (24)
a“ A 1 - OBt
1

Damit wird das Maximum des logistischen Anteils wieder
positiv, nur fdllt jetzt die Kurve stetig und logistiseh von

L
Ay by ==
B L,
Nach unsern Setzungen war aber f = [, — ;.
Soll nun £ positiv sein, so muss f, >, oder mit andern
Worten, die Kurve y, kommt spiter in den Wende-
punkt. Umgekehrt bedeutet negatives f, dass o<~ f3,
oder dass ¥, spiter umwendet.
Aus (22a) geht unmittelbar hervor, dass

Yo— K+ yy =y, - ¥,

die linke Seite ist als Differenz zweier logistischer Funk-
tionen keine logistische Funktion. Also gilt: das Prodult
zweser logistischer Funktionen ist keine reine logistische
Funktion.

§ 3.
Die Bevolkerung.

Wir haben der Zugangsfunktion eine feste Gestalt
gegeben in der Form der logistischen Funktion und gehen
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nun daran, zu untersuchen, welchem Wachstumsgesetz
die Bevolkerung B (t’:) gehorchen muss. Aus (5) geht
nach Einsetzung von (11) die folgende Darstellung fiir
die Gesamtheit B hervor:

%g

i L

Ty

Durch die weitere Transformation f—t+x—zy —> —t-x
geht die obenstehende Formel iiber in:

Ly

BE) = [ 1 s e @)
2 1 4 g0t TR0

£y

f (%)

nun lisst sich ,_, p, mnach (6) ersetzen durch -7,
v f ()

80 dass:

g

B ;)= T f e (26)

Ty

Wir nehmen nun die folgende Umformung vor. Da fiir

die  Reihenentwicklung des Ausdruckes 1 ey zZwel

Entwicklungen gelten, je nachdem ¢<"1 oder q>1 18t,
folgt

1
= g =, 1
1+ ¢ g+ q —4 wo <
_l““"' =q —q°+ R S wo q > 1.

14 q
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Nun lisst sich der Integrand in (26) schreiben als:

1 1 1 gt
1+;3:” (t—=a) - l_l_'?—ﬁ (t—7) 1_{:_'é:.§ﬁ:;z-)"'

Nachdem man noch den Ausdruck in zwei Teile auflost
und die oben mitgeteilte erste Reihenentwicklung an-
wendet (wo ¢ = ¢ "), bestimmt sich die nach-
stehende Beziehung:

1 -] J (t—w e — ]. '-*I"- n (_ )”.e‘“nﬁ(tu )
"‘ ( ) I 3 (b 7) 2 [ & ’

- __.____1_____._ °°‘ n,—nd (t—x)
l— 1 + 6(5(8—1:] Z (— 1) 6 (a)

In Hinblick auf die spitern Untersuchungen haben
wir einen Parameter 7 eingefiihrt, iiber den wir weitor
hinten verfiigen werden. Es sei lediglich bemerkt, dass
7 von der Dimension einer Zeit ist.

Fiihrt man (@) in (26) ein, so gelangt man zu:

Bz} =
%y

L 1 3 00 N
=) ff (33) « Qi E(_l)n 6—)1dtferaei.1,' f ((B) dz |+

T f(a) 1+e

1 -4
L 1 S n N wg nox
by (g e [ @ a )
0 4
Abkiirzend bezeichne:
T, — f e f (2« da (28)

Zy



Dann ist:

L & L 1 2 R
flg) 14e (=) f(xg) 14 e -3 (¢—1) - (—1)".e w g

1 w_‘ 1\n —ndl
ey T 25 e @
0

Die Anwendung der Reihenentwicklung verlangt,
dags ¢ % 1 gei. Dieser Bedingung geniigen wir
mit ¢ - @, In bezug auf die Entwicklung (27) ist ferner
notwendig ¢ > x,, ansonst im Grenzfall n — oo der Inte-
grand an der obern Grenze divergieren wiirde.

Verwendet man hingegen die zweite Entwicklung,
so gelangt man nach verschiedenen Umformungen zu
der folgenden Bezichung:

l (,.ﬁr (“.1
—dw Z n o ndt—(n-t1) da
- - - — ~ < (‘5 . n h,#,l . e .
. ] (6 ’.it) l ) | e = (t*”l) } ( ) }
- 1 -
Y ==
e A "
L , - ”(__ ‘l)n . cnrﬁt—(n-}-l) S (3”)
T e 70 )2
0

Diese Entwicklung konvergiert fiir alle ¢ 2. Iin-
gesetzt n (26), ergibt sic uns einen zweiten Ausdruck
fiir B.

B (x.,) 1, e / o ) do -
2 ) = | [ e f(2) do +
- f(zg) 14 26 J
mj &y
! Z':( B 1)n . not /.(,(lzvkl) s f (:E) . dx F
1 2 )
L g X g

) B
e (1), g / e f () dp (31)

0 @y
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Zur Abkiirzung sei:

g
J; :/6~(7z+1) s f((l?) . dux.
Ly
Damit wird:
. L et’t . Jl; 1 e«‘t e
?) = — — e e JNR nét 7! .
Bla) = Fg 1170 " Flag 14e700 Z< 1" e T, +

L 966 ofj | ’
; (__q l)n . efndt . J'n (32)

NIRRT

Diese Entwicklung konvergiert fiir alle ¢ < @;.

Aus den Formeln (29) und (32) konnen wir tiber das
Wachstumsgesetz den folgenden Satz entnehmen:

Satz 1. Unter der Voraussetzung einer logistischen
Zugangsfunktion verfolgt die daraus resultierende Gesamt-
heit (Bevilkerung) an erster Anndiherung ebenfalls eine
logistische Kwrve. Dazu kommt noch ewme FEmtwicklung
von zewtlich nacht konstanten Hunktionen, die wm allge-
mewnen micht logistischer Natur sind.

Diese Entwicklung wollen wir Storungsfunktion
nennen, und wir bezeichnen sie mit ¢, (f) in (29) resp.
mit @, (f) in (32). Lediglich zur bessern Darstellung wer-
den wir den logistischen Anteil mit 9 resp. %? benennen.

O So

1 f (CU()) 1 ol ~0 {t—7)
T, eﬁt . J’

Y = —

flog) 1ot

Demnach koénnen (29) und (32) in die Form gebracht
werden :



(33)

Die Formeln (33) gestatten aber die Berechnung
der Gesamtheit nur zu Zeiten ¢ > z, und ¢t x,, nicht aber
wenn ,<_t<_ x,. Um gleichwohl fiir die dazwischenlie-
genden Zeiten die Moglichkeit der Berechnung zu er-
halten, gehen wir wie folgt vor. s sei B{if) 7 be-
stimmen zu einer Zeit t = &, wo x,< &< x,. Dann trennen
wir die Gesamtheit B in 2 Untergesamtheiten auf, wo-
von die eine alle Alter 2, bis &, die andere alle von & bis

zy umfasst. Also

B ) - 8()

Fiir die erste Gesamtheit ist aber =& > a, erfiillt, so
dass nach (29) gerechnet werden kann; fiir die zweite
gilt ¢ = &< a,, und die Bestimmung geschieht nach (32).
Dadurch ist die Berechnungsmoglichkeit iiber alle ¢
ermoglicht.

Iiir die Zukunft werden wir uns meistens nur noch
mit der Darstellung der Gesamtheit zu Zeiten ¢ >,
befagsen, da die Beziehungen (29) und (32) von analoger
Bauart sind. Fine Ausnahme davon bildet nur die Be-
stimmung der untern Grenzlage bei ¢ =

- 00,

§ 4.

Einfiihrung der unvollstindigen Gammafunktionen.
Einige Eigenschaften.

Bis dahin haben wir beziiglich der Uberlebens-
ordnung keinerlei Annahmen getroffen, und unser Satz
tiber das Wachstum der Gesamtheit gilt unabhingig
von der Ausscheidefunktion. Wir legten aber fest,
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dass alle die betrachteten Gesamtheiten nur erwachsene
Elemente umfassen sollen. Daher kann man sich f (z)
durch das Makehamsche Gesetz dargestellt denken.
Die Ungenauigkeit, mit der das zitierte Gesetz die Zahl
der jugendlichen Elemente wiedergibt, ist damit ausge-
schaltet.

Wenn wieder x das Alter angibt, so hat das Make-
hamsche Gesetz die Form:

f(@)=h-s-g¢"

wo h, s, g, ¢ vier Materialkonstante sind.
Fiir ein Integral J,, kann dann geschrieben werden:
g

J :hfe"““".s"ﬂgcw-dm.

n
@y
Durch den Ubergang zurExponentialfunktion finden
wir:
i 1

Ty
— (ln—« —nd)—c‘”- in—
J =h f g T\ de  (34)
Ty
Mit der Abkiirzung Zn% = A wird aus (34):
ﬂ.‘z 1 .
Tiy / P ) W,

&y

An Stelle der Variablen z fithren wir die neue Variable
w ein, gebunden mit & durch folgende Beziehungen:

A.c®=u

Imwu—Inl 1 du
r=— dr = —— —,
Inec Ine w



— 125 —-

T (2

(GGrenzen : ——
L | A% =X,

£L‘1 J.le - Xl

A 1
in——nd
. h [ — g (tru—in 2) —u _dq_'&
n e nc * .
Ine . U
X
Fndlich ge1 noch
1
In —-—mnd
’ ]
S
Inc
4{2
h _ 4
Iy =~ fe “oa L du (85)
A lne /
 §

Als Fulersches Integral TI. Art wird nun der Ausdruck

¥ e Pl = / et gy
0
bezeichnet (25%, 26%). Durch Trennung in 2 Integrale
fithren wir zwei neue Funktionen ein, die unvollstindigen
Grammafunktionen:

@

I'(k) = fe_“ b du /e"“ N du, x>0,
0 ®

Sie werden bezeichnet mit:

€T

P (x, k) :fe"“ T du

0
Q(m, k) Ef e k. du
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Offenbar muss dann gelten:
I'k)= P (z, k) + Q (z, k) (36a)

Das Integral (35) lisst sich dann in die beiden geschlosse-
nen Ausdriicke bringen:

h

J, = e (P (X k) — P (X, k) (37)
h
Jﬂ == ‘m (Q (Xla k) _Q (X2’ k)) (38)

Zur praktischen Berechnung wird die Beziehung
(87) die bessern Dienste leisten als (38). Denn entwickelt
man in der Definitionsgleichung (36) die Kixponential-
funktion in eine Reihe:

P(z,k) f ULy ’”lduﬁ[Z—l e du

und integriert gliedweise, so ergibt sich ohne weiteres
die folgende Reihenentwicklung:

32 71, R ZZ S' k &L 8 (39)
0

Fine andere Form, die von Legendre herrithrt, sei ohne
Beweis angegeben:

o0

mlc+s

Pl ) = ﬁg R D (). (ot O

Die letzte Entwicklung konvergiert in allen Punkten der
k-Ebene, ausgenommen in den negativen ganzzahligen
k, den Polen der Funktion.
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iir die @-I'unktion existiert ebenfalls eine Reihen-
entwicklung, die wir Hermite verdanken. Die Definitions-

gleichung der @)-Funktion lisst sich némlich auch
schreiben als:

oo oo atn-+1

Q(m,k)::/ -, 'um_Z] ey = ,,Q,, (41)

a 0 axtn

wo n alle ganzen nicht negativen Zahlen durchliuft.

Zur Auswertung eines Teilintegrals setzen wir:

z+n+2=u
dz = du
Grenzen: u 2
stn |0
z+n+1|1

1
k—1
— ,—le+n) . k—1 = o .

0

Dieser Ausdruck kann, nach Entwicklung der Po-

tenzfunktion in die Binomimalreihe, geschrieben werden
als:

d 1 1
o y—(+n) k—1 :‘ k—1 —_— —2, 8
Qn_e (a;+n,) Z‘( 3 ) (w_}‘n)s./.e 2.dz
0 0

P(l,s+1)

eingefithrt in (41):
w k Z ( ) o—(z+n), (:1: + n)k—s—l_ P (1’ §4 1) (43)
0

11
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Der Kiirze halber setzt man noch:

o0

Daet (o b= By () (44

0

und erhilt dadurch die Schlussformel:

o0

0 (z, k)-_—-E(k:l)-Rw (h—s)- P(1,5+1) (45)

0

Dureh partielle Integration von (36) oder besser noch
durch entsprechende Kombinationen der Beziehungen
(40) findet man, dass zwischen P (z, k) und P (z, k 4 1)
die folgende Relation gilt:

Pak+1)=k.P(x,k) —e®.a*  (46)

Unter Verwendung von (36a) ergibt sich die entsprechende
fiir die )-Funktion:

Q(z,k+ )=k .Q(a,k) e a*  (46a)

Fin weiterer, fiir unsere Zwecke benotigter Zusam-
menhang existiert zwischen der unvollstindigen Gamma-
funktion und den hypergeometrischen Reihen. Mit
Gauss definieren wir als hypergeometrische Reibhe den
Ausdruck:

a.b a(a+1)b(b-+1)

Fla,b, o a)—=1- : .
Gbon =1+ st e+ © 1

Darin sei @ als die Variable aufgefasst, wihrend die
Konstanten a, b, ¢, keine ganzen negativen Zahlen sein
sollen. Mit diesen Kinschrinkungen ist die Reihe un-
begrenzt und enthilt keine Glieder, die unendlich werden
konnten,

Aus (46) geht unmittelbar hervor, dass
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(k—1). P (2,k—1)= P (2, k) + ¢~ o=

— 8. g1 14 Am +s—+-... }
] k' k(k+1) o

Die Klammer ist nunaber eine spezielle hy pergeometrische
Reihe. Wird nimlich in der Definitionsgleichung lim a
=oo,b=1,¢=F und = 2:a, so reduziert sich
lim I (a, 1, k,--a) auf die Klammerfunktion. Daher

=00

folgt:
lim F (a, 1k _z) — (k—1). & 2" *. P (g, k —1) (47)

=00

An dieser Stelle sei iiberhaupt auf die Wichtigkeit
der unvollstindigen Gammafunktion in der Versiche-
rungsmathematik hingewiesen. Unter Voraussetzung
des Makehamschen Gesetzes lassen sich die kontinuier-
lich berechneten Rentenbarwerte und Reserven in ge-
schlossener Form durch die genannten Funktionen
darstellen (27%*).

§ 5.
Zusammenhang mit den hypergeometrischen Reihen.

Bei einschrinkenden Annahmen lisst sich die
Beziehung fiir B in eine Abhingigkeit von hypergeo-
metrischen Reihen umformen, deren einzelne Glieder
spezielle Figenschaften aufweisen.

Die Bezichung (29) lisst sich auch schreiben, wenn
die Summe von 0 bis oo genommen wird, als:

‘ L OSW 1 1
I I Y — q\n —ndt S _ k=
(wl) =T %( 1)". e 'J"(l P =t 1 +8¢5(6—r})
L ~\
e S | LR L A 48
o 21 (48)

n=0
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In der Bestimmungsgleichung fiir J,, Formel
(37), legen wir dem Parameter k, der in » variabel ist,
die folgende Beschrinkung auf. Iis sei:

d 1

e == 1’
Inc alne
it _l”%"
gomi
k= ,
Inc L
1
. . In—
abkiirzend sei noch s
me
also k=p+n (49)
Unter Verwendung von (37) geht sodann (48) tiber in:
L-h N e
B(2) = ) S P (X, p ) —
) = 7y s [ ANl

e ndt
Aﬂ_ P (Xlﬁ p + n) r

Die Summen in der Klammer sind analog gebaut, so

dass wir uns auf die Untersuchung der einen beschrinken
il
e

A

koénnen. Bezeichnet darin noch ¢ = , 80 kann sie

dargestellt werden durch:

S= (=" Plep+n  (50)

n=(0

In § 4 entwickelten wir jedoch eine Formel, wonach:

P(z,p—1)=¢". g1, =L, lim I (a, 1 —:E-)

p - =00



== [8] ==
Demnach ist auch:

P (3;, P+ 'n,) = ¢~ %. pPin, . 1 Jim I (a 1, p+mn+ iy ) (5])
PN oo

Nach Anwendung dieser Formel geht fiir S, nachdem man

noch vom konstanten Faktor ¢ . 2¥ vor der Summe
abgesehen hat und x - ¢ wieder ¢ nennt, die folgende Re-
lation hervor:

(—1) ,
S — me (lzlirjlf(ai’p—{—’rb—}—l——) (52)

Die letzte Summenformel gibt nun Anlass zu einer
interessanten Untersuchung auf dem Gebiete der hyper-
geometrischen  Reihen.  Greifen wir 3 aufeinander-
folgende Glieder ohne Riicksicht auf ihre Koeffizienten
heraus, z. B.:

x
F_,=1limF (a, 1, p+m—1, —a,_)

a=0c0

3 n 1 i 1
P =lm¥ (a, 1,p+m, a) (563)

a=00

Fo = }Iim F (a, Lp+m+41, 3)
80 erkennen wir sie als eine besondere Art der folgenden 3
hypergeometrischen Reihen:
F_,=F(abc—1,2)
I =F(a,b,e ) (53a)
F,,=F(abc+1 2)

Die einzelnen Funktionen in (53a) unterscheiden
gich in der Konstanten ¢ immer um die Einheit. Solche
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Funktionen werden mit Gauss (28*) als benachbarte
Funktionen bezeichnet. Fine benachbarte Funktion zu
F (a, b, ¢, ) wird daher von der I'orm sein:
F(&i],b_’!’_‘:[, G:t 15 m):
und man sieht, dass 6 solcher Moglichkeiten bestehen.
Durch Verinderung aller 3 Konstanten @, b und ¢
um je die Einheit gelangt man schliesslich zu einer Funk-

tion wie
F(a+1,b+m,c -+ n, ),

die wir ebenfalls mit Gauss als verwandte Funktionen
bezeichnen. Zwischen 8 solchen verwandten Funktionen
besteht nun eine identische lineare Beziehung:

A, F + A4y Fy + 43 .F3 =0,
wo die A4, rationale Funktionen von z sind. Beispiels-
weise gilt speziell:
(b—a) .F(a,B,o, z) +a Fla+1,b,¢,2) —b. F(a,b+1,¢ )
Ferner iiberzeugt man sich leicht, dass wenn
I = F'ia, b, 6. @) .

do ' b e LB, 41, 8)
dx c

d*F  a(a+1)b(b-+1)
do? ¢ (c-+1)

F(a+2b+92 ¢+ 2 ).

d:F
Daraus folgt, dass F, ﬁdf— und ——— ebenfalls ver-
dx dx?

wandte Funktionen sind, zwischen denen die bereits
nmitgeteilte lineare Identitit besteht, nimlich die hyper-
geometrische Differentialgleichung. Diese hypergeome-
trische Differentialgleichung ist nun von der Form:



d*F dF
und sie besitzt im Falle, dass lim @ = oo, das partikulire
Integral:

mu%ngg)zf.wﬂ.@mn,Pmc—n.

Wir verweisen an dieser Stelle ausser auf die Vor-
lesung von Klein auf Forsyth: Lehrbuch der Differential-
gleichungen, Braunschweig 1912, 8. 213 ff.

§ 6.
Die Storungsfunktion.

Die Ergebnisse in § 8 driingen zweierlei Iragen auf.,
Finmal lassen die Beziechungen (33) erkennen, dass die
Gesamtheit B zwei logistischen Gesetzen zu gehorchen
hat, denen je eine Storungsfunktion {iiberlagert ist.
Daher muss untersucht werden, inwiefern sich die beiden
I'unktionen unterscheiden.

Seinerzeit haben wir den Parameter = noch unbe-
stimmt eingefithrt. Indem wir nun die beiden Wachs-
tumsgesetze einander gleichsetzen, also ¥\ = oY), ge-
winnen wir eine Beziehung, woraus sich 7 bestimmen
lisst. Sollen die beiden logistischen Funktionen iiber-
einstimmen, so miissen sie den gleichen Grenzwerten
zustreben. Is muss also sein:

Jﬂ == edl . J(’)
Daraus 1st:
=y (ndy—bnJy). (54)

Zu bemerken ist allerdings noch, dass dem Wachstums-
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gesetz iy = 1, = 1, eine entsprechende Storungsfunktion
@, (1) resp. @, (1) tiberlagert ist.

Hs ist auch moglich, einen obern Grenzwert fiir die
Storungsfunktion anzugeben. Zu diesem Zwecke bilden
wir das Verhiltnis:

2(_1)1}.' oot Y s g8 (t—7) Z (—1)“- g1t an
@ (t) — ‘pl (t) - 1 0
YY) 7,

Wir untersuchen nun ¢ (f) bei t= z, +t (wo
t' > 0), wozu wir durch die Konvergenzbedingung ge-
zwungen sind. Sodann gehen wir daran, ¢ (f) eine Majo-
rante gegeniiberzustellen. Mit den oben angegebenen
Annahmen wird der Zihler:

oo Zy
e'mi;r:
_Z (—-*1)”+1' e—-ndt"/‘w . f ({B) B dCE _.I._
1 @y

ndz

oo @
- ! ¢
:l'“ B——&(a:g+£ r)Z (-——1)"- e—ndt f;ﬁ:;; . f (g;) - dax.
0

Ty

Da der Quotient e’*: ¢’*3 <1 ist, bilden die Integrale eine
abnehmende Reihe. Dividiert man noch durch J, und
bezeichnet mit M einen Wert grosser als der grosste
Wert, den der Quotient zweier solcher Integrale an-
nehmen kann, so lisst sich das allgemeine Glied der zu
@ (t) majoranten Reihenentwicklung & (t) schreiben als:

a, = (___I)n+1 . eﬂvz&t' .M 5 (_l)n . e—«) (wg+ti—7) e_._n,w' M.

Die majorante Reihe hat dann die Form:

D(t)=—M[e? —e® . ] et M. [1—e® ...
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oder auch:
7)) (t) = M [6-—65' _6—2&': s I (e---d(xg-—r)___ 1)

Die Klammer nimmt aber den Wert an:

Alammer = ']’77 - P' S T 1—":{;?3“ El
S0 d&SS

M (e_" (eg—7) ___ 1)
P () =— 1 T ol

Aus diesem Resultat gehen die folgenden Schliisse her-
vor:

a) die Storungsfunktion konvergiert, da das Verhiilt-
nis stets endlich bleibt;

b) ferner wird sich @ (f) der fallenden logistischen
Natur wegen rasch der Axe anschmiegen, noch
mehr muss das daher bei ¢ (f) der Fall sein;

¢) bel t = oo verschwindet die Storungsfunktion.

§ 7.

Der Altersquotient. Die relative Altersstruktur. Die
Zugangsrate.

Nachdem wir in § 2, Kapitel I, die nétigen Bezie-
hungen zur Messung der Verinderung der Alterszu-
sammensetzung in voller Allgemeingiiltigkeit aufgestellt
haben, werden wir sie nun auf unsere speziellen An-
nahmen hin anwenden.

In erster Linie sei der Altersquotient untersucht.
Nach Definition war er gegoben durch:

(1)

QU) - __13-'?0,__
S [
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Fiir die Funktionen LY und L substituieren wir die
Werte:

w_ L

A I

70 _ L @)
T 14 et f ()

Das gesuchte Verhiltnis ist aber nichts anderes als der
Quotient zweler logistischer Funktionen, die in ¢ iiber-
einstimmen. Durch die Setzung z —z,= —f und
t -+ f —» t transformieren sich die vorstehenden Glei-
chungen zu:

L
() s
L% _ 1+ e—-()(t—ﬂ)
L(e) _ L f (w)

T (e

woraus dann gemiiss (24) der Quotient bestimmt
ist zu:

o_ 1@y f(2) (55)
© o f(@) 1 4 ¥
oder f ((EO) (x—x,
(f) f(mo)_ 6 (a—zy) /() (ed | 1) (55a)
=T [ P

Fiir unsere Betrachtungen kommt einzig die Moglich-
keit « > @, in Frage, denn x < x, ist sinnlos. Die Kon-
stante f = @, — « ist demnach negativ. Vergleicht man
noch mit den Folgerungen, die wir aus (24) gezogen
haben, so lisst sich das folgende wichtige Resultat
festhalten:
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Satz I1. Der Altersquotient verfolgt eine abfallende

logistische  Kwrve. Von ewmer Hichstlage bei t = — oo m
Betrage von -f-(——[l)— e @ m) sinkt die Kurve bis auf die
f (@)

me f (xO) . . . . .

Thefstlage @) dre bev t = oo asymptotisch errercht wird.
Wiirde die Zugangsfunktion stindig den exponen-

tiellen Verlauf beibehalton, wie es bei t —= —oco der Fall

f ()

ist, so miisste der Altersquotient auf der Hohe o)
¢ ") yorharren. Auf den tiefern Sinn und die emi-
nente Bedeutung dieses Irgebnisses werden wir im
Angchluss an die Untersuchung der relativen Alters-
struktur eingehender eintreten.

Vorerst wird aber noch der reziproke Altersquotient

untersucht, der durch die Relation

I\
L o bestimmt ist.

W

Durch eine analoge 'Transformation wie vorher mit
f = a —a, findet man leicht:

L@y, T Gy =™
QY f(xy) 1 e

oder auch:

_f_(_ _)__ —0 (x- 2,)
—1 = f_(”!}) e—t) (x—a,) + f(il_q) [ e ]
Q(xt) f (xo) + e (x—zy—")

Da f# = & —x, fiir ein gogebenes Alter stets eine
positive Konstante ist, wird sich der Verlauf des rezi-
proken Altersquotienten durch den folgenden Satz
festlegen lassen:

(56)
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Satz 111, Von einem Minimum —;‘T(;)) e 0% steigt
0
der reziproke Altersquotient logistisch bis zueinem Mazimum
f (@)
f (%)
Die Definition der relativen Altersstruktur war nach
(8) wie folgt:

, das bei t = oo erreicht wird.

(t)
S — _LL_._
B(a)
Fir LY wie fiir B (:f) haben wir die gewonnenen Werte
einzusetzen: ‘
L“):_____li’__,,____,“ f(x)
¢ 1 4 g0 (tmata) f ()
B(;) =9 + o1 () - (57)
B(3) = 4 + 72 ()

Wir wissen aber, dass L) eine reine logistische
Kurve verfolgt und dass ebenfalls B in guter Annihe-
rung einer solchen gehorcht (zu bemerken ist noch, dass
die Zihler- und Nennerfunktion nach unsern Darstel-
lungen nicht immer auf den gleichen Zeitnullpunkt be-
zogen sind; eine Koordinatentransformation schafft
aber sofort Ubereinstimmung). Aus diesem Grunde
wird S als Quotient zweier (nahezu) logistischer
Funktionen wieder den Charakter einer logistischen
Funktion aufweisen miissen. Fir die Kenntnis dieses
Verlaufes ist vor allem massgebend, die Grenzlagen zu
kennen. Grundsitzlich hat SU logistischen Verlauf,
kommen dazu noch die Maximal- und Minimalstellen,
so kann S als geniigend bestimmt angesehen werden.
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Von einer relativen Altersstruktur zu reden hat nur
Sinn, wenn in der Gesamtheit das Alter 2 der Bedingung
x, < @ < m, gentgt. Ist das nicht der Fall, so gibt S
einfach das Stérkenverhiltnis eines Jahrganges zum
Bestande B

Aus (29) geht hervor, dass bei {= oo, B(;l) den

folgenden Grenzwert annimmt:

lim B( ) Lf J

i Ba) = e
ferner wird lim LY — Lg”) - f( )__ L,
e £ (w0)
80 dass S = f (a:) (58)
0
Fir t = — oo wiirde S(;) die unbestimmte Form g

annehmen; tiberdies miissen noch beide Kurven auf
den gleichen Nullpunkt bezogen werden. Seinerzeit
wurde bei der Bestimmung von B, —t+ o —u,
durch —¢ + « ersetzt, so dass fiir LY zu nehmen ist:

o L@

Frweitert man noch L mit ¢ und Formel (32) mit
¢, 80 kann im Grenzfall e 9" ¢ gegen ¢ %" + ¢
gekiirzt werden, so dass bleibt:

S& o) _ fyf') g (59)
0

Grundsiitzlich kann der Quotient zweier logistischer
Funktionen eine steigende oder fallende Funktion er-
geben. Die beiden Extremwerte geben daritber Aus-
kunft. Bei steigender Tendenz wird der Quotient:
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8&) J4
—® 51 gein, d. h, . -2>1.
S 7

Aus dieser Bedingung lisst sich die weitere ableiten:
1 ”
& e 5 (In Jy —1In J,) (60)

Satz IV. i alle Alter, die der Bedingung (60)
geniigen, wird die relatwe Altersstruktur eine stergende
Kurve belden, fiir alle andern hingegen eine fallende.

Ward einmal x = —(13~ (In Jy—1n Jy), so kehrt die relative

Altersstruktur auf den glevchen Ausgangswert zuriick.

Auf zeitliche Konstanz darf im letzten Fall nicht
geschlossen werden, denn die wire nur da, wenn L
wie B eine iibereinstimmende reine logistische Kurve
verfolgen wiirde.

Die Bedingung (60) lisst indessen ein sehr wichtiges
Resultat erkennen. Nehmen wir nimlich 2 = =z, so
ist ja S¥ als Zugangsrate definiert. Die numerischo
Rechnung wird nun bestitigen, dass die Zugangsrate
durch eine fallende logistische Kurve dargestellt sein
wird.

Identifizieren wir noch die Zugangsrate mit der
Geburtenrate und die Gesamtheit B(;;’) mit der Gresamt-
bevolkerung, so kann aus (60) die folgende Bedingung ge-
funden und der nachstehende Satz ausgesprochen
werden:

1
0 < (In Jy —1In Jy).
Satz V. Unter der Voraussetzung einer logistischen

Geburtenkurve sinkt die Geburtenrate nach eimer ange-
néiherten logistischen Kurve.



— 141 —

Diese Erkenntnis ergibt sich ohne weiteres aus unsern
bisherigen Ableitungen. I8 gelang uns nachzuweisen,
dass unter Annahme einer logistischen Zugangsfunktion
ebenfalls die Bevolkerung in Anniéherung einem logi-
stischen Gesetze gehorcht, eine Tatsache, die durch Be-
obachtung fiir verschiedene Bevilkerungen nachgewiesen
wurde. Ferner ist die fallende Geburtenrate eine mathe-
matisch bewiecsene Folge unserer Annahmen, und sie
ist ebenfalls durch die Beobachtung erhirtet.

Anders gestalten sich, wie bereits bemerkt, die Ver-
hillbnisse fir ein Alter > —;— (In Jy—In J;). In diesem
Falle steigt die S -Kurve, oder mit andern Worten,
pro Element der Gesamtheit ist im Laufe der Zeit eine
stets anwachsende Anzahl dieser speziellen Elemente
zu registrieren. Analogen Verlauf nimmt auch der rezi-
proke Altersquotient, der uns das Verhiiltnis der Stirke
eines hohern Jahrganges zum Neuzugang angibt. Zu-
sammengefasst heisst das, dass die Bevolkerung stetig
altert.

An dieser Stelle sei nun noch ein Vergleich mit dem
geometrischen Wachstum gezogen. Wie schon mehrmals

gesagt, gelten hier die Verhiltnisse bei ¢ = — oo, Kine
Zusammenstollung ergibt die folgenden Resultate:
0 — LACT
’ f ()
_J‘_ — f (w)i e—r) (z—2,)
QW f ()
Yy w —f) ~ .
S0 e g 1)
Jo 0

Alle 4 Verhiiltnisse sind zeitlicho Konstante, was beson-
ders bei dem letzten durch die Beobachtung keineswegs
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bestitigt ist. Ebensowenig ist die Alterszusammen-
setzung konstant, wenn auch die Abweichungen fiir ge-
wisse Alter gering sein kénnen.

An dieser Stelle sei endlich noch eine Bemerkung
iiber die Sterberate angefithrt. Mit voller Absicht haben
wir big jetzt davon abgesehen, auch hieriiber mathe-
matische Formeln abzuleiten, einzig aus dem Grunde,
unsere Betrachtungen nicht allzusehr durch eine Doppel-
gpurigkeit zu belasten.

Ausgehend von der Zahl der aus dem Bestande
B(Zf) Ausscheidenden (der Einfachheit halber einzig
durch Tod), die gegeben ist durch den Ausdruck:

Z9
1
oy [ B @) -y da

kann durch eine zur Ableitung von § 8 analoge Um-
formung der angenéhert logistische Verlauf nachgewiesen
werden. Als Sterberate definiert man nun den Quo-
tienten: Zahl der Sterbenden dividiert durch Bestand.
(Wiirde man an Stelle der Sterbenden die iiberhaupt
Ausscheidenden nehmen, so wiire dadurch die Aus-
scheiderate definiert.) Der Quotient der beiden Funk-
tionen ist wieder logistischer Natur; wir begniigen uns
deshalb, die Grenzlagen festzulegen. Ferner sei der Be-
stand ausgedehnt auf die gesamte Bevilkerung.

Im Beharrungszustande ist die Zahl der Sterbenden
gegeben durch die Krneuerungszahl I (wonn I die Ge-
burtenzahl angibt), wihrend die Bevélkerung den Wert

B (%)= —f‘I(IO—) ff (2) + de annimmt.,



Bezeichnet noch 7 die Sterberate, so ist demnach

0)
T(oc) — f ( ”
JG (61)
Um die Ableitung bei ¢ = —o< zu vereinfachen, approxi-

mieren wir dort den logistischen Verlauf durch den geo-
metrischen, (Im Grenzfall ¢ = —co wird das Resultat
genau.) Die Geburtenzahl sei dargestellt durch:

I = I . e,

demnach wird I =K., f@)
1 / 0)
K.otf K. et
und B(®°) = —— e f(g)eda = O T
©=70 . o

analog dazu ist die Zahl der Sterbenden dargestellt
durch:

K . 6()!'- / . K. eot .,
e 8% F ) o B, e = ;
O A TORG

50 dass: =) — % (62)

s bliebe noch zu zeigen, dass die Sterberate stei-
gende Tendenz hat. Wir verzichten jedoch auf einen
umstiindlichen analytischen Beweis, sondern stiitzen uns
auf die erwiesene Tatsache, dass mit zunehmender Zeit
die relative Altersstruktur aller eine grosse Sterblichkeit
aufweisender Jahrgiinge zunimmt. Mit andern Worten,
der Bestand altert, und daher wird auch die Sterberate
zunehmen miissen.

Theoretisch liesse sich auch eine fallendo Sterberate
denken. Nimmt man an Stelle der ganzen Bevilkerung

12
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bloss die Gesamtheit, die das Siuglingsalter und die
frithesten Kindesalter umfasst, so ist gezeigt worden,
dass deren relative Altersstruktur abnimms. Der Anteil
der jiingsten Elemente, die erwiesenermassen eine grossere
Sterblichkeit aufweisen, nimmt mit der Zeit ab, und da-
her ist in diesem Teilbestand eine abnehmende Sterbe-
rate sehr wohl moglich.

Klar geht jedoch hervor, dass die Sterberate nicht
als Masszahl zur Sterblichkeitsmesgung ohne weiteres
verwendet werden darf. Bei Voraussetzung einer kon-
stanten Sterblichkeit st die Sterberate keineswegs kon-
stant, und infolgedessen kann durch sie die Lebensver-
besserung nur unvollkommen dargestellt werden.

Kapitel IIL

Anwendung auf Sozialversicherungs-
kassen.

§ 1.
Die Kasse.

Im vorhergehenden Kapitel sind die Methoden ent-
wickelt worden, die gestatten, die Verinderung der
Bevolkerungszahl sowie ihrer Zusammensetzung mathe-
matisch zu erfassen. In diesem Kapitel sollen die
Krgebnisse auf einen ganz bestimmten Fall ange-
wandt werden.

In einer erwachsenen Bevilkerung, deren Zugang
wir als logistische Iunktion erkannt haben, wird die
Altersversicherung eingefithrt. Mit dem Eintritt im Alter
2, beginnt die Pramienptlicht, die andauert bis zum Alter
z. Von da an hat jedes Mitglied Anrecht auf eine lebens-
lingliche Altersrente, die wir der Kinfachheit halber
gleich 7 annehmen. '
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Ber der Berechnung der Primien haben wir grund-
sitzlich zu unterscheiden zwischen Individualprimien
und Durchschnittspriimien. Da ein einheitliches 1lin-
trittsalter und Bezugsalter vorausgesetzt sind, werden
zum vornherein allo Primien cinander gleich. Dabei
15t selbstverstiindlich von einer Anfangsgeneration ab-
gesehen worden.

Der Mitgliederbestand wird zusammengesetzt sein
aus dem Bestand der Primienzahler B (]) und dem
Bestand der Rentner B (). Die Grosse L speziell
gibt die Zahl der neu rentenbercchtigt gewordenen Ele-
mente an. Uber die Alterszusammensetzung ist bereits
im vorigen Kapitel das Notige gesagt worden, und so
werden wir uns auf die Bestimmung der Primien be-
gchriinken konnen.,

§ 2.
Die Finanzsysteme.

Von grundsiitzlicher Bedeutung zur Primienbe-
stimmung wird die angewandte Deckungsmethode sein.
Fs sind vor allem 2 Systeme, die einander gegeniiber-
stehen:

a) das Umlageverfahren;
b) die Methode der Anwartschaftsdeckung durch

Primien.

Die zweite Methode soi vorweggenommen. Als
Prinzip gilt hier: Leistung gleich Gegenleistung. Alles,
was der Versicherte im Laufe der Zeit an Primien ent-
richtet, wird ithm in Form einer Altersrente zuriickge-
geben. Mit andern Worten ist der Barwert der Primien-
zahlungen gleichzugetzen dem Barwert der Altersrente.
g bezeichne nun P diese Priimie, dann ist bei konti-
nuierlicher Zahlungsweise der Barwert der Primien-
zahlungen gegeben durch:
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" z—moa'

P -
Anderseits ist der Barwert der Rente dargestellt durch
sy | &, 50 dass sich P bestimmt zu:
a
P:z__‘w_nlmmn 63
o (69)

| 2—my "y

Die Bestimmung der beiden Barwerte ist unab-
hingig von der Entwicklung der Bevolkerung, sie ist
einzig Funktion der Zins- und Sterblichkeitsverhiltnisse.
Einleitend legten wir diese jedoch als konstant fest,
ebenso wird ein fester Zinsfuss angenommen. Infolge
dieser Annahmen wird auch die Primie P als zeitlich
konstant anzusehen gein.

Dieser streng versicherungstechnischen Berech-
nungsart steht nun das Umlageverfahren gegeniiber.
Einmal ist das reine Umlageverfahren zu nennen. Simt-
liche Auslagen an Renten fiir die Alten werden umgelegt
auf den Bestand der Priimienpflichtigen. Der Quotient
Rentnerbestand dividiert durch Bestand der Prémien-
zahler gibt somit die Pridmie fiir die Rente I. Der
Rentnerbestand ist gegeben durch B (), die Gesamt-
heit der Priimienpflichtigen durch B (}). Nennt man
noch ; P! die reine Umlagepriimie, so ist:

() B (?__)_.

1P B(%) (64)
Zishler und Nenner sind Funktionen der Zeit und haben
in Annéherung logistischen Verlauf. Daher wird auch die
Durchschnittspriimie keine zeitliche Konstante sein
und wieder ungefithr einem steigenden logistischen Geo-
setze gehorchen miissen. HKs gelingt leicht, das Maxi-
mum und das Minimum zu bestimmen.
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und B () = f(x) « dg = —r d, 4
f (J?O) -/ ( f (-’EO) 0 ( 0)
Jo ()
Daher 1st PRl 20 64
aher 18 i Py 7y ) (64a)
Bei t = —oo kann wie folgt vorgegangen werden. Die

Priimie ist der Quotient zweier Formen wie (32), wobei
sich 1 + ¢ ") wegkiirat. Beim Grenziibergang ver-
schwinden die beiden Storungsfunktionen, und es bleibt:

Jo (3
P = 2 8 | (64)

o
Auf eine zu Beginn gemachte Finschrinkung
muss hier noch aufmerksam gemacht werden. Jedo
Umlageprimie sollte zu Beginn den Wert 0 annchmen,
denn bei der Eroffoung der Kasse sind noch keine
Rentner vorhanden. Wir haben jedoch unsere Betrach-
tungen auf die Zeit der vollen Wirksamkeit beschriinkt,

und daher rithrt die untere Grenze (64b).

Beim reinen Umlageverfahren sind alle Zinsein-
fliisso ausgeschaltet, und naturgemiss muss die so be-
rechnete Primie hoher ausfallen als die Priimie des
Anwartschaftsdeckungsverfahrens.

Anmerkung: Unter «Umlagepriimier verstehen wir den pro

Kopf der Primienzahler berechneten Beitrag an die gesamten
Kosten der Versicherung.
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Die Formel (64b) ergibt auch, wie bereits mehrmals
erwithnt, die Verhiltnisse beim geometrischen Wachs-
tum. Wiirde demnach die Bevilkerung geometrisch an-
wachsen, so wiire die Umlageprimie vom Zeitpunkt der
vollen Wirksamkeit hinweg konstant und von der Grosse,
wie sie (64b) angibt. Wir hatten dieses fiir die Theorie
so wichtige Resultat bereits in der Finleibung vorweg-
genommen. Hier erkennen wir aber, dass dieser Wert
nur die untere Grenzlage darstellt, von wo aus ein stetiges
Ansteigen bis zum Beharrungszustand erfolgt. s
liegt in der Natur der Sache, dass bei Froffnung einer
Kasse gerne dem Umlageverfahren der Vorzug gegeben
wird. Immer muss aber im Laufe der Zeit die Umlage-
primie die andere Priimie iiberholen. Man sollte nun
glauben, dass sobald die Anfangsgeneration ausge-
storben ist, stabile Verhiiltnisse eintreten sollten. Dies
18t aber nur der Iall, wenn die Frneuerung in geome-
trischer Progression verliuft, eine Annahme, die wir
ablehnten. Bei unsern Annahmen wiichst die Umlage-
priimie stetig bis ¢ = oco. Diese Zunahme ist einzig durch
die Umschichtung der Bevilkerung bedingt.

Als Abart des reinen Umlageverfahrens muss die
Umlage der mneuen Rentenkapitalien genannt werden.
An Stelle der jithrlichen Rentenauslagen werden die Baz-
werte aller neuen Renten fiir einen tibergetretenen Jahr-
gang auf den Bestand der Primienzahler umgelegt.

Dieser Barwert nimmt nun den Wert an L. a,_,
wo &, der Barwert der Altexsrente ist und I die Zahl
der neu rentenberechtigt gew‘ordeneri Elemente angibt.
Bezeichnet noch , P! diese Priimie, so ist

L. a, )

AL e o

2= 4 B(z)

o

o P wird ebenfalls einen logistischen Verlauf nehmen. Von



-a, (65a)

steigt die Primie an big

WP =1 g (65b)

Die steigende Tendenz geht ebenfalls aus den Fr-
gebnissen der relativen Altersstruktur hervor, denn ab-
gesehen vom Faktor a, ist (65) nichts anderes als die
relative Altersstrultur, bezogen auf den Bestand B (5).
Dabei wird z den Bedingungen (60) zu geniigen haben.

[s ist ersichtlich, dass oP'® kleiner sein wird als
(P05 forner kann beziiglich des Anfangswertes die
gleiche Bemerkung gemacht werden wie vorher.

Fine letzte Art endlich ist die Umlage der mewuen
Rentenkapitalien awf die Neueingetretenen. Fiir ein neu-
cingetretonos Mitglied ist demnach die Primie zeit-
lebens konstant. Der Barwert der Leistungen wird ge-
geben sein durch:

(), g
LY. a,
denen der Barwert der Priimienzahlungen

2Pl LG - g u B

| 2wy,

gegeniibersteht. Die Priimie 4P wird daher:

70 a
o PP = '“‘(zt)“ —— (9)
an | z—xoa‘&'o

Der erste Faktor ist nichts anderes als der rezi-
proke Altersquotient. Wir erkannten aber den rein
logistischen Verlauf dieser Girosse und konnen leicht die
beiden Extremwerte aufstellen.



o P = = (66a)

3 P = fe _ 2 (66b)

f (wt]) |z—-—a:ua‘;vo

Uber die Zweckmiissigkeit dieses Systems verweisen

wir auf das folgende Kapitel.
Man iiberzeugt sich leicht, dass die folgende Be-

ziehung besteht:

7 A

also ergibt sich bei Vergleich von (63) und (66b) fiir den
Beharrungszustand die Gleichung:

P = 3}‘)(] ¥ ,UZ—Z.,.

Vor Frreichen des Beharrungszustandes gilt all-
gemein :
P9 > B > P > P (67)

Kapitel IV.
Schematisches Beispiel.

§ 1.
Die Grundiagen. Die Zugangsfunktion. Der Stand der
Bevidlkerung. Die Alterszusammensetzung.

Nachdem wir in den frithern Kapiteln die Vorgiinge
bei der Entwicklung einer Bevilkerung mathematisch
erfagst haben, werden wir anhand eines schematischen
Beispieles auch die zahlenmissigen Zusammenhiinge
zur Darstellung bringen.

In Anlehnung an die Berechnungen von Yule nehmen
wir in der Zugangsfunktion ¢ = 50 an, d. h. é = 0.02.
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Fernerhin soll I gegen die obere Grenze 10 000 hin
tendieren. Um die Berechnungen zu vereinfachen,
verschieben wir den Zeitnullpunkt um 8 — x, Zeitein-
heiten (FKinheit = 1 Jahr). Somit wird die Zugangs-
funktion gegeben sein durch den Ausdruck, wenn noch
x, = 20 angenommen ist:

I — ,,WA£9}H¥1,A__ (68)
20 1 o e—002(t—20)

Zar Berechnung der Anzahl der z- Jihrigen inirgend-
einem Zeitpunkt ¢ bediirfen wir der Uberloebenswahr-
scheinlichkeiten. Wir haben unseren Berechnungen
die Tafel S.M. 1920/21, 4 %, (29%), zugrunde gelegt.
Die genannte Tafel ist fiir die in Betracht fallenden Alter
nach Makeham ausgeglichen.

Die Berechnungsergebnisse werden nachstehend
nur auszugswelise mitgeteilt.

Anhand der Tabelle 1 und der graphischen Dar-
stellung 2 konnen wir uns iiber den zeitlichen Verlauf
der L orientieren.

Tabelle 1. Anzahl der a-jihrigen Elemente zur Zeit ¢.

At — 100 — 50| 0 50 | 100 | oo

20 832 1978 4013 6457 8320 | 10000
30 662 1609 3393 5733 7682 0576
40 516 1278 2792 4953 6923 9009
50 385 968 2183 4058 5934 8117
60 258 656 1523 2962 4539 6578
65 194 498 1171 2326 3652 5466
70 133 343 815 1654 2661 4122
80 37 95 231 488 824 1377

90 2 6 14 31 54 99
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Aus der graphischen Darstellung 2 ist ohne weiteres
zu erkennen, dass die Wendepunkte der einzelnen Kurven
je um die betreffende Altersdifferenz verschoben sind.

Durch entsprechende Summation erhalten wir
leicht die Bestinde der Rentner, Primienzahler sowie
auch die gesamte erwachsene Bevolkerung. In der fol-
genden Tabelle sind die Werte fiir die Stichtermine daz-
gestellt. Hbenfalls gibt die Darstellung 8 den Verlaut
wieder.

Tabelle 2. Entwicklung der Bestinde der Rentner
B (3), Primienzahler B (3)) und der gesamten er-
wachsenen Bevilkerung B (55). Annahme z = 65.

B |—100| —50 0 50 100 oo

B (5] 24 348| 60 096| 131 065 | 223 678 | 328 441 | 443 450
B (38)] 22 480 55 278 119 571 | 200224 | 290 408 | 383 687
I B (g)| 1868 4818 11494| 23454 | 38033 | 59763

Die Zeichnung lisst erkennen, dass die drei Bestéinde
mit grosserer oder geringerer Genauigkeit eine logistische
Kurve verfolgen. Die Genauigkeit nimmt zu, je weniger
Jahrginge die Gesamtheit umfasst. Die Rechnung deckt
gich mit den mathematischen Ergebnissen in Kapitel I1.

Die bisherigen Angaben geben wohl den zahlen-
miissigen Umfang der Bestéinde wieder, nicht aber den
innern Aufbau. Zur Messung der Altersstruktur naben
wir seinerzeit den Altersquotienten und die relative
Altersstruktur eingefithrt. In unsern Berechnungen
haben wir diese Grossen immer auf die erwachsene Be-
volkerung (z > 20) bezogen, und wir geben in der nach-
folgenden Tabelle 3 die Werte wieder.
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Tabelle 3. a) Der Altersquotient.

S| —oeo | —100f —50| o0 50 | 100 | oo

20 1.000 | 1.000| 1.000| 1.000| 1.000| 1.000| 1.000
25 1128 | 1119 | 1.106 | 1.085 | 1.059| 1.038| 1.020
30 1276 1.256 1 1.229| 1.183| 1.126] 1.083| 1.044
35 1448 | 1417 1375 1.298| 1.206| 1.136| 1.073
40 1.656 | 1.611 ] 1.548] 1.437| 1.304| 1.202| 1.110]
45 1912 1.850| 1.763| 1.611| 1.425| 1.287| 1.160
50 2.225| 2159 2.043 | 1.838( 1.591 | 1.402| 1.232
55 2703 | 2.590| 2.433 | 2,156 | 1.825| 1.571| 1.342
60 38984 1 8.229( 3.015| 2.635| 2.180 | 1.833| 1.520
65 4.502| 4278 3.972 3427 2776 | 2.2738| 1.828
70 6.597| 6.249| 5767 | 4.924| 3.904| 3,127| 2.427
75 | 11.23 |10.61 9.744 | 8.223 | 6.387 | 4.991 | 3.731
80 | 24.11 [2272 [20.82 |[17.37 [13.23 |10.10 | 7.246 i

Aus der Tabelle 18t zu ersehen, wie im Laufe der
Zeit auf ein Element eines bestimmten Jahrgangs

b) Der reziproke Altersquotient.

NG| e [—100) —B0 | 0 50 | 100 | oo

U 20 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 |
25 1 0.885 | 0.894 | 0.904 | 0.922 | 0.945 | 0,963 | 0.980
30 10784 | 0.796 | 0.813 | 0.846 | 0.888 | 0.923 | 0.958
35 1 0.690 | 0.706 | 0.728 | 0.770 | 0.829 | 0.880 | 0.932
40 | 0.604 | 0.621 | 0.646 | 0.696 | 0.767 | 0.832 | 0.901
I 45 1 0523 | 0.540 | 0.567 | 0.621 | 0.702 | 0.777 | 0.862

50 1 0.445 | 0461 | 0.489 | 0.544 | 0.627 | 0.713 | 0.812
55 [ 0.370 | 0.386 | 0.411 | 0.464 | 0.548 | 0.637 | 0.745
60 | 0.296 | 0.310 | 0.332 | 0.380 | 0.459 | 0.546 | 0.658
65 [ 0.222 | 0.234 | 0.252 | 0.292 | 0.360 | 0.439 | 0.547
| 70 10152 | 0.160 | 0.173 | 0.203 | 0.256 | 0.320 | 0.412
75 1 0.089 | 0.094 | 0.103 | 0.122 | 0.157 | 0.200 | 0.268
L 80 [ 0.041 | 0.044 | 0.048 | 0.058 | 0.076 | 0.099 | 0.138
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immer weniger neue Mitglieder eintreten. Das Iallen
st uwm so ausgeprigter, je dltere Jahrginge betrachtet
werden.

Die Rechnungsergebnisse decken sich mit der friither
entwickelten Theorie: Auf ein Flement des Zugangs
kommt eine stets zunehmende Anzahl eines hohern
Jahrgangs zu stehen. Kommen beispielsweise beim
geometrischen Wachstum 0.222 65-Jihrige auf ein neu-
eingetretenes Mitglied, so steigt diese Zahl auf 0.547 im
Beharrungszustand, also auf mehr als das Doppelte.

¢) Die relative Altersstruktur in /,: 100 S,

NG| —ee | —100] —50| 0 | B0 | 100 | oo

20 3.578 | 3.416 | 3.291 | 3.062 | 2.887 | 2.533 | 2.255
25 3.172 | 3.053 | 2.975 | 2.822 | 2,727 | 2.439 | 2.210
30 2.805 | 2.719 | 2.677 | 2.589 | 2.563 | 2.339 | 2.159
35 2470 | 2410 | 2.395 | 2.359 | 2.398 | 2.230 | 2.101
40 2.161 | 2,121 | 2,127 | 2.130 | 2.214 | 2.108 | 2.031

43 1.980 | 1.952 | 1.970 | 1.994 | 2.101 | 2,027 | 1.982

45 1.871 | 1.846 | 1.867 | 1.901 | 2,025 | 1.969 | 1.944
o0 1.594 | 1.581 | 1.611 | 1.666 | 1.814 | 1.807 | 1.830
| 55 1.324 | 1.319 | 1.353 | 1.420 | 1.682 | 1.613 | 1.680
60 1.067 | 1.058 | 1.092 | 1.162 | 1.324 | 1.882 | 1.483
65 0.795 | 0.798 | 0.829 | 0.893 | 1.040 | 1.112 | 1.233
70 0.542 | 0.547 | 0.571 | 0.622 | 0.739 | 0.810 | 0.929
75 0.319 | 0.322 | 0.838 | 0.372 | 0.452 | 0.508 | 0.604
80 0.148 | 0.150 | 0.158 | 0.176 | 0.218 | 0.251 | 0.810

Die Auswertung der Bedingung (60) ergibt fiir 2
den Wert « = 43.08. Bis zu diesem Alter sinkt die rela-
tive Altersstruktur, um dann fiir die héhern Alter wieder
anzusteigen. Die Rechnungsergebnisse ergeben aber
auch, dags fiir die Alter =20 bis z =50 die SY-



— 155

Kurve nicht rein logistisch ist, ebenso weist S{) nicht
eine konstante Hohe auf, obschon die Tendenz hierzu
unverkennbar ist. Der Grund liegt in der nicht rein
logigtischen Natur der Wachstumskurve der Bevolkerung.

Mit grosser Deutlichkeit geht jedoch die fallende
Tendenz der Zugangsrate hervor, ein Resultat, das sich
mit den Frgebnissen in der frither genannten Abhand-
lung von Yule deckt. Dem gogeniiber steht die stark
ansteigendo S{)-Kurve, die mit den Kurven der andern
Alter auf eine starke Umschichtung im Altersaufbau
hinweist.

Um diese Umsehichtung besser zu erkennen, haben
wir die in Tabelle 1 mitgeteilten Zahlwerte auf die An-
fangszahl 10 000 gebracht und geben die Resultate in
der nachstehenden Tabelle wieder. Die Darstellung 5
zeigh in deutlicher Weise, wie gegen den Beharrungs-
zustand hin die éltern Altersklassen sehr stark vertreten
sind.

Tabelle 4. Schematische Altersverteilung, Personen.

Aﬂ s G | s JOO | o0 0 50 100 oo

20 110000 | 10000 | 10000 | 10000 | 10000 | 10000 | 10000
30 7840 | 7958 | 8135 | 8455 | 8880 | 9234 | 9576
40 6040 | 6207 | 6462 [ 6958 | 7672 | 8321 | 9009
50 4445 | 4626 | 4894 | 5440 | 6286 | 7133 | 8117
60 2956 3096 | 3317 | 3795 | 4588 | 5456 | 6578
70 1516 1600 | 1734 | 2031 | 2562 | 3199 | 4122
80 415 440 480 576 756 990 | 1377
90 24 25 30 35 48 65 09

§ 2.

Die Priamien.
Auf Grund unserer im 8. Kapitel entwickelten
Formeln konnen die Primien fiir die verschiedenen 1i-
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nanzsysteme ermittelt werden. Als Bezugsalter haben
wir z = 65 angenommen, die Primienpflicht beginnt
beim Kintritt im Alter x, = 20. Die Rente betrage
Fr. 100.

In einer Tabelle stellen wir die verschiedenen Prii-
mien einander gegeniiber.

Tabelle 5. Primien, berechnet nach:

P : Anwartschaftsdeckung durch Préimien.

1P,: Reines Umlageverfahren.,

o P,: Umlage der neuen Rentenkapitalien auf den Be-
stand der Priamienzahler.

3P ,: Umlage der neuen Rentenkapitalien auf die Neu-
eingetretenen,

a4

S| —oo|—100—50| 0 50 | 100 | oo

P 4.086 | 4.086| 4.086| 4.086| 4.086| 4.086| 4.086
I 1Py | 7611 | 8310 8716 9.613 | 11.714 | 13.096 | 15.576
aPy | 7335 | 7378 7.685| 8350 9.911]10.729 | 12.156
l sP4 | 9.701 | 10.226 | 11.012 | 12.760 | 15.732 | 19.184 | 23.904

Wie zu erwarten war, ist die nach der Methode der
Anwartschaftsdeckung durch Primien bestimmte jihr-
liche Zahlung die niedrigste, weil die Zinseinfliisse am
grossten sind. Die einbezahlten Primien liegen an Zins,
bis die gleiche Generation zum Bezug kommyt,.

Unter den iibrigen nimmt 5P, eine Sonderstellung
ein, sie iiberholt sechon von Anfang an die Durchschnitts-
primie betrichtlich. Bei der Umlage der Rentenkapi-
talien auf den Neuzugang sind wohl auch Zinseinfliisse
vorhanden, aber sie sind entgogengesetzter Natur.
Der Bestand der Rentner kann lingst ausgestorben sein,
aber die Priimien fliessen immer noch. Diese Tatsache
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18t gleichbedeutend mit einer Amortisation, die Barwerte
der Altersrente werden von den Primienpflichtigen wiih-
rend ihrer Aktivzeit getilgt, und daher lisst sich das
iberaus starke Anwachsen erkliven. Fiir die Praxis
schliesst sich dieges Verfahren natiirlich von selbst aus.

Auch die reine Umlageprimie weist eine rapide Stei-
gerung auf: von 7.611 beim geometrischen Wachstum
steigt sie auf 15.576 im Beharrungszustand, also auf
mehr als das Doppelte.

In einem Uberblick iiber die Untersuchungen wollen
wir kurz die hauptsichlichsten Irgebnisse zusammen-
stellen:  Setzt man eine logistische Zugangsfunktion
voraus, so lisst sich das Wachstumsgesetz der daraus
resultierenden Bevolkerung in Anndherung ebenfalls
durch eine logistische Funktion darstellen. In der Alters-
zusammensetzung erkennt man die stets zunehmende
Alterung, die rvelative Altersstruktur als entsprechende
Masszahl ist logistisecher Natur. Spezell ist es moglich,
einen Jahrgang mathematisch zu bestimmen, dessen
relative Altersstruktur bestrebt ist, auf konstanter Hohe
zu verharren. Fernerhin kann gezeigt werden, dass die
(teburtenrate durch eine angeniherte logistische Kurve
approximiert werden kann.

Als den fiir die Praxis wertvollsten Teil unserer
Untersuchungen betrachten wir die Frgebnisse tiber die
Alterszusammensetzung der Bevilkerung. Wie wichtig
die Priifung derartiger Zusammenhinge fir die Sozial-
versicherung ist, erkennen wir aus dem Motiven-
bericht des ecidgendssischen Volkswirtschaftsdeparte-
ments vom August 1928, in welchem mit Recht bei
der Finanzierung der Alters- und Hinterbliebenen-
versicherung der zu erwartenden Umschichtung in der
schweizerischen Bevilkerung gebiihrend Rechnung ge-
tragen wurde.
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Graphische Darstellungen.

Verlau? der logistischen Funktion.  Darstellung 1
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Entwicklung der Besténde.

Da,rstellung 3.
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Die relative Altersstruktur.
Darstellung 4.
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Schematische Altersverteilung.
Darstellung 5.
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Pramien.

Darstellung 6.
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