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Die Sterblichkeit anormaler Risiken beim
Zusammenwirken mehrerer Minderwertigkeifs-
- ursachen.

Von Dr. Emil Goring, Koln.

a) Die Zusammensetzung von Absterbeordnungen durch
Addition von Sterblichkeitsintensititen.

Die Zusammensetzung von Absterbeordnungen, wie
sie. Herr Dr. W. I'riedli, Bern — in seinem Aufsatz:
«Intensititsfunktion und  Zivilstand»  (Mitteilungen
schweizerischer Versicherungsmathematiker, 21. Heft
1926) —, und Herr Dr. Hang Wyss, Bern — in seinem
Aufsatz: «Die  Krebssterblichkeit in  der Schweiz»
(22. Heft 1927 derselben Zeitschrift) —, behandelt haben,
ligst sich u. a. fiir die Untersuchung der Sterblichkeit
anormaler Risiken beim Zusammenwirken mehrerer
Minderwertigkeitsursachen anwenden.

Die dem anormalen Risiko entsprechende Sterb-
lichkeit werde fiir jedes Lebensalter y durch die Sterb-
lichkeitsintensitit ‘u.:; gemessen.  Auf das anormale
Risiko sollen zuniichst die Sterblichkeitsursachen des
normalen Risikos einwirken, diese wiirden die Sterblich-
keitsintensitiit u, ergeben. Dann sollen mehrere Minder-
wertigkeitsursachen vorliegen, deren Anzahl wir der Fin-
fachheit halber auf zwei beschriinken wollen. Der ersten
derselben entspreche eine zusiitzliche Sterblichkeits-
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intensitiit p{) und der zweiten eine zusiitzliche Intensi-
téb fuf).

Den  Ausfithrungen der beiden genannten Auf-
sittze entsprechend addieren sich dann die Intensititen
der verschiedenen zusammenwirkenden Sterblichkeits-
ursachen; es ist also

(1) ‘u; =, + /J,L” + ;cglz}.

Der Intensitit ‘u; o1 zugeordnet die Zahl der Leben-
den I, und die einjihrige Sterbenswahrscheinlichkeit
q,» den Intensititen g, u{? und % die analogen Girossen
Ly 4,5 87 ¢l und 1, ¢®. Dann folgt nach den auf-
getiihrten Aufsitzen aus Gleichung 1:

(2) L=l I und
(3) 1—q, = (1—q,) (1—q") (1—gi™.

Die Konstante ¢ in Gleichung (2) hingt vom Werte l;u
ab, wo ¥y, das Anfangsalter bedeutet. Man kann selbst-
verstindlich Z;o stets so bestimmen, dass ¢ = 1 wird.
Iis 1st dann einfach

(2a) 1; =1, lgll) Z.SJZ)‘

Wenn weiter auf ein anormales Risiko ausser den
Sterblichkeitsursachen des normalen Risikog mit der
Intensitéit g, nur die erste der vorhin angefiihrten
Minderwertigkeitsursachen mit der zusitzlichen Intensi-
it ,ug,” einwirkt, so ergebe sich die Sterblichkeitsintensi-
tiib ,c.:;, und wenn an Stelle der ersten die zweite dieser
Minderwertigkeitsursachen einwirkt, die Sterblichkeits-

intensitit ;czl; dann ergibt sich analog
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(4) lu’![j = juy _l" ‘Ltgl) und ‘U,LI = ‘uy + !LS‘?).

Entsprechen den Intensititen ,uy und ,u ! die einjihrigen
Sterbenswahrscheinlichkeiten ¢, und q” dann ist weiter

(5) 1—q, = (1—q,) (1—q\") und 1—q}' = (1—q,) (1—¢?)
oder

2 -

(50) q;=q, + ¢\ —q, ¢ und q;' = ¢, + ¢ — q, ¢2.

Die I'rage, ob und wie weit die Gleichungen (4)
und (1), resp. die Gleichungen (5) und (3) miteinander
bestehen, d. h. ob die Zusatzsterblichkeiten, die sich
infolge der beiden betrachteten Minderwertigkeits-
ursachen einstellen, unabhiingig voneinander auf das
anormale Risiko einwirken, konnte mit Sicherheit nur
durch schwierig durchzufithrende statistische Unter-
suchungen, die von versicherungsiirztlicher Seite iiber-
wacht sind, gelost werden. [s ist aber anzunehmen, dass
diese Unabhiingigkeit nur in erster Anniherung und bei
kleinen Zusatzsterblichkeiten vorhanden sein wird (vgl.
die folgenden Ausfithrungen). Wir wollen jedoch vor-
liufig voraussetzen, dass die besagten Gleichungen zu-
sammen anwendbar sind, und eliminieren aus den
Gleichungen (1) und (4) die Grossen u{" und pl?, resp.
aus den Gleichungen (3) und (5) die (uosson q“) und
(;), da nicht diese Gréssen, sondern gy und ul', resp.
q, und qy durch Beobachtung und anschliessender
Berechnung zu ermitteln sind. Wir erhalten so

(6) //6; = MII, “t- ,wl[,I — Uy und
() 1—q, = Q?ﬁ@llfﬂfj)_
Y l_qy

13
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b) Gebrduchliche Art der Bestimmung der Sterblichkeit
beim Zusammenwirken mehrerer Minderwertigkeits-
ursachen.,

Bis jetzt wird beim Zusammenwirken mehrerer
Minderwertigkeitsursachen nach dem gebriiuchlichen
System der Behandlung anormaler Risiken angenommen,
dags die den verschiedenen Minderwertigkeitsursachen
entsprechenden Ubersterblichkeiten sich addieren, wobei
die Sterblichkeiten durch die einjihrigen Sterbenswahr-
scheinlichkeiten gemessen werden, d. h. es wird an Stelle
der beiden Gleichungen (6) und (7) die folgende ange-
wandt:

(8) *(I,, =g, ((I?I, — qy) + (q},I e qy) oder

*

(8a) 0, =q, + g — g,

Hier tritt als einjihrige Sterbenswahrscheinlichkeit
des anormalen Risikos mit den beiden anfangs einge-
fithrten Minderwertigkeitsursachen die durch die Glei-
chung (8) resp. (8 a) geﬂebene Grésse g, an die Stello von
q;. Die Werte qy, qy und ¢, seien die im Vomgo Ab-
schmtte eingefithrten Grossen; die Differenzen qy—-gy und
qy —q,» durch die jetzt die den beiden Minderwertigkeits-
ursachen entsprechenden Ubersterblichkeiten gemessen
werden, konnen jedoch nicht mit den Werten qy) und
qf) des vorigen Abschnittes {ibereinstimmen, wie die
Gleichungen (5a) zeigen. Vergleicht man den Wert
"q, mit dem Werte gy, so erhiilt man als Diffevenzbetrag

. . ' (1—q;) (1—q;)
¢—qy = (1—q) — (1—¢q,) = ‘f L —
i qy

— [1_@;_(11”1 -+ _qy] oder

*
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1 11
v (94, (g,—q,)
(9) (Iy“‘"Qy o ( Y tll Y Y .

_.__qy

'.Da nach.den (leichungen (5a) 1 > gy und q;jl > q,
ist, was sich auch aus der Art dieser Grossen ergibt, so
folgt aus Gleichung (9):

(10) Uy > Gy

Entsprechen den einjihrigen Sterbenswahrscheinlich-
keiten g, fiir allo Alter y die Sterblichkeitsintensititen
* . 9 N * .

tyy Wie die Grossen g, und g, einander entsprechen, so
folgt aus Gleichung (10) auch

(11) “thy = iy

soweit wir annehmen diirfen, dass grissern einjihrigen
Sterbenswahrscheinlichkeiten auch grissere Sterblich-
keitsintensititen entsprechen.

Wasg saght nun diese Beziehung (11) iiber die Zu-
ligsigkeit, fiir die Zusammensetzung der Sterblichkeiten
die Formel (8), resp. (8a) an Stelle der Formeln (6) und
(7) anzuwenden ?

Fig 18t zu vermuten, dass die zusitzliche Intensitit
/.cf’, die der zweiten Minderwertigkeitsursache entspricht,
grosser sein wird, wenn sie in Formel (1) zur schon
erhohten Sterblichkeitsintensitiit (s, -+ ") hinzukommt,
als wenn sie in der zweiten Iormel (4) der Intensitiit sz,
der normalen Sterblichkeit zugefiigt wird. Deshalb wird
die faktisch eintretende Sterblichkeitsintensitiit beim
Vorliegen von zwei Minderwertigkeitsursachen hoher
als der durch die Formel (1) berechnete Wert /,c; sein,
wenn die Werte g und 2 beim Vorliegen von nur je
einer dieser Minderwertigkeitsursachen bestimmt sind.
Iis ist also nmach Gleichung (11) moglich, dass die In-
tensitit ‘g, der wirklich vorhandenen Sterblichkeits-
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intensitiit besser entspricht als die Intensitit u,. Bei
der Ungenauigkeit, mit der man bis auf weiteres bei der
Sterblichkeitsmessung anormaler Risiken zu rechnen hat,
ist es iibrigens gleichgiiltig, ob man in der Praxis mit den
Werten g, und q, oder mit den Worten “u, und ‘g,
operiert, d. h. ob man die Zusammensetzung der Sterb-
lichkeiten nach den Formeln (6) und (7) oder nach der
T'ormel (8), resp. (8a) vornimmt,.

¢) Gebrauchliches Verfahren der Sterblichkeitsbestim-
mung bei anormalen Risiken,

Dieses gebriiuchliche Verfahren ist big jetzt im all-
gemeinen folgendes: Hg wird angenommen, dass durch
das Hinzutreten von Minderwertigkeitsursachen die
einjihrige Sterbenswahrscheinlichkeit 'qv fiiv die ver-
schiedenen Lebensalter y proportional zur Sterbens-
wahrscheinlichkeit ¢, des normalen Risiko anwiichst, also

Qy = (1 4 f) Qy"

wo der «Ubersterblichkeitsfaktor» f nur von den vor-
handenen Minderwertigkeitsursachen, aber nicht vom
Lebensalter % abhingt.

Fs seien wieder zwei Minderwertigkeitsursachen vor-
handen, von denen jede ohne die andere, aber eingchliess-
lich der Sterblichkeitsursachen fiir das normale Risiko
eine der Sterbenswahrscheinlichkeiten

(13) gy = (1 + 1) q, und ;" = (1 + fy) q,

bewirkt. Wie man sieht, entstehen die Gleichungen
(13) aus der Gleichung (12), wenn man dem Uber-
sterblichkeitstaktor f die besondern Werte f, und f,
erteilt. Dann wird angenommen, dass die Sterblichkeiten
nach dem vorhergehenden Abschnitt zusammengesetzt

*®

(12)
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werden, d. h. dass die Gleichung (8) resp. (8a) besteht,
was bei der Voraussetzung der Gleichungen (12) und
(13) moglich 1st. Durch Finsetzen der Werte (12) und
(13) in die Gleichung (8) erhilt man dann zur Bestim-
mung des Wertes [ folgende Gleichung:

(14) f=Hh+fa

Wenn also mehrere Minderwertigkeitsursachen mib
den Ubersterblichkeitsfaktoren f,, f, ... vorhanden
sind, so lisst sich der Ubersterblichkeitsfaktor f des vor-
legenden anormalen Risikos bestimmen durch die Be-
ziehung

(14a) f=h+f+...

Die tiir dieses anormale Risiko in Frage kommende
Sterbetafel 1st dann fiir alle y durch die nach Gleichung
(12) gerechneten Sterbenswahrscheinlichkeiten "¢, voll-
gtindig bestimmt.

Hiir jede auf ein anormales Risiko abzuschliessende
Versicherung wird in der Regel zunichst die Alters-
erhohung bestimmt, d. h. die Zahl der Jahre, um welche
dag Beitrittsalter des Versicherten erhoht werden
miisste, damit fiir die in Frage kommende Versicherung
auf Grund der Sterbetafel fiir das normale Risiko die-
selbe Priimie heraugkommt wie fiir dag wirkliche Bei-
trittsalter auf Grund der fiir dag anormale Risiko be-
rechneten Sterbetafel. Daber stellt sich heraus, dass die
Alterserhshung nicht nur vom Ubersterblichkeitsfaltor f
und von der gewiihlten Sterbetafel fiir dag normale
Rigiko, sondern auch vom Beitrittsalter des Versicherten
und von der gewithlten Versicherungsart, vor allem aber
auch von der gewiihlten Versicherungsdauer abhiingt.
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d) Wann ldsst sich die Ubersterblichkeit anormaler

Risiken durch eine vom Lebensalter und den besondern

Daten der Versicherung unabhingigen Alterserhohung
ausdriicken? I, Folge.

Wir wollen nun untersuchen, unter welchen Um-
stinden man die fiir ein anormales Risiko in I'rage
kommende Alterserh6hung nur aus den vorhandenen
Minderwertigkeitsursachen (in Verbindung mit der dem
normalen Rigiko zugrunde liegenden Sterbetafel) unab-
hinglg von den besondern Daten der Versicherung
(Beitrittsalter, Versicherungsart und Versicherungs-
dauer) bestimmen kann.

Wir nehmen vorliufig wieder an, dass fiir die Zu-
sammensetzung der Sterblichkeiten die Gleichung (6)

py =ty + oyt — oy = gy + (o — ) + (' — )

(additive Zusammensetzung der Sterblichkeitsintensi-
titen) und die daraus folgende Gleichung (7) masgs-
gebend sind.

Damit die Alterserhohung von den genannten
Daten der Versicherung unabhiingig ist, muss sie fii
jedes Lebensalter y unabhingig von demselben gelten;
d. h. bezeichnen wir die Alterserhéhung, die dem
anormalen Risiko mit der Sterblichkeitsintensitit g,
entspricht, mit w, und die Alterserhohungen, die zu den
Intensitiiten u, und ' gehoren, mit z und w, so ist

* | S 1S
(15) ty = Uy rap Hy = Byts und By == g

wo die Alterserhohungen w, z und w vom Lebensalter ¥
unabhiingig sind.

Die Werte (15) in die Gleichung (6) eingesetat,
ergibt

(16) Hyto = Hypy T Bytn — My
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In dieser Gleichung, aus der die Alterserhéhung w
bestimmt werden kann, hingt diese Alterserhohung
wohl von den Alterserhohungen z und 1w, aber nicht
vom Lebensalter ¢ ab. Wir nehmen noch an, dass o
nach z und w einmal und g nach dem jeweiligen Argu-
ment (y + w, y + 2 ete.) zweimal differenzierbar ist.

Die Gleichung (16) entweder nach z oder nach w
differenziert, ergibt

, A w ,

(17) Pk ™ o T Myt resp.
’ ow /

(18) Myt T Myt wr

Weiter differenziere man die erhaltenen Gleichungen
(17) und (18) nach y; dann erhilt man, da , z und
w von y unabhiingig sind,

-1 (S ()] "
(19) lyvo " 5, = Myt und
) I fs ) "
" =
(20) rra 3o =l

Dividiert man nun die Gleichung (19) durch die Glei-
chung (17) und die Gleichung (20) durch die Gleichung
(18), so erhilt man

" "

"
(21) /”‘?f‘*‘(/) o L.‘_lf,y:hdz- . n”y-{-w

! / !
r“’y+m /‘l'y-f-z ﬂy+w
Alle diese Quotienten miissen einer Konstanten ¢ gleich

sein, weil z und w, also auch y + z und y + w von-
einander unabhiingig sind. Ilg ist also fiir jedes Alter x

"
o

He

(22)

,_Zc’
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wo ¢ gegeniiber dem Alter x eine Konstante ist. Be-
kanntlich ist nun die Gleichung (22) die Differential-
gleichung des Makehamschen Sterblichkeitsgesetzes.
Doch wollen wir die entsprechende Ableitung kurz
geben: Aus Gleichung (22) folgt

dp,

!

I

und durch Integration

=cdo

lgu,=cax+lg(be), wo ly (be)
die Integrationskonstante ist. Hieraus ist
po=bce
und nach nochmaliger Integration
(23) fog =0 + b e,

wo a die zweite Integrationskongtante ist. Wie man sieht,
stellt die Formel (23) das Makeham’sche Sterblichkeits-
gesetz dar, welches also die notwendige Bedingung fiir
die hier gestellten Forderungen ist. Diese sind im
wesentlichen in den Gleichungen (6) und (15) zusammen-
gefasst, aus welchen die Gleichung (16) folgt. Die
Forderungen betreffs die Differenzierbarkeit der Grogsen
w und p sind erfiillt, sobald es sich um analytische
Tunktionen handelt, mit denen allein solche Rechnungen
durchzufithren sind.

Die Gleichung (23) ist aber nicht nur die notwendige,
sondern auch die hinreichende Bedingung dafiir, dass die
Gleichung (16) und damit das gleichzeitige Bestehen der
(ileichungen (6) und (15) moglich ist. Denn setzt man
die Werte g, der Gleichung (23) nacheinander fiir
T =Y+, z=1y-+zund = y+win die Gleichung (16)
ein, so ergibt sich
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a1 betWHe) — g} het W | g | het WY g petV oder
(24) ()C « — 002 -|_ CC w o 1

Die Grosse o hingt also von z und 1w, aber nicht von
y ab, was fiir das Bestehen der Gleichung (16) voraus-
gesetzt wurde. Im iibrigen hiingt nach (24) die Alters-
erhohung o nur noch von der Konstanten ¢ der Make-
hamschen Formel (23) ab.

e) Neuer Vorschlag fiir die Bestimmung der Sterblichkeit
beim Zusammenwirken mehrerer Minderwertigkeits-
ursachen.

Bei den Betrachtungen des vorigen Abschnittes
haben wir angenommen, dags die Zusammensetzung der
Sterblichkeit des anormalen Risikos nach der Glei-
chung (6)

,u; = ‘u,I, -+ ‘M}JI il
orfolgt, welche analog, allerdings nicht gleich gebaut
st wie die Gleichung (Sa)

o LI
Ty — Ay + Ty — yp

welche auch aus den Gleichungen (12), (13) und (14) des
Abschnittes ¢ folgt. Diese Gleichungen, nach welchen
bis jetzt in der Regel die Sterblichkeit anormaler Risiken
bestimmt wird, wollen wir in diesem Abschnitt etwas
niher betrachten, um einen neuen Vorschlag fiir die
Bestimmung der Sterblichkeit beim Zusammenwirken
mehrerer Minderwertigkeitsursachen zu entwickeln.

Setzt man die Werte (13) in die Gleichung (Sa)
ein, so ergibt sich

*qy = (1 as f[ + fz) 1y oder
(25) *qu - qll; + 124y
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Die Gleichung (25) sagt aus, dags, wenn zu einer
schon vorhandenen Minderwertigkeitsursache eine weitere
hinzukommt, die Sterbenswahrscheinlichkeit um die
Grosse

(25 [t) *qy o q; = fZ gy

steigt. Dieses Zusatzglied ish proportional zu q,, wiichst
also entsprechend, wenn die Sterblichkeit des normalen
Risikos infolge Zunahme des ILebensalters i steigt.
Hingegen ist das Zusatzglied f, g, vom Wert des durch
die erste Minderwertigkeitsursache bedingten Uber-
sterblichkeitsfaktors f, unabhingig.

Will man dieses unterschiedliche Verhalten der durch
die zweite Minderwertigkeitsursache bewirkten Sterblich-
keitszunahme (gemessen durch f,q,) gegeniiber der
Erhohung der Sterblichkeit infolge Alberszunahme einer-
seits und infolge einer Hoherbewertung des Sterblichkeits-
faktors f, anderseits vermeiden, so ist es wohl dag am
niichsten liegende, die Gleichung (25) durch die folgende
zu ersetzen:

*k

qy = []3[, + fa q,‘, oder
(26) “g,= (1 +1J g

Der so gebildete Wert “'g, tritt an die Stelle der
Sterbenswahrscheinlichkeit 1'qy : die Differenz

Hofe

(260) a4 — =t

ist nunmehr nicht zu ¢, sondern zu q![/, also zu dor vor
Hinzutreten der zweiten Minderwertigkeitsursache vor-
handenen Sterbengwahrscheinlichkeit proportional.

Die Gleichungen (14) und (14¢) sind auf Grund
dieses neuen Vorschlages zu ersetzen durch

(27) L+ =1+ f) (L +f) resp.
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(27a) 14+f=0+fH) A+ ] ...
und die Gleichung (12) durch
(28) “qy = (1 . *f) qy’

wo der Wert ‘f an Stelle des durch die Gleichung (14),
resp. (14a) bestimmten Faktors f tritt.

Damit bei der angegebenen Begtimmung der Sterb-
lichkeit des anormalen Risikos die Addition wieder an
die Stelle der Multiplikation treten kann, setze man

(29) Ij()g (1 [»- fl) = {1 l,lnd ].Jog (1 *% f2) = o

ferner
(30) Log (1 + f) =y,

dann folgt aus (27), resp. (27a)

(31) = ¢y + gy resp.
(31a) o I=ht gt
und aus Gleichung (28) folgt

Y i e " B % - "
(32) Log "q, =g + Logq,, Woraus

rk

(32a) q, = (, - Numerus ¢.

Wenn also an Stelle der fy, f,, ... die nach Formel
(29) zu ermittelnden Konstanten ¢, ¢, ... fiir die
einzelnen Minderwertigkeitsursachen vornotiert sind,
kann auch nach der hier vorgeschlagenen Methode die
Sterblichkeit fiir ein anormales Risiko durch Angabe des
nach Iormel (31a) ermittelten Kongtanten ¢ auf die
einfachste Weise gekennzeichnet werden. Nach den
(tleichungen (32) und (32a) kann dann fiir jeden Wort
der Konstanten ¢ die zugehorige Sterbetafel ermittelt
werden, welche Rechnung nur fiir eine beschriinkte
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Anzahl der Werte ¢ durchzufithren wiire, withrend die
notwendigen Daten der Sterbetafel fiir die iibrigen
Werte ¢ durch Interpolation mit geniigender Genauigkeit
bestimmt werden koénnten.

Durch Vergleichung der Formeln (27) und (28) mit
den Formeln (14) und (12) ergibt sich noch

(33) **Qy> *Qy'
Im Hinblick auf die spéitern Betrachtungen wollen

wir die Gleichungen (29) und (30) dureh soleche von etwas
anderer Form ersetzen, nimlich durch

B WO L) —=sguly (L +f) —sg  und
ly(1+"fH=sgy,

wo unter ly der natiirliche Logarithmus verstanden
werden soll und s eine willkiirliche, den Magsstab von ¢
bestimmende Konstante bedeutet, dann tritt an Stelle
von (32a) die Gleichung

(35)
(35a) Yq, = q, + (¢ —1) g, folgt.

o =q e woraus I
g, = q,¢", woraus noch

f) Darstellung der Sterblichkeitsintensitdt als Funktion
eines durch die Minderwertigkeitsursachen bestimmten
Parameters.

Wir gehen nun wieder iiber zur Rechnung mit
Sterblichkeitsintensititen und nehmen an, dass jede durch
irgendeinen Komplex von Minderwertigkeitsursachen
bedingte Sterblichkeit eines anormalen Risikos durch die
Sterblichkeitsintensitit p, , ausdriickbar ist, wo y das
Lebensalter und « einen von den vorhandenen Minder-
wertigkeitsursachen  bestimmten Parameter (Uber-
sterblichkeitsmags) bedeutet.
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Der Parameter verindere sich durch Addition, wenn
mehrere Minderwertigkeitsursachen zusammentreffen;
d. h. bedeute g, , die Sterblichkeitsintensitit, welche
eintritt, wenn neben der normalen Sterblichkeit die eine
Minderwertigkeitsursache allein wirkt, und thy, 3 die
Sterblichkeitsintensitit, wenn diese Minderwertigkeits-
ursache durch eine zweite allein wirkende ersetzt ist,
so ist die Sterblichkeitsintensitiit, die eintritt, wenn
neben der normalen Sterblichkeit die beiden angefiihrten
Minderwertigkeitsursachen zusammen auf das Risiko ein-
wirken, gegeben dureh u, .., Die Sterblichkeits-
intensitiit des normalen Risikos sei ferner gegeben durch

(36) y, 0 = Hye

Nach der am Anfange dieses Aufsatzes eingefiihrten
Bezeichnungen ist dann

(37) ‘u; =, , und r“z[;[ =y, p ferner
¢ s
(37a) My == Moy, atpr

Unter der Annahme, dass die Gleichung (6) wieder
nlt, folgt nun aus derselben
v o}

(38) By, at-p = Py a + uy, g My

Diese Gleichung liefert nun eine einfache Darstellung
der Funktion g, ,. Wenn man nimlich die Gleichung
(38) das eine Mal nach a und das andere Mal nach f3
differenziert, so folgt

(39) oy abp = My o = My, 5 = (y),  worin das
Ableitungs-Zeichen * sich jeweilen nur auf die zweite
Variable der Funktion g bezieht. v (y) ist eine von den
Parametern « und g unabhingige willkiirliche Funktion
von 7. Durch Integration und Beriicksichtigung der
(ileichung (36) ergeben sich die Beziehungen
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(40) tuy,a = :uu +a. L4 (y) und
(40 a) By, 5=ty + By (Y), ferner
(41) By, arp =ty + (@ + B) - w (1)

Wie man swht, erfilllen diese Werte die Glei-
chung (38).

Die Gleichung (40) ist nun analog gebaut wie die
Gleichung (12), die sich schreiben lisst in der Form

*{Zy ={, + f * Gy

Diese Gleichung haben wir im Abschnitt e durch
eine Formel ersetzt, der wir zuletzt die I'orm (354)

Y4, = q, + (¢"—1) q, gegeben haben,

wo also der Ubersterblichkeitsfaktor f ersetzt ist durch
die F'unktion (e—1) des Parameters g, der analog wie
f durch Addition der Einzelparameter ¢y, ¢,, . . . erhalten
wird.

In Gleichung (40) wollen wir nun in entgprechender
Weise den Faktor a durch die Tunktion (e —1)
ersetzen, wo der Parameter a nicht mehr denselben
Wert besitzen muss wie in  Gleichung (40). Dann
erhalten wir

(42) Ju’y, (73 = r“y l_ ( 3“ ]') [/} (y)'

Diegsen Ausdruck ergetzen wir schliesslich in der
folgenden Betrachtung durch einen solehen, der sowohl
die Formel (40) wie auch die Formel (42) als Sonderfille
einschliesst, nimlich durch
(43) Hy, o =ty + @ (@) - (),

wo @ (a) eine Funktion des Paramecters « ist. Wegen

des Bestehens der Gleichung (36) ist noch
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(44) @ (0) = 0.

Setzt man ¢ (a) = @, so geht Formel (43) in (40)
iiber, und setzt man ¢ (a) = (¢**— 1), so geht Formel
(43) in (42) tiber.

Nach Formel (48) ist die Ubersterblichkeit (u,, ,—u,)
einerseits proportional zu emer Funktion des Para-
meters e und anderseits proportional zu einer andern
Funktion des Lebensalters .

Nun wollen wir die Untersuchung des Abschnittes d
fortsetzen und dabei die Annahme, dags die Gleichung
(6) gilt, ersetzen durch die Annahme, dass die Sterblich-
keitsintensitit durch die Formel (43) ausdriickbar ist.

g) Wann liisst sich die Ubersterblichkeit anormaler

Risiken durch eine vom Lebensalter und den besondern

Daten der Versicherung unabhingige Alterserhohung
ausdriicken? II. Folge.

Wir setzen nunmehr

(45) ' My, a = Myt
wo g, durch die Gleichung (43) gegeben ist und

die Alterserhohung z vom Lebensalter y unabhiingig
gein soll.
Wegen der Annahme der Gleichung (43) folet hieraus
o le] o

(46) Hype =ty + @ (@) -y (1)
Hierin sei z eine analytische Tunktion des Para-
meters a und g eine solche ihres Index -z, resp. y.
Man ditferenziere nun die Gleichung (46) nach « und
erhilt so

: dz

(47) Pyte " g = @ (@) -y (y)



— 188 —

und die Gleichung (47) nach y, dann ergibt sich
L dz ; '
(43) e 5= o (@) (9).
Wird die Gleichung (48) durch die Gleichung (47)
dividiert, so folgt
(49) ll’l'];l"l'z 25, ?IU (y) — .
:uy-{-z % (!}')

Sollen némlich die beiden ersten Seiten dieser
(Gleichung fiir die voneinander unabhiingigen Werte von
y und 2z gelten, so miissen diese beiden Seiten einer
Konstanten ¢ gleich sein. Wird also y -+ 2 = x gesetzt,
so ergibt sich zunéichst die Gleichung (22) und aus der-
selben die das Makehamsehe Gesetz darstellende
Gleichung (23). Ferner ist nach Gleichung (49)

W' (1)

—————— 0
v ()
wo ¢ dieselbe Konstante ist wie in den Gleichungen
(22) und (23).
Hieraus folgt

und durch Integration

lgw (y) =1lgh+cy,
wo lg h die Integrationskonstante ist. Hieraus folgt
(50) v (y) = h e

Werden die Werte (23) und (50) nunmehr in die Gleichung
(46) eingesetzt, so ergibt sich
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a+bet —q 4 be? 4 g (a)-he?  oder

]
(51) & —1 + ; @ (a),

d. h. die Alterserhohung zist in der Tat vom Beitrittsalter
y unabhiingig, falls in der Gleichung (46) fiir g, und
w (y) die Werte (23) und (50) eingesetzt werden.

Nach der Gleichung (50) ist die Funktion v (y) aus
dem Lebensalter y nach dem Gompertzschen Gesetze
aufgebaut.

Ohne dasgs hierdurch eine Finschriinkung erfolgt,
kann in der Gleichung (50) die Konstante h = b gesetzt
werden, da in der Grundgleichung (43), ohne diese zu ver-
indern, die Tunktion v (y) stets durch irgendeine
Konstante dividiert werden kann, wenn die Funktion
@ (a) mit der gleichen Konstante multipliziert wird.
Is folgt dann aus (50)

(52 P )= b
und aus (51)
(53) Gcz o -l ,,!ﬂ fp ((1),

(reht das Makehamsche Gesetz (23) in das Gom-
pertzsche iber, d. h. wird @ = o, also py, = b - e, so
wird nach (52)

lr” (’/) = Au'y‘

Analog wie i Abschnitt d nehmen wir weiter an,
dass einer ersten Minderwertigkeitsursache mit dem
Parameter a die Alterserhohung z, einer zweiten Minder-
wortigkeitsursache mit dem Parameter f die Alters-
erhohung w und dem Zusammenwirken dieser beiden
Minderwertigkeitsursachen mit dem Parameter (a - f3)

14
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die Alterserhohung w* entspreche. Dann treten zur
Gleichung (53) noch die Gleichungen

(53 ) e =14 ¢ (h) und
(54) ¢ =1+ ¢ (a-+p).

Werden nun aus den drei Gleichungen (53), (53«)
und (54) die Parameter @, ff und (a + f5) eliminiert, so
erhiilt man die Beziehung zwischen den Alterserhéhungen
w*, 2 und w.

Fiir ¢ (a) = a, also ¢ ()= und ¢ (a -+ f) =
=a -+ ff wird o* = ®, und man erhilt in diesem
Falle die Beziehung (24).

Ersetzt man hingegen die Gleichung (43) durch die
Gleichung (42), d. h. setzt man

¢ (a) =% —1, also
¢ (f) = —1 und
([‘ (('C _[‘. ﬁ) = cs (”'-J-/})—-a l_’

so folgt aus den Gleichungen (53), (53a) und (54)

(55) F % e g,

(55a) Y = g'* und
(56) 2 = flath), woraus
(57) w* = 2 4+ w.

Ziu dieser Gleichung kommt man auch, wenn man die
Forderung stellt:

Hyper T Oy

Mlypigeq— b thy — G

(58)
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Das sagt in Worten aus: Wenn auf ein anormales
Risiko zwei Minderwertigkeitsursachen mit den Alters-
erhohungen 2z und w einwirken, so soll die sich ergebende
Alterserhohung @* so beschaffen sein, dass infolge des
Hinzukommens der zweiten Alterserhohung 1w zur
ersten Alterserhohung 2z das variable Glied b . " =
== p, — a der Makehamschen Formel (23) in dem-
selben Verhiiltnis erhoht wird, wie wenn die Alters-
erhohung 1w allein zum normalen Risiko hinzukommen
wiirde.

Aus der Bedingung (58) folgt

b (3““ (y+m*) b ec (y+10)

59 = s —
(Or) b et Wt2) h.ev
and hieraus w¥ —z2= 1w

oder die Gleichung (57).

h) Zusammenfassung; eine Kigenschaft des Makeham-
schen Sterblichkeits-Gesetzes.

Unsere hauptsiichlichen lrgebnigse konnen wir wie
folgt zusammenfassen:

Satz 1: Die notwendige und hinreichende De-
dingung fiir die Moglichkeit, dass sich die Ubersterblich-
keit anormaler Risiken durch eine vom Lebensalter (und
damit von den besondern Daten der Versicherung)
unabhiingige Alterserhohung ausdriicken Lisst,

und dags entweder [nach Formel (1) und (6)].

A. die Ubersterblichkeit infolge eines Komplexes
von Minderwertigkeitsursachen sich durch die Intensi-
titen der Ubersterblichkeiten infolge der einzelnenMinder-
wertigkeitsursachen additiv zusammensetzen lisst,

oder dass [nach Iormel (43)]
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B. die Sterblichkeitsintensitiit dureh die Formel

luy,a = Au’y HF @ (a) ) ‘f’ (.I/)

darstellbarist, wo sich die Parameter e additiv zugammen-
setzen, wenn verschiedene Minderwertigkeitsursachen
auf das Risiko einwirken,

1st die Darstellbarkeit der Sterblichkeit durch das
Makehamsche Gesetz [und im Falle B muss die Funk-
tion 1 (y) durch das Gompertzsche Gesetz mit derselben
Konstanten ¢ ausdriickbar sein].

Satz 2: Wird im Falle B noch angenommen, dass,
falls schon eine erste Minderwertigkeitsursache vor-
handen ist, durch eine zweite das variable Ghed der
Makehamschen Iormel in demselben Verhiltnig erhoht
wird, als wenn die zweite Minderwertigkeitsursache un-
mittelbar (ohne Vorhandensein der ersten) zum normalen
Risiko treten wiirde [Formel (58)] so addieren sich die
Alterserhohungen fiir die beiden Minderwertigkeits-
ursachen selber.

i) Addition der Alterserhéhungen.

Der Satz 2 ligst sich zu einer ganz allgemeinen Be-
ziechung erweitern: Man nehme an, das anormale
Risiko sei wieder mit zwei Minderwertigkeitsursachen
belastet, von denen die erste die Alterserhohung z und
die zweite die Alterserhohung w bewirke, wo 2z und w
vom Lebensalter y unabhiingig sind. Nun sgetze man
weiter voraus, dass, wenn zur ersten die zweite Minder-
wertigkeitsursache hinzukommt, dieselbe Wirkung auf
das mibt der ersten Alterserhohung z versehene Risiko
eintritt, aly wenn das normale Risiko mit der zweiten
Minderwertigkeitsursache belastet wird (wodurch die
Alterserhohung w bewirkt wird). Wird also die von
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beiden Minderwertigkeitsursachen zusammen bewirkte
Alterserhohung mit @™ bezeichnet, so folgt aus dem ange-
fithrten Grundsatz (da die Wirkung nur in einer Alters-
erhohung der normalen oder der schon mit einer frithern
Alterserhohung belasteten Sterblichkeit bestehen kann)

w* —z2=1w
oder die Gleichung (57)

w* = 2 + w.
k) Eine zur Gomperfzschen Formel fiihrende Speziali-
sierung des Satzes 1, sowie die Betrachtung der Alters-

erhohung, wenn hierbei nur die Makehamsche Formel
gilt.

Wir wollen jetzt annehmen, dass die Sterblichkeits-
intensitit eines anormalen Risikos anstatt durch die
(Gleichung (43)

By, o = Hy + ¢ (“) Y (y)
durch die Formel
ty o = thy + @ () -, oder
(60) ty o = [1+ 9 (a)] »,

gegeben 1st, dass also die Sterblichkeitsintensitit des
anormalen Risikos zu derjenigen des normalen propor-
tional ist. Dann ist also

(61) v (Y) = wy

Setzt man nun wie frither
/""y,a = nuy+z’

wo 2 von y unabhiingig ist, so ist nach Gleichung (52)



also infolge (61)
(62) Py = be?,

durch welche Formel das Gompertzsche Sterblichkeits-

gesetz dargestellt ist.
Dieses Resultat lisst sich ebenfalls umkehren; denn

setzt man den Wert
Byre = o = [1 + 9 (@)]

in den aus Gleichung (62) erhaltenen Ausdruck

fyps = b0
ein, so erhilt man
bet W — [1 + ¢ (a)] b e, worats
(63) # =1+ g (a),

aug welcher Gleichung sich die Alterserhohung alg einen
vom Lebensalter y unabhingigen Wert bestimmen lisst.

Wir erhalten go den

Satz 3: Die notwendige und hinreichende Bedingung
fir die Moglichkeit, dags die Sterblichkeit eines anor-
malen Risikos sich durch eine vom Lebensalter unab-
hingige Alterserhohung ausdriicken lisst und die
Sterblichkeitsintensitit durch die Formel

My o = [1 2 ¥ (a).] Hy

darstellbar 1st, ist die Darstellbarkeit der Sterblichkeit
durch das Gompertzsche Gesetz.

Wenn wir nun die nicht mehr vom Lebensalter
unabhiingige Alterserhohung z suchen, die der Formel

(84) Juy-|-z = :uy,a = [1 _F @ (a):l tuy
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entspricht, wo g, nicht durch die Gompertzsche, wohl
aber durch die Makehamsche ormel

— B cy
u, = a b e,

also g, ,, durch

Hyys = G + b e WVFe

bestimmt 1st, so erhalten wir

a g (a)

65 euz .-,_—:] + w (a) | .
{69} i) bty

Die Alterserhohung z, welche aus dieser Gleichung
folgt, ist dergestalt vom Alter y abhingig, dass sie mit
steigendem Lebensalter sinkt, allerdings um so weniger,
je hoher y geworden ist.

[ir @ = 0 geht die Makehamsche Formel in die
Gompertzsche iiber, und hierbei wird die Alterserhohung
z vom Lebensalter y unabhiingig, was sich auch aus
Gleichung (65) ergibt.

1) Ubertragung des in Abschnitt e entwickelten Vor-

schlages fiir die Bestimmung der Sterblichkeit auf den

Fall, dass die Sterblichkeitsintensitit des anormalen

Risikos allgemein als Funktion des Lebensalters und eines

Parameters betrachtet wird, wobei letzterer sich additiv

zusammensetzt, wenn mehrere Minderwertigkeitsursachen
zusammentreten.

Wio im ersten Teile des Abschnittes f nehmen wir
an, dass auf ein anormales Risiko zwei Minderwertig-
keitsursachen einwirken, von denen jede fiir sich allein
die Sterblichkeitsintensitit 4, des normalen Risikos
auf die Werte u,
aber die Sterblichkeitsintensitit u, ., fir das anor-

_w Yesp. p, o erhohen wiirden, zusammen
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male Risiko liefern. Weiter gelte die Gleichung (36)
Hy,0 = Hy

Ferner nehmen wir entsprechend dem im Abschnitte
e entwickelten Vorschlag an, dass der Wert g, ., in
derselben Weise vom Werte g, , abhingt wie der Wert
1, 5 vom Werte . # ist hierbei ein anderer (oder
auch gleicher) Wert des Lebensalters . Ist nun
(66) by =y
so 1st also

(67) Juy, a+tf = J”r), g

Die Abhiingigkeit des Wertes u
werde dargestellt durch

pe von u, und a

(68) ty o = [ (1, @) oder

(68a) My o = [ (w, @),

wenn i, = % gesebzt wird. Da also nach Gleichung (66)
py = [ (w, @),

so 1st nach Gleichung (67)

(69) f(u at-8) = [ [f (w, ), f].
Aus Gleichung (36) folgt noch
(70) f (, 0) = u,

welche Beziehung die Gleichung (69) fiir « = 0 und
f = 0 erfiillt.

Setzt man weiber u, = u, , = s, dann ist
(71) f(u,a+ p)=f(s,p), wobei

(72) f(u,a)=:s ist.
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Denkt man sich in den beiden letzten Gleichungen
den Wert w als fest und die Werte s, a und fFals variabel,
0 hingt in (72) s in derselben Weise von « ab wie in
(71) der Wert f (s, ) vom Werte (a + ). Bezeichnen
wir diese Abhiingigkeit durch das Iunktionszeichen I,
wo also I eine unktion ewer Variablen ist (da w als
unverinderlich angenommen wird), so ist gleichzeitig

(73) s =1"(a) und F (s, p) = I' (a + p).
Bedeutet endlich ¢ die zu I' inverse Funktion, so

dass aus

§=JF(a)
(74) | a = (i (s)
folgt, so ist nach der zweiten Gleichung (73)
f (5, B) = FLG(s) + B

oder, falls man die Variable f durch die Variable a
ersetztb :

(75) f(s,a) =F[a-+ G(s)],

womit die Form der Funktion f (s, «) gefunden ist.
Setzt man nun die Werte (75) fiir die entsprechenden
Grossen in die Ausgangsgleichung (69) ein, so erhiilt man

Fle + f+ G| =F[f+G { B (e Gu))} ],

welche Gleichung identiseh erfiillt ist, da infolge der
Definition von

G{F (¢ +G W)} =ea+ G (u) ist.
Wir erhalten so den

Satz 4: Wirken auf ein anormales Risiko irgend zwei
Minderwertigkeitsursachen, die einzeln durch die Para-
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meter « und f und beim Zusammenwirken durch den
Parameter (¢ + f) gekennzeichnet sind und nehmen wir
an, dass die Sterblichkeitsintensitéit w, ., in derselben
Weise aus der Intensitit w, , und dem Parameter 3
gebildet ist wie die Sterblichkeitsintensitit u, , aus der
Intensitit g, der normalen Sterblichkeit und dem
Parameter 8, so ist jede Intensitit p, , = f (s, &), wo
s = p,, darstellbar in der Form f (s, «) = e + G (s)],
wo (¢ die zu I' inverse lunktion bedeutet.

m) Anwendung der allgemeinen Gleichung
f(s, @)= 1Le -+ G(s)],wol|G(s)]=s,
auf einzelne Sondertille.

Wir wollen nun die obige Gleichung (75), resp. die
mit ihr identische Gleichung

(76) Gf(s, @) = a + G (s)
auf einzelne Sonderfille anwenden.
1. Es sei

F (”';) = g

d.h. die Funktion I stelle die Abhiingigkeit der Sterblich-
keitsintensitit des normalen Risikos vom Lebensalter dar.
Setzt man dann
My = U,
80 1sb
G (w) = a,

da G die zu I inverse unktion ist.
Setzt man dann in Gleichung (75)

S = [t
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so 18t also
y="G(s)
und aug Gleichung (75) folgb
(5 @) = fep,y
und da noch nach der jetzigen Bezeichnung von s
f(S, Ct) - nu’y,a’
1st, so 18t endlich
(77) Ju‘y, a lu_?j'l‘a’

d. h. die Sterblichkeit des anormalen Risikos wird in
diesem Falle erhalten, indem man das TLebensalter
des Versicherten um den Parameter erhoht und die
Sterblichkeit mit dem erhohten Alter bestimmit.

2. Hs sel
F o) = 6%,
dann igt

1
G (8) = . lg s

und aus (75) folgt
L
{ (8, @) = gt Gl oder

f s, @) = &" . 5

Setzt man wieder

S =y, also f(s, «) = p

Y, a?

go 1st also

(78) Hya =€ p,

analog der Gleichung (35).
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3. g sei endlich

P l3) ==,
also auch G (s) = s,
dann ist f(s,0) =« +s
und s = u, und f(s, a) = u, gesetzt :
(79) Py, o = by

d. h. der Parameter addiert sich in diesem Ialle ein-
fach zur Sterblichkeitsintensitit des normalen Risikos.

In Formel (77) kann man genau und in den Formeln
(78) und (79) niherungsweise die Sterblichkeitsintensitit
durch die einjihrige Sterbenswahrscheinlichkeit ersetzen.

4. Ist es ratsam, das anormale Risiko durch zwei
Parameter «, und «, zu kennzeichnen, die sich addieren,
wenn mehrere Minderwertigkeitsursachen zusammen-
treten, so kann man etwa zwei der erwihnten Hille
kombinieren, z. B. setzen

(80) lu’y; Uy ttg tuy-kal _}‘ (g,

doch ist es hier unmdoglich, der Annahme des Satzes 4
analog die sich beim Vorliegen von zwei Minderwertig-
keitsurgsachen ergebende Sterblichkeitsintensitiit

Py gty aqtfa = Mytantpy T @2+ B
als Tunktion der Sterblichkeitsintensitit beim Vor-
liegen einer Minderwerbigkeitsursache
Hys ay, a3 = Myta + g

und der Parameter [, und f, der zweiten Minder-
wertigkeitsursache auszudriicken.
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n) Schlussbetrachtungen.

Im vorliegenden Aufsatze haben wir untersucht,
wie beim Zusammenwirken mehrerer Minderwertigkeits-
ursachen die Sterblichkeit anormaler Risiken auf Grand
verschiedener Annahmen bestimmt werden kann und wie
sich dabei der Sterblichkeitsverlauf selber verhalten muss.

Die Exforschung, wie weit diese Annahmen zutreffen,
resp. zutreffen mogen, st Sache der Statistik und der
Versicherungsmedizin, welche auch die Unterlagen fiir
die Zahlenwerte der verwendeten Grossen, insbesonders
der Parameter (Ubersterblichkeitsmasse), zu liefernhaben.
Doch erscheint es bei der Schwierigkeit, auf dem Gebiete
anormaler Risiken zuverlissige statistische Erfahrungen
zu  sammeln, zweckmissig, wenn durch Finfithrung
geeigneter Voraussetzungen und deren mathematische
Verarbeitung, wie es in diesem Aufsatze versucht wurde,
die statistischen Probleme geklirt und veremfacht werden.

Untersuchungen iiber die Versicherung anormaler
Risiken sind u. a. in folgenden Schriften gesammelt:

1. Achter Internationaler Kongress fiir Versicherungs-
Wissenschaft (London 1927): V. Abhandlungen iiber:
Versicherung von minderwertigen Leben,

2. Die  Prinzipien der  Lebensversicherungstechnik
von Alfred Berger (Berlin 1925): 2. Teil. I1I. Die Ver-
sicherung der minderwertigen Risiken.

Anmerkung: Die vorliegende Arbeit lag schon August 1928
bei der Redaktionskommission der Vereinigung schweizerischer
Versicherungsmathematiker.

Unterdessen ist noch folgender Aufsatz des Verfassers er-
schienen: ,,Die Sterblichkeitsintensitit anormaler Risiken als Funk-
tion der durch die Minderwertigkeitsursachen bestimmten Para-
meter  (Blitter fir Versicherungs-Mathematik und verwandte

Gebiete, Heft 7, Beilage zur Zeitschrift fiir die gesamte Versiche-
rungs-Wissenschaft, Berlin, Januar 1930).
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