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Ein transzendentes Additionstheorem
und die Neumannsche Reihe.

Von H. Hadwiger, Bern.

Die Losung F (z) der Volterraschen Integralgleichung
(1) F(x)—zfqb(m—g)mg)dg:e(x)
0

kann nach einem bekannten Theorem der klassischen Theorie durch
Z
(2) F(z) =G (z) +f‘F (x—&) G (&) d&
0

dargestellt werden, wo der «lésende Kern»
(8) V) =¥ (x4

in die Neumannsche Reihe

o0

(4) W (w,1) =) D, (2)

n=1

entwickelt werden kann. Die Reihe (4) konvergiert in jedem endlichen
Intervall 0 < 2 <a gleichmiissig, falls der Kern der Integralgleichung
(1) im gleichen Intervall beschrinkt ist. Die in der Entwicklung (4)
auftretenden «iterierten Kerne»

(5) D, (x) n=1,2,8,...)
sind durch die Integralrekursion
(6) @, (z) = D ()

0,0 = [0, e~ D)2 (=234, ..)

0

gegeben.
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Die Berechnung der Losung der Integralgleichung mit Hilfe der
Neumannschen Reihe fand in der mathematischen Praxis der Ver-
sicherungswissenschaften und Statistik, wo derartige altungsglei-
chungen sehr hiufiz auftreten (Krneuerung von Gesamtheiten,
Bevolkerungstheorie, Vererbung u.a.) wenig Verwendung. Dies ist
wohl zum Teil darauf zuriickzufithren, dass die iterierten Kerne als
mehrfache Integrale in der Regel nichb in geschlossener Form durch
elementare Funktionen dargestellt werden kénnen; wo dies der Fall
ist, tithrt die mehrfache Integration in vielen Fillen auf uniibersicht-
liche Ausdriicke.

Die vorliegende Arbeit ist der Aufgabe gewidmet, Kernfunktionen
aufzufinden, die die Figenschaft haben, dass sich alle durch die
Taltungsrelationen (6) ergebenden iterierten Kerne in einfacher, ge-
schlossener Form elementar darstellen lagsen. Dies ist dann der Fall,
wenn die Funktion (5) vom Parameter » und der Veréinderlichen z
so elementar abhiinglg ist, dass die Funktionalgleichung

(7) (pn+m (7’) - [aébn (l——f) (pm (5) dé
(1%

erfitllt ist. Wir erweitern das durch die oben ausgesprochene Forderung
gestellte Problem dadurch, dass wir weiter einen kontinuierlichen
positiven Parameter 4 in Betracht ziehen, der sich bei der Faltung,
das heisst bei der in (7) auftretenden Integralbildung, additiv verhiilt.
So tritt an die Stelle von (7) die allgemeinere unktionalgleichung

‘
(8) '(pnv}» m (.’L’, A+ I-g) - /(pn (:L_'—'E’ A) (pm (‘E! B) dé.
0
Diese Relation stellt ein gleichzeitig fiir zwei Parameter ausgesprochenes
transzendentes Additionstheorem dar.

Wir gelangen nun zu der exakten IFormulierung der gestellten
Aufgabe: Gesucht werden Funktionen

(9) (Dn (:E? A)

mit folgenden Kigenschaften:

(@)  Die Funktion (9) ist fir die Verinderliche x>0 und fir die
Parameter 4 >0 und n =1,2, 3, ... definiert.
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() Die IPunktion (9) ist in jedem endlichen Intervall 0 < o<z <}
eigentlich integrierbar, und in 0 <2<« absolut (eventuell un-
eigentlich) integrierbar.

() Ts gibt eine reelle Zahl e, so dass das Laplace-Integral

e d) = [ €7 @, (0, 4) d

0

in der Halbebene R[z] = w absolut konvergiert.

(d)  Die Funktion (9) ist eine Losung der Funktionalgleichung (8).

Nach einem bekannten Satz itber die Stetigkeit der Faltung 1)*)
folgt leicht, dass eine Lésung (9) fir @ >0 und n =2 eine stetige
Funktion sein muss. Von entscheidender Bedeutung fiir die Het-
leitung derartiger Liosungen ist der folgende Sachverhalt:

Kine fir z >0 und n =2 stetige I'unktion (9), die den drei
Voraussetzungen (a), (b), (c) geniigt, ist dann eine Lidsung des Problems,
das heisst geniigt dann der wesentlichen Forderung (d), wenn die
Laplace-Transformierte

(10) po (0, A) = LD, (z, 4); 2)
die orm
(11) @ (2 4) = [p T [ @]*

annimint.
In der Tat folgt aus
LD, (x, A); 2} L{®D,, (z, B); 2} = L{®,,,, (x,4 4+ B); 2}

auf Grund des Faltungssatzes %) der Theorie der Laplace-Transforma-
flon fiir >0

(12) @, (x, 4) * @, (z, B) =&, (z, 4 + D).

*) Die kleinen Zahlen beziehen sich auf die am Schlusse der Arbeit an-
gebrachten Anmerkungen.
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Dabei wurde noch beriicksichtigt, dass die rechtsstehende Funktion
in (12) im Hinblick auf die Voraussetzung stetig ist, da jedenfalls
n-+m=2 ist. (12) ist aber die mit Hilfe der Faltungssymbolik
dargestellte Integralrelation (8).

Es lassen sich also Lésungen der gestellten Aufgabe auf die Weise
gewinnen, dass man geeignete Funktionen

¥ (2) und ¥ (2)

withlt, und dann die zu der Resultatfunktion (11) gehérende Objekt-
funktion (9) aufsucht, symbolisch:

(13) P, (z,4) = L™ Jl['/) (Z)]ﬂ [x (z)]A; -'1:} .

Es 1st nun aber nicht etwa so, dass man nach diesem Schema
sozusagen mechanisch beliebig Losungen herstellen kann. Finmal
muss bei der Wahl der Funktionen auf die Existenz der Objekt-
funktion geachtet werden. Diese Bedingung wirkt sich in dem hier
vorliegenden Falle in ziemlich delikater Weise aus. Dies wird ver-
stiandlicher, wena man bedenkt, dass die charakteristischen Bedingungen
dafiir, dass eine analytische Funktion als Laplace-Transformierte
interpretiert werden kann, in der allgemeinen Theorie noch nicht
angegeben werden konnten. Dann muss daran erinnert werden, dass
durch die Fxistenz einer Objektfunktion (9) noch nicht eine Lésung
in dem hier angestrebten Sinne sichergestellt ist. HEs wird ja grund-
siitzlich die elementare Darstellbarkeit gefordert.

Wir stellen nun im folgenden eine Anzahl von Lésungen der
Funktionalgleichung (8) tabellenméssig zusammen.

In Tabelle I sind die Funktionen ¥ (z) und y (2) eingetragen,
die auf Grund von (11) bzw. (18) zu den in Tabelle II aufgefiihrten
und entsprechend numerierten Losungen fiihren.

Es wiwrde zu weit fithren, die zu den Verifikationen gehérenden
Rechnungen einzeln vorzutragen. Da es sich darum handelt, nach-
zupriifen, ob die Laplace-Transformierten der eingetragenen Lij-
sungen @, (z, A) tatsichlich auf die Form (11) gebracht werden kénnen,
begniigen wir uns damit, dass wir in den beigefiigten Anmerkungen
auf Literaturstellen hinweisen, wo man einige zur Rechnung erforder-
lichen Transformationsformeln finden kann.
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Derartige Hinweise werden wir in den Anmerkungen durch die
Kurzbezeichnung LT. (Laplace-Transformation) einleiten.

Fir die drei, allen Lésungen gemeinsamen Parameter
A,n und @ gilt: 4 >0, n=1,2,8, ..., —co<<a<oo.
Wo weitere Parameter auftreten, ist der Giiltigkeitsbereich in

der ganz rechts stehenden Kolonne der Tabelle angegeben. Dort
befinden sich auch Anmerkungsnummern.

Tabelle I.
N v (2) % (2)
1 1 L
a -+ 2
0 1 1 1
a-+z a4 2
AR =
3 1+ c( - ) - p=0
a2 a4z —oo< <o
4 | e—z’[/ﬂ?
5 1 4o 0
(@ +2)2— 4c? ©=
6 - 1 4o ¢ >0
(@4 2)% 4 4c?
7 —Va+z g




N
P (2) % (2)
g (2(54—22—1)5 4
20 + 22+ 1 4(a+2)2—1 AZ0
a + z >0
10 1—e +r b
a -+ z o=
11 eo+s 1
12 e a+z 1
o1z ¢c >0
13 1 20
ateifara—te| 7
14 1 e 20
B criryatorria| 7
15 oV A 2 | =0 A
I a+z+)(atzE—4c2| ¢>0
1 6 (,‘f_ ﬁ}/(a-}jz)i ;I:‘lizr i -"-—:2:*_(:}':_"_‘_:;::,:::;'_';:‘ ﬁ __ O
a+z+Y(at+a2+4er| ¢>0




— B

Tabelle II.

N D, (z, 4)
1 ~ _1__ ()-am wA—[ ;;)
I'(4)

: ’ﬂ,' 1-1 H 4”
M e AL (A )
Tdtw® © ©» ©

’ o AN ] - >0 5

e g Z (n) e wa p= )
=0 ¥ F (ﬂV _|_ A) "‘"f\J<C<tx,

¢ 4 4, )

e B azx )
|/ w3

5 2 V};—c— )—aa’: A= I 2 c > O 7)
ra © -1 (202)

6 9V me - — \ _

I/G’EC aw  A- JA_I_(QUQ:) ¢ >0 )
I'(4) 2
7 1 1 n+l}1 A s ”
T g —= | ¢ 4z
EE (QI/cc ) "+1<2'|/w )( |

¢ L ez A1 . (zc) 52 0 10)
T@d) ¢ & Thiy

9 n At ._n :

’—dm N Y 1w n €T T ¢ > O )
€ ,,ZJ( 1 (1})(?5) IA~1(2 vc:c)

10 i A-t 712A

az » n &£ ‘3” o e > 0 )
€T 2D U(‘) Tia (2/ve2)




N D, (z,4)
At ¢>0 1)
11 —az (i)'z‘ T (2 ]/nca,
£ ne
] ¢c>0 1)
12 ~ax (i)‘f _t 2Vncm
¢ ne
c>0 1)
4 _,
13 — e IA (2627)
T
c>0 19
14 -—e_axJA (2cx)
8>0 17)
15 = {A Uy(z) + 2nef Uy ("")} ¢>0
z+4np
PMNT 1 (20 F i)
UA(:E):({L‘_I_nﬁ) I ( cv.’.l: )
[8 ; 0 18)
16 i {A V(@) + 2nefVyy (w)} ¢>0
PERY;




Anmerkungen.

Die beiden Werke:
G. Doet.:elcjzjig;7 Theorie und Anwendung der Laplace-Transformation. Berlin, J. Sprin-
ger, i,
N. W. McLachion ot P.Humbert, Formulaire pour le caleul symbolique. Mémorial
des Sciences Mathématiques, Fasc. C. Paris, Gauthier-Villars, 1941
werden wir durch Angabe der Autorennamen zitieren.
1) Doetsch: S. 159, Satz 1.
%) Doetsch: S. 161, Satz IV b.

*) Dass eine Losung der Funktionalgleichung (8) vorliegt, kann in diesem einfach
gearteten Fall durch Ausrechnung direkt verifiziert werden. Die Relation ist im
wesentlichen identisch mit der bekannten Formel

iyt gt gg _ DA T (B)
Ja—6*4 de_m

0

; A>0, B>0,

durch die eine Darstellung der Beta-Funktion durch Gamma-Funktionen bewerk-
stelligt ist. Die auf dem Bestehen der Funktionalrelation beruhende Méglichkeit
der expliziten Gestaltung der Neumannschen Reihe wurde z. B. in dem hier vor-
liegenden Fall von A. W. Brown, Ann. math. Statist. 11, 448—453 (1940) genutazt.

) Hier bedeutet Lg’) (z) das durch die Identitit

1 a
n! dz®

et = et L (z) (n=0,1,2,...)

definierte «verallgemeinerte» Laguerresche Polynom. LT. Doetsch: S. 403, Nr. 42.

%) Man stellt leicht fest, dass sich fiir ¢ = 0 die 1. Losung, fire=—1, =1
die 2. Losung ergibt.

) Vgl. die direkte Verifikation fiir das Bestehen der Funktionalgleichung (8)
H. Hadwiger, Skand. Aktuarietidskr. 1940, 101—118. Uber eine Anwendung
auf die Entwicklung der Liosung einer Integralgleichung in die Neumannsche
Reihe vgl. H. Hadunger, Mitt. Vereinig. schweiz. Vers.-Math. 40, 31—389 (1940).
LT. Doetsch: S.402, Nr. 19,

") Es bezeichnet
I(x) = 1*d, (%) {1=1—1, J,(x) = Besselsche Funktion |} .

LT. McLachlan-Humbert, S. 85, 4. Formel von oben.
8) L'T. Doetsch: S. 403, Nr. 37.

®) Hier bezeichnen H, (x) die Hermiteschen Polynome, die durch die Identitiit
dn
fé&;eﬂ” = ¢"H,(z) (n=0,1,2,...)

definiert werden konnen. LT. McLachlan-Humbert, S. 17, 8. Formel von oben,

]
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1) Hier bedeutet Mg, m(x) die Whittakersche Funktion

z

M, . (2) = a™+5 e P (mtt—k 9m+1; 2),

wo I (a, 0; x) die konfluente hypergeometrische Reihe
a z  a(e+1) 2?
7o o) ==l1t—rf —m—arar e
S RPNt

darstellt. L'T. Doetsch: 3. 310.
Die 5. Losung fiir ¢ = %ist ein Spezialfall der 8. Losung. Man setze ﬁ =0

und beachte die Identitiit
i X
M, () = 4™ I'(m41) l/m I (?) .

1y LT. -McLachlan-FHumbert: S.35; 6. Formel von oben.

12) TT. Doetsch: S. 403, Nr. 37.

13) LT. wie 1),

1) LT. wie 12).

15) L'T. McLachlan-Humbert: S.35, 12. Formel von oben.

18) LT, Doetsch: S. 403, Nr. 34.

17) LT. McLachlan-Huwmbert: 8. 37, 3. Formel von unten. Setzt man f = 0,
go ergibt sich die 13. Losung.

18) L. MeLachlan-Humbert : 8. 80, 4. Formel von unten. Setzt man f§= 0,
so ergibt sich die 14. Lisung.
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