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Uber die Berechnung der unabhéngigen
Sterbe- und Stornowahrscheinlichkeiten
im ersten Versicherungsjahr

Von Ernst Zwinggi, Basel

1. Problemstellung

Zur Berechnung der einjdhrigen, unabhéingigen Sterbe- und
Stornowahrscheinlichkeiten aus den Beobachtungszahlen verwendet
man in der Regel die Formeln

T 1)
q= (
;B8
2
und
S @)
S = 3
R4+ T
- -+

2

worin fiir ein bestimmtes Alter z bedeuten:

L,: Zahl der zu Beginn des Versicherungsjahres (Beobachtungsjahr —
Versicherungsjahr) vorhandenen Versicherungen;

T: Zahl der im Versicherungsjahr durch Tod erloschenen Versiche-
rungen;

S: Zahl der im Versicherungsjahr vorzeitig aufgelésten Versiche-

rungen 1);

1) Als vorzeitige Vertragsauflosung sehen wir «Aufgabe» und «Riickkaufy
an. Versicherungen, fiir welche der Einlgsungsbetrag nicht entrichtet wird,
betrachten wir nicht als durch «Aufgabe» erloschen, da sie gar nicht in die
Beobaehtung eingehen, also auch nicht in L, enthalten sind.



R: Sonstiger Abgang im Versicherungsjahr; B kann auch negativ
gein 1).

Die Formeln (1) und (2) werden abgeleitet mit der offenen oder
versteckten Annahme, dass die Todesfalle T" und die Stornofille S
gleichmassig verteilt uber das Versicherungsjahr eintreffen und der
Beobachtungsbestand sich innerhalb eines Jahres linear veréndert.
Tiir die Sterbefille kann die Voraussetzung der gleichméssigen Ver-
teilung als plausibel gelten, auch wenn im Auslesezeitraum (ins-
besondere bei Versicherungen mit drztlicher Untersuchung) eine spiir-
bare absolute Zunahme der Todesfille gegen das Ende des Versiche-
rungsjahres nicht ausgeschlossen ist 2); ziffernméssige Unterlagen fir
ein solches Verhalten fehlen aber unseres Wissens. Bei der vorzeitigen
Vertragsauflésung dagegen darf man die gleichméssige Verteilung
der Félle nicht ohne Priifung hinnehmen %). Deshalb sollte man stets
vor Beginn der Rechnung abkliren, ob im aufzuarbeitenden Beobach-
tungsmaterial die Stornofille regelmissig verteilt sind, und sobald
die Verteilung nicht regelmissig ist, zu erkennen suchen, welchen Ein-
fluss die Abweichung des tatsichlichen Verlaufes vom angenommenen
auf das Frgebnis haben kann. Im ersten Versicherungsjahr mit dem
verhiltnismissig grossen vorzeitigen Abgang ist es besonders not-
wendig, die Voraussetzungen auf ihre Bestétigung hin zu prifen.

Iiin schematisches Beispiel soll zeigen, von welcher Grossen-
ordnung die Abweichungen sein koénnen. Die beiden Grenzwerte

1) In R sind z. B. enthalten: Versicherungen, welche durch diskontierten
Ablauf oder durch Uberfithrung in einen anderen, nicht untersuchten Bestand
aus der Beobachtung ausscheiden, ferner (mit negativem Vorzeichen) Versiche-
rungen, welche im Laufe des Versicherungsjahres neu in die Beobachtung treten.
Die normalen Abliaufe gehdren nicht zum sonstigen Abgang, sondern gehen un-
mittelbar in die Bestinde I, ein, weil sie stets am Ende des Versicherungsjahres
stattfinden.

%) Die jahreszeitlichen Schwankungen der Sterblichkeit haben keinen Einfluss,
solange die Beobachtungsjahre gleichmissig iiber das Kalenderjahr verteilt
beginnen.

%) Eine allgemein giiltige Regel fiir den Verlauf des Stornos innerhalb des
Versicherungsjahres aufzustellen, ist allerdings nicht moglich; die Bemessung
der Abfindungswerte, die Haufigkeit unterjihriger Priimienzahlung und die Art
der Auszahlung der Abschlussvergiitungen kénnen den «natiirlichen» Ablauf
wesentlich beeinflussen und von Bestand zu Bestand verschieden sein.
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erhalten wir, indem wir die Stornofélle alle auf den Beginn oder alle
auf das FEnde des Versicherungsjahres verlegen. Wenn R = 0 an-

.,
gesetzt wird, ist "% = _L , """ = —, der verhiltnismissige
L, S 5,
mazx S
Unterschied also —— —1 = — .
- Loh—‘s

Fir einen Bestand L, = 10 000 wird mit

S der verhiltnisméssige Unterschied 7 iS

in %,

200 ; 5 % 5 v v mmow s 3 mowow s u A
. T T
600 . . ... ... 64
800 . ... oo 8,7
O B

Bei einer Stornowahrscheinlichkeit von rund 0,1 — solche Werte
kommen praktisch vor — konnen die verhéltnisméssigen Unterschiede
zwischen dem Maximum und dem Minimum 11 9% des minimalen
Wertes der Sterbewahrscheinlichkeit betragen.

Untersuchungen im Volksversicherungsbestand der Basler Lebens-
Versicherungs-Gesellschaft haben gezeigt, dass die Zahl der vorzeitigen
Vertragsauflosungen 1) im ersten Versicherungsjahr stark fallend ver-
liduft, die gleichmissige Verteilung der Stornofille also nicht zutrifft;
die absolute Abnahme lisst sich mit ausreichender Genauigkeit durch
eme Gerade wiedergeben. Damit stellt sich uns die konkrete Aufgabe,
zu prifen, ob die Fehler, welche durch die weitere Anwendung der
Formeln (1) und (2) entstehen konnen, nicht das zuléssige Mass iiber-

schreiten.

1) Vgl. Fussnote S. 57.
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2. Formeln fiir die einjahrigen, unabhingigen Sterbe-
und Stornowahrscheinlichkeiten bei Annahme eines linearen Verlaufes
der Zahl der vorzeitigen Vertragsauflosungen
innerhalb des Versicherungsjahres

Bei der Ableitung der Bestimmungsgleichungen fiir die Wahr-
scheinlichkeiten haben wir davon auszugehen, dass
a) die jdihrlichen Beobachtungszahlen bekannt sind und

b) durch eine Sonderuntersuchung die Lage der Geraden, welche
den Verlauf der vorzeitigen Vertragsauflosung festlegt, ermittelt
o =] =]
worden 1st 1).

Von L(z -+ h) Versicherungen des erreichten Alters x + (0 <A <1)
sollen im Zeitabschnitt & bis h + dh durch Tod L(x 4+ k) u, ,dh er-
16schen; mit u,., ist wie iiblich die Intensitit der Sterblichkeit be-
zeichnet 2). Wird angenommen, die Todesfille verteilen sich gleich-
méssig uber das Versicherungsjahr, so 1st

Liz +h)u, dh = Tdh. (3)

Im Zeitabschnitt & bis &+ dh werden L(x + h) o, dh Versiche-
rungen vorzeitig aufgehoben, wo o,,, die Intensitit der vorzeitigen
Vertragsauflosung bedeutet. In Ubereinstimmung mit dem beob-
achteten linearen Abfall der Zahl der vorzeitigen Vertragsauflosungen
im ersten Versicherungsjahr setzen wir

Lz +h)o

z

g dh = (4 —20h)dh, (4)

wo A und b vorldufig unbestimmt bleiben und 4 >2b.

Wird schliesslich noch vorausgesetzt, der ibrige Abgang B ver-
teile sich wie die Todesfille regelmiissig iitber das Versicherungsjahr,

1) Dieses Vorgehen unterscheidet sich bereits im Ansatz von der Methode,
welche A. Linder in der Abhandlung «Uber die Berechnung der Wahrscheinlich-
keiten aus den Beobachtungszahlen» (Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer
Versicherungsmathematiker, 30. Heft, 1935, S. 85 ff.) zur genauen Erfassung der
Wanderungen entwickelt hat; bei unserem Verfahren gehen nur die jihrlichen
Beobachtungszahlen in die Rechnung ein und nicht die unterjihrigen.

) Bs ist tberfliissig, die Selektionsklammer [] anzubringen, da wir uns
nur in einem Versicherungsjahr bewegen.
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so treten Rdh Versicherungen im Zentralabschnitt 2 bis hA+dh aus
der Beobachtung aus1).

Mit diesen Annahmen finden wir

h

Lx+h)=L,— [(T+A4—2bk + R)dk
0

=L, —(T+A+RHh+0bh?; (5)
ferner ist
T 6
Mosh = (T At R)htbhe ’ (
A—92bh 6a)
et = L Ty A+ R) kL bk “
Wir kitrzen ab mit
T+A4+4+R=0,
T+ A+ R 0
—— — = =7, 7
2b % (7)
LO
.
b
und erhalten
T 1
_ 8
Hoth =" 5 L ogh + ¢ ®)
2h

A 1 8a)

Tt T e Coph Lt KR orh 4t

a) Sterbewahrscheinlichkelt

Wir setzen (8) in die Definitionsgleichung fir die einjihrige, un-
abhingige Sterbewahrscheinlichkeit ein; es wird

1) Diese Annahme ist plausibel, weil das Versicherungsjahr die Einheit der
Beobachtungszeit ist und Neuabschliisse unmittelbar in Lo eingehen.



1
—f ftg o pdh - .
qm::l#eO :17() 0 :1___(.,‘13):1)1. (9)

Exp T lisst sich leicht auswerten; es ist entweder

1

Tt r-t4 (r2—10)2
n

Exp I == = 1 (10)
2b(r2—4)T  rHt—(r*—1)2
oder
T 147 ro T(x—
Expl=————"]arc t{y———{_—l——a‘fc t(]*”——fJ““ e %’ (
bt—ryr L (=) (t—r)® bt —17)"

je nachdem 2>t oder r2 <{.

Zur numerischen Berechnung von o — f verwendet man mit
Vorteil die Beziehung "
[t ~——mZ)

o—f) =i (11)

Tithrt man in (10) rickwérts an Stelle von r und ¢ die jahrlichen
Beobachtungszahlen ein, so folgt

1
T Q'LO “_ (R) + (92*461"0)?
n

@ —4bL,)*  2L,—Q—(Q*—4bL,)*

Expl =—

(10b)

Ly =

Ist b =0, d.h. sofern fiir die vorzeitige Vertragsauflosung die
gleichméssige Verteilung der Fille tiber das Versicherungsjahr gilt,
vereinfacht sich (10b) mit 4 = S auf

P Ly—i
Bxpl = in-e 9
@ L,
damit wird aus (9)
T
n]e T
=1-[1-2|7. —m .
L, R+ 8
LO _'““"""'"""""“2"_--

1) Diese Nitherung findet man durch Entwicklung der Klammer in die Bino-
mialreihe und nachherige Approximation durch eine geometrische Reihe. (Vgl.
dariiber W. Friedli: Methodischer Beitrag zu den Grundlagen der Invaliden-
versicherung. Festgabe Moser, Bern 1931, 8. 313 ff.)
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b) Stornowahrscheinlichkeit

Wir fthren Beziehung (8a) in die Definitionsgleichung fiir die
einjdhrige, unabhingige Stornowahrscheinlichkeit ein und erhalten

1
A hdh
_f”“hdh r h2+arh+t bk fh2+21rh—ht
:1H€0 B ] e 0 = i _AeEprI-.LEpoI. (12)

Exp II hat die ndmliche Form wie Exp I, nur muss 7 durch A

ersetzt werden; also gilt
d

4 -t (r2—t)2
Exp Il = — — In ( )L (13)
2b(r2—1)2  r i (r2—1)2
oder
Al e
Exp IT = — —(O’——ﬁ?— ; (13a)
b(t —r?)e
Ferner wird
1 1
142 ¢ 7 r4t-+ (r2—1)2 _
XPHI%Q/‘__}LCB{___:Z% AR T DY g
he 4+ 2k -t t (P2 — 1T ppt—(r2—1)®
oder
14 2r -+t 27(cc — B
Exp III = In a — ( l) : (14a)
t (t—?"2)2
Daraus folgt
1
1-+2r 414 A+ 2br Pt (r2—1)2
Xp IT + Exp IIT = In KRl S - In - =
t 2b(r2 —1)2 r4+t—(r:—1)2
1
L —0 + A—0Q 2L, —@Q + (> —4bL,)? _
—in VD ( - (1)
L, Q2 —4bL,)? 2L, —0 — (2 —4bL )%
oder

1427 +1 A+ 2br) (0 — B)
Exp IT + Exp ITI = In el — 4 T . (15q)
{ b(t—1?)?2
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Tst im besondern b = 0 mit 4 = S, so vereinfacht sich (15) auf

¢ J A4—0Q ' Q

Exp II + Exp 11 =In [1 — T In |1 —-

2
L4

damit geht aus (12) hervor, dass
A
Qe S
Smﬂlﬁ{léijlg o
L

C L

3. Numerische Auswertung

Die neuen Formeln erlauben es nicht, die Abweichungen gegen-
ttber (1) und (2) zu erkennen; einzig die numerische Auswertung
gestattet den Vergleich.

Fiir den Neuzugang an Volksversicherungen der Jahre 1942 und
1943 (gemischte Versicherungen) ist der folgende, aut 1000,0 bezogene
vorzeitige Abgang im ersten Versicherungsjahr gemessen worden:

Pririer Im Mittel Ménner Frauen
abgelaufene
b%ﬁiﬁ” Zeit (Jahre) ‘

B 19492 1943 1942 1943
1— 4 0,0038 186,4 179,6 172.8 180,5
5— 8 115 101,0 124,3 101,9 127,8
9—12 192 103,9 86,1 69,4 86,3
13—16 269 120,6 114,8 145,1 126,2
17—20 346 74,5 65,9 97,2 | 68,7
21—24 4923 48,0 55,8 50,9 47,9
25—928 500 81,4 80,8 92,6 103,8
2989 577 54,9 73,3 75,6 | 68,7
33—36 654 52,9 64,8 52,5 | 46,3
37—40 781 70,6 67,0 57,1 49,5
41—44 808 63,7 499 49,4 51,1
45—48 885 83,8 82,9 29,3 30,4
49—59 962 8,8 5.0 6,2 12,8
1000,0 1000,0 1000,0 1000,0
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Ermittelt man nach der Methode der kleinsten Quadrate aus den
Beobachtungswerten die Gleichung der Geraden a’ — b'h, welche die
absolute Zahl der Stornofélle in jedem der 13 Intervalle angibt, so ist

a’ b’
Ménner 1942 . . . . . 139,4 124,9
1943 . . . . . 140,2 126,7
Frauen 1942 . . . . . 140,1 126,4
1943 . . . . . 144,3 134,7

Diesen Werten entsprechen 4 ~ 13a” und b~ 6,5b"; also wird

A b *)

Méanner 1942 . . . . . 1812 812
1943 . . . . . 1 823 823

Frauen 1942 . . . . . 1 821 821
1943 . . . . . 1 876 876

Die Auswertung von (9) mit (10a) und von (12) mit (15a) soll
fiw L, =10000, R =0, 4 =1800 und b =800 (d.h. s,~0,1)
mit den folgenden Annahmen far 7' geschehen:

A
1. Fall . . . . . 50
2. Fall . . . . . 500

Gleichzeitic berechnen wir die Wahrscheinlichkeiten aus (1) und
(2) mit I, = 10000, R =0, S = 1000 (= 4—)) und

\

T
1. Fall . . . . . 50
9. Fall . . . . . 500
Lrgebnas: o , o .
' Sterbewahrscheinlichlkeit Stornowahrscheinlichkeit
nach (9) nach (1) nach (12) nach (2)
L. Fall. . . . 0,00534 0,00 526 0,10 019 0,10 025
2. Fall . . . . 0,05851 0,05 263 0,10195 0,10 256

1) Rundungsdifferenzen.

o



Die Unterschiede der Wahrscheinlichkeiten sind unbedeutend;
man darf daraus folgern, dass sich der Abfall der Zahl der Stornofille
im ersten Versicherungsjahr stark von der Geraden entfernen muss,
z. B. im Sinne des schematischen Beispieles, damit die Abweichungen
eine unzuldssige Grossenordnung erreichen. (Der Grenzfall 4 =20
ist In unserem Beispiel nahezu erreicht.) Im untersuchten Beobach-
tungsmaterial jedenfalls 1st es gestattet, die einfachen Formeln (1)
und (2) weiterhin zu gebrauchen.
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