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Der Einfluss der Parameter in der Formel
von Gompertz-—Makeham auf die Primienreserve

Von Gunther Albers und Werner Pittker, Hamburg

I

In seiner Dissertation hat Friedlil) diese Irage behandelt, sich
aber 1im wesentlichen darauf beschrankt, den Einfluss auf die Primien-
reserve der lebenslinglichen Versicherung auf den Todesfall zu zeigen.
Iriedli kommt dabei zu folgenden Hrgebnissen: «Die Reserve einer
Todesfallversicherung nimmt stets ab, wenn der Parameter g wiichst.»
«Wenn der Parameter ¢ des Makehamschen Gesetzes vergrissert wird,
so wird auch die Reserve ,V der lebenslinglichen Todesfallversicherung
vergrossert.» «Hine Erhohung des Parameters s im Makehamschen
Gesetz 1st dquivalent einer Herabsetzung des Zinsfusses, hat also
genau den gleichen Finfluss auf die Hohe der Versicherungswerte wie
diese... Die Reserve nimmt zu, wenn der Parameter s zunimmt.»
Weiter fithrt Friedli noch aus: «Hs ist uns nicht gelungen, diese Unter-
suchung der relativen Schwankungen der Reserve auf gemischte Ver-
sicherungen auszudehnen; einzig fiir den Parameter s haben wir das
Resultat auch auf die gemischten Versicherungen anwendbar gemacht.
Eine Ubertragung der auf ,V, angewendeten Methode fithrt aber
vorausgsichtlich auf dhnliche Resultate.»

Den Einfluss auf die Primienreserve der gemischten Versicherung
hat Loer 2) untersucht, das Irgebnis ist jedoch so unbestimmt, dass
praktisch keine Folgerungen daraus gezogen werden kinnen. Be-
ziiglich einer Erhohung des Parameters ¢ schreibt Loer: « Je nachdem

1) «Reserve und Rentenbarwert als analytische Funktion», Bern 1918.

2) «Abhiingigkeit der mathematischen Reserven von Sterblichkeit und Zins»
in «Das Versicherungsarchiv» 1936, Heft 7/8.
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wie n (gesamte Dauer) gewdhlt ist, kann |——-—— a(z,n)‘ zunichst

noch wachsen, von einem gewissen z (erreichtes Alter) an muss der Aus-
druck aber abnehmen und wird schhiesslich 0. Unter diesen Voraus-
setzungen kann die Reserve anfinglich abnehmen, aber schliesslich
nimmt sie doch zu.» Uber eine Iirhéhung des Parameters ¢ fithrt Loer
aus: «Die Reserve kann auch nicht dauernd zunehmen, sondern zum.

du(z
gw(ml a(z,n) schliesslich
f .

auch 0 wird; durch geeignete Wahl von »n kann auch erreicht werden,
dass die Reserve dauernd abnimmt, wenn der Parameter ¢ wichst.
Der Verlauf der Reserve der gemischten Versicherung hingt wesent-
lich von der Dauer n ab.»

Schluss muss sie mindestens abnehmen, da

Es soll nun durch geeignete Zerlegung des Versicherungsverhilt-
nisses in Risiko- und Sparteil sowie niherungsweise Darstellung des
Risikoteils der Primienreserve eine prizisere Aussage iiber den Ein-
fluss der Parameter ¢ und ¢ i der Formel von Gompertz-Makeham
auf die Hohe der Primienreserve gemacht werden. Als Sparteil des
Versicherungsverhiltnisses wird dabel — abweichend von der iiblichen
Darstellungsweise — der Vorgang angesehen, durch den bei einer
Bank bei gleichbleibenden wiederkehrenden Kinzahlungen ebenfalls
nach n Jahren die Versicherungssumme vorhanden wiére. Diese Art
der Zerlegung eines Versicherungsverhaltnisses erméglicht des 6fteren
einen besonderen Minblick in den Versicherungsvorgang und konnte
auch bereits zu praktischen Verfahren verwertet werden, wie z. B.
der Berechnung von Zuschlagprimien bei anomalen Risiken ohne
besondere Ausscheideordnungen 1).

11.
Wird das Versicherungsverhiltnis in der beschriebenen Weise
zerlegt, so erhilt man fiir die gemischte Versicherung als Primien-
reserve des Sparteils nach m Jahren

B ] ] (1)

m'n| "
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1) «Ein Beitrag zur Versicherung anomaler Risiken in der Lebensver-
sicherung» in «Archiv fiir mathematische Wirtschafts- und Sozialforschung»
1942, S. 57.



— 141 —
und als Priamienreserve des Risikoteils entsprechend

RV = 2ol Semen ®
) e

also die Priimienreserve einer «Totenrente» in Hohe von 1:a;. Da,
die nattrliche Risikopréimie eines Versicherungsjahres das Produkt
aus Sterbenswahrscheinlichkeit und riskiertem Kapital ist, wird die
Préamienreserve des Risikoteils — im folgenden Risikoreserve ge-
nannt — positiv oder negativ sein, je nachdem, ob die Sterbens-
wahrscheinlichkeit schueller steigt als das riskierte Kapital fillt oder
das Verhiltnis umgekehrt ist. Jedenfalls wird die Risikoreserve durch-
weg klein sein gegeniiber der zugehérigen Sparreserve, und es liegt
daher nahe, die Primienreserve niherungsweise zu berechnen, indem
man zu der leicht zu ermittelnden Sparreserve einen Niherungswert
der Risikoreserve addiert. Denn die Formel von Gompertz-Makehamn
18t so kompliziert, dass die genaue Berechnung der Primienreserve
aus den Parametern auf grosse Schwierigkeiten stosst.

Es handelt sich zunichst darum, ein geeignetes Niherungsver-
tahren fir die Berechnung der Risikoreserve zu finden. Die Primie
fiir den Risikoteil ist

m

. 1 1 ‘
BRy = — — — 3)
oder auch J D
S 2+ k-1, n-k-1| xt+-k
REg = —— > Vs 5 (4)
S| k=0 Az i
Die Risikoreserve lautet dann entsprechend
(5)
- a’l‘ +m-+k+1,n-m ~]c-1§ D:r—}- m+k RI)
fm! Z_, Uq:H— +5 T : -m,n-m |
k= ayﬁ" a+m

Folgt die Absterbeordnung der Formel von Gompertz-Makeham, so gilt

p, = 8¢V wp. = vsg®e, | (6)

Zieht man die Konstante s zum jihrlichen Diskontierungstaktor v,
so ergibt sich

vp, = 0P, mit v =wvs, p, =g, (7)
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Die Benutzung des modifizierten Diskontierungsfaktors », welcher
einer Zinserhéhung gleichbedeutend 1st, fithrt also in Verbindung mit
der Gompertzschen Erlebenswahrscheinlichkeit p, zum gleichen Er-
gebnis. Diese kann fiir nicht zu hohe Alter in erster Anndherung gut
wiedergegeben werden durch

ibm =1 + ca’(cm]_) ]Ilg, glft = %'Gz(c_“]') lng' (8)

Aus (4) gewinnen wir fir die Pramie des Risikoteils den Niherungswert :

3 11— #d_ ] —
RP- = — . vt (e —1) (—Ing) s —o-u— - O*
o 1—" o 1 —p® (9)
. 1—w (ve)t—1 . —1
= v (c—1) (—Ing) c*- . [ — _— s
(1— ™2 ve—1 c—1
wenn wir v durch » = vs, ¢, durch ¢, = —¢*(c—1)Ing und p,

in weiterer Vereinfachung durch 1 ersetzen. Finen entsprechenden
Naherungswert erhalten wir aus (5) fiir die Risikoreserve

P v (¢—1) (— Ing) "+ ™ . ((50)”“”"—1 e, c”‘m—-1>_

m | 1 — r-lv?n

ve—1 c—1

~

v (¢—1)(— Ing)c” ' ( (ve)'—1 s B—1 ) 1. (10)

~ _U—'
(1 — ™2

ve—1 ¢c—1
Nach emigen Umformungen nimmt diese « Gompertzsche Risikoreserve»
die Form an

. il
~ —Ingc¢

nb Ve = (1= ("—1) (11)

4 ) ) 1 o ) E
. {[(c" —1)(r"—=1)—(c"=1) (™" —1)] - %_—}T_ [(¢"—2") (r"™ —1)—((er)™ —1) 1—2")]

Hier bedeutet r = — den modifizierten Aufzinsungsfaktor.
v

Fur die Parameter

logc = 0,043 logs=—0,00125 logg = — 0,000233,

l
J
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fiir die emn vollstindiges Tafelwerk 1) zur Verfigung stand, wurden
diese Gompertzschen Risikoreserven in Verbindung mit einem Zins-
fuss von 3 9, fiir verschiedene Alter und Dauern gerechnet und in
Tabelle 1 zusammengestellt. Um die Brauchbarkeit des Niherungs-
verfahrens zu zeigen, wurden ferner zu diesen Risikoreserven die mit
dem Diskontierungsfaktor vs gerechneten Sparreserven addiert und
die Summe in Tabelle 2 den genau gerechneten Priimienreserven
gegeniibergestellt. Wie man sieht, sind bis zum Endalter 70 etwa die
Abweichungen praktisch bedeutungslos, und auch spiter halten sie
sich in miissigen Grenzen, da die genau gerechnete Sparreserve den
Hauptteil der Priamienreserve ausmacht.

Die Risikoreserve muss fir m — 0 und m = n null sein, ferner ist
sie fiir m = n—1 stets negativ. Die Tabelle 1 zeigt, dass die Risiko-
reserve fiir kurze Dauern stindig negativ ist, fiir lingere Dauern
dagegen zundchst positiv und erst gegen Sehluss der Dauer negativ,
so dass hier eine weitere Nullstelle vorhanden sein muss. Die Lage
dieser dritten Nullstelle ist

71:‘10‘15'20)25'30'

. r _ l _ | 7,06 | 15,01 ’ 22,08]

I11.

Da die Sparreserve nur den Parameter s enthilt, brauchen wir
lediglich die Risikoreserve zu betrachten, wenn wir den Einfluss der
Parameter ¢ und ¢ auf die Hohe der Primienreserve untersuchen
wollen.

Fir den Parameter g sind keine weiteren Uberlegungen erforder-
lich, denn er erscheint nur einmal in Form seines natiirlichen Loga-
rithmus als Faktor der gesamten Risikoreserve. Da ¢ stets kleiner
als 1 ist, kann man also sagen, dass bei einem Wachsen von g sich die
Risikoreserve der Null niihert. Bei einer positiven Raisikoreserve wird
demnach die Prdimienreserve kleiner, bet einer negativen Risikoreserve
dagegen griésser. Dies stimmt auch mit dem Hrgebnis von Friedli iiber-
ein, denn fiir die lebenslingliche Todesfallversicherung sind die Risiko-

1) Aus diesen Parametern ergibt sich eine Ausscheideordnung, deren Sterbens-

wahrscheinlichkeiten sich von oben her sehr gut den Werten der allgemeinen
deutschen Sterbetafel fiir die Jahre 1924—1926, ménnliches Geschlecht, annidhern.
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reserven jedenfalls bel den iiblichen Fintrittsaltern positiv bis zu sehr
hohen Altern.

Fir die iiblichen Versicherungsdauern kann man eine gute Faust-
regel aufstellen, indem man sagt: «Wichst der Parameter g, so wdchst
oder fallt die Prdamienreserve, je machdem, ob m grosser oder kleiner
als %(n — 16) 2st. Um die Abhéingigkeit der Reserve vom Parameter ¢
zu ermitteln, bilden wir die partielle Ableitung der «Gompertzschen
Risikoreserve» nach ¢ und erhalten dann aus (11) den Ausdruck

:mR V;‘L-)T[ (”_ 1ng) C‘I"*l J ) 1 . ) 1 N.m. 1
oc o (1= (7 —1) (c— 72 ]c [c(x+n—1)—r(x++n)](r—1)(r"—-1)—
i ) " \ _
c2 (li—“%”“m)_c (m:}t% . (}_1) - 2(1__511—11@—1)) N (lﬂén—m—i) ¥ (£E + m) (;n_]) +
. ' -+ m |

. x-+1 o e l
02(1~?J”)—c( (r—1) 421 =" 1))—|— (1—2™) 7‘Jm(fr”—rm)J , (12)
i

dessen Vorzeichen dartber entscheidet, ob die Reserve mit wachsendem
¢ zunimmt oder abnimmt. Durch eingehendere Untersuchung ergibt
sich, dass der Ausdruck (12) als Funktion von m ausser den Null-
stellen m; = 0 und m, = n eine weitere Nullstelle my, 0 < my < n—1
besitzt. Diese riickt mit wachsender Dauer n dem Werte (n—1) immer
niher. Fir 2 = 30 ergeben sich die Werte

n:|10'|15’2()|-25‘30‘

My o | 0 ’ 2,3 l 10,5 ‘ 18,9 ‘ 24,0 [

Das FKintrittsalter z ist fir die Lage der Nullstelle my von unter-
geordneter Bedeutung. Es ergibt sich z B. fiw n = 20

i e | 30 } 40 ) 50 ‘

R

m, ] 10,5 | 10,0 | 9,6 ‘

Der Wert mg nimmt also bet festgehaltenem » mit wachsendem z
nur unwesentlich ab. Eg gilt nun die Regel: Die Reserve wichst oder
fallt mat zunehmendem ¢, je nachdem, ob m kleiner oder grosser als my ist.
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Dags die Reserve spéatestens fir m = n» —1 mit wachsendem ¢ ab-
nehmen muss, erkennt man an der fiir diesen Zeitpunkt giiltigen
Reserveformel | .V = v— P, da die Priimie P mit wachsendem ¢
zunimmt.

n-1

Iv.

Das in Abschnitt Il beschriebene Niherungsverfahren zur Be-
rechnung von Primienreserven kann auch dazu benutzt werden, um
ohne Gruppenbildung die Pramienreserve eines Versicherungsbestandes
zu ermitteln. Man braucht zu diesem Zweck nur analog dem in dieser
Zeitschrift bereits beschriebenen Verfahren1) die Grosse m durch das
Berechnungsjahr der Primienreserve ¢t und das Beginnjahr der Ver-
sicherung z auszudriicken mit Hilfe der Beziehung:

m = t—2. (13)

Wenn man die wihrend der Versicherungsdauer konstanten Hilfs-
zahlen

v° ' (—Ing)c¢® | ¢c—1 j l
H e e f 1 _— C" ey 1 e Cn snlies ,;‘1777
! r*—1 l U 1— 2" ( ) c— 7 ! _ ]
H oo o (—Ing)¢® c¢—1
; T ”
2\° (— Ing)¢®
H, = [— (“m 8 ]
¢ rt—1
1 [ ' . ¢—1] (—Ing)c |
H=— | ("—1)—("— 1) - N S |
r*—1 \ c— 1 1—" ]

fiir jede einzelne Versicherung ermittelt, kann man in einem beliebigen
Jahr t die Priimienreserve des Versicherungsbestandes berechnen aus

Z V- E H, + ¢ 2 H, 4 (¢7)! E H, |- E,HLI. (15)

1) Die Berechnung von Priimienreserven unter Benutzung der Formel von
Grompertz-Makeham» 1948, S. 73.
P
10
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Tabelle 1

an

tiur die Versicherungssumme 1.000

m 20 . 30 ’ 40 | 50 \ 60

Darier 10 Jahre

5 —0,4561 l — 11,2277 ‘ —3,3043 ] —8,8937 ‘ — 23,9377
Dawver 15 Jahre

5 —0,2978 [ —0,8015 — 22,1572 —5,8061 — 15,6273

10 —0,6990 ‘ -—1,8813 —5,0635 - 13,6286 — 36,6818
Dauer 20 Jahre

5 0,1178 0,3170 0,8532 2 2964 6,1809

10 -—0,3096 -—0,8333 —2,2428 — 6,0365 — 16,2474

15 — 10,8798 — 2,3680 —6,3736 — 17,1548 — 46,1728
Dauwer 25 Jahre

5 0,7566 92,0364 5,4810 14,7524 39,7065

10 0,7768 2.0907 5,6272 15,1458 40,7653

15 0,0027 0,0073 0,0198 0,0532 0,1431

20 —1,0028 — 2,6990 ——T.,2646 — 19,5528 -— 52,6271
Dawver 30 Jahre

5 1,6523 44473 11,9700 392 2177 86,7150

10 2,5281 6,8045 18,3145 49,2949 132,6769

15 2,2839 6,1471 16,5451 44 5317 119,8585

20 0,8279 2,2283 5,9977 16,1429 43,4492

25 —1,0239 — 92,7558 - T7.4173 — 19,9639 — 53,7334




Tabelle 2 Gegenuberstellung der exakten Primienreserve m Vo) Mit der angenéhert berechneten

Reserve mT;TrT] tir die Versicherungssumme 1000

01

14 | i ’ v 7 14 f 1% % i i v l 14
o~ 20 | 30 40 50 | 60

Dauer 10 Jahre

5 459,09 459,09 [ 458,32 . 458,31 456,25 ! 456,24 | 450,77 | 450,65 | 436,51 435,60
Dauer 15 Jahre

5 280,66 280,66 280,17 280,16 278 87 278,80 275,63 275,15 268,59 265,33

10 610,69 610,69 609,52 609,51 606,38 606,33 598,18 597,76 577,79 574,71
Dauer 20 Jahve

5 192,95 192,95 193,16 193,15 193,79 193,68 195,83 195,12 203,15 201,31

10 419,31 419,30 418,81 418,78 417,59 417,37 415,11 413,57 413,24 403,36

15 685 45 685,44 683,98 683,96 680,12 679.95 670,42 669,17 649,03 640,15
Dauwer 25 Jahre

5 141,62 141,62 142,91 142,90 146,39 146,35 155,78 155,62 179,24 180,57

10 307,31 307,31 308,66 308,62 312,42 312,16 323,23 321,68 353,12 347 .30

15 501,38 501,37 501,45 501,37 501,94 501,39 505,01 501,42 520,83 501,22

20 729 52 729 51 727 88 72781 793,72 793,25 714,26 710,96 699,18 677,88
Dauwer 30 Jahre

5 108,61 108,61 111,37 111,41 118,61 118,93 136,54 139,18 172,89 193,68

10 235,28 235,29 239,53 239,56 250,79 251,07 279,10 282,05 337,16 365,44

15 383,00 382,99 386,90 386,85 397,50 397,25 425 55 4925 24 486,79 500,56

20 555,55 555,53 557,10 556,93 561,79 560,70 577,00 570,84 619,30 598,15

25 758,33 758,31 756,74 756,58 753,08 751,92 746,99 739,37 746,79 705,60

LVl
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