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Weitere Erginzungen
zur F-Methode der Reserveberechnung

Von H. Jecklin und H, Zimmermann, Ziirich

[m Gefolge der beiden Publikationen in Bd. 50, 2 und Bd. 51, 1
dieser Hefte sind den Verfassern zahlreiche miindliche und schriftliche
Mitteilungen und Anfragen zugekommen, welche auf ein reges Inter-
esso an der neuen Reserveberechnungsmethode schliessen lagsen. Nach-
dem die Verfasser inzwischen begonnen haben, die Methode in prak-
bischer Anwendung zu verwirklichen, wobei mancherlei sich dabei
ergebende Probleme zu lésen waren, mogen im folgenden weitere
theoretische und praktische Iirginzungen zu den bereits gemachten
Ausfithrungen mitgeteilt werden. In diesem Zusammenhange danken
wir ingbesondere den beiden englischen Kollegen M. A. W. Joseph
und M. W. Perks fir ihre interessanten Bemerkungen.

Wir erinnern daran, dass von der lIdee ausgegangen wird, die
Reservekurve von gemischten Versicherungen und von Versiche-
tungen mit fihnlichem Reserveverlauf als einen Teil emer gleich-
seitigen Hyperbel mit zu den KKoordinatenachsen parallelen Asymptoten
anfzutagsen. s gilt dann im einfachsten Talle, wo oV = 0 und V' =1
die Niherungsformel 1

Vo= — e eeerny (I)
p(P 1)
\ t /
worin I eine charakteristische Konstante ist, welche aus einer bestimm-
ten Reserveposition ,V ermittelt wird nach der Relation
(1—)a

f =

; (1)

B ) " * 1 1 =
Wobei am vorteilhaftesten o — 5 gesetzt wird, so dass I' = —— —1.,

a
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Fiir die globale Reserveberechnung nach Gruppen gleicher ver-
flossener Dauer ¢ (d. h. gleichen Zugangsjahres) hat man die Formel

{86y

N ¥ == - ; 111
28, S SG—t S SH W
1
wobei S die Frlebensfallsumme der Finzelversicherung, G = = und
Fe1 "
()
Aus Niherungsformel I folgt die Relation
¢
n V
LIPS T (IV)
g b 1—,V
N

Bekanntlich ist mancherorts iiblich, die primientrei reduzierte Summe
der gemischten Versicherung einfach mit dem Quotienten ¢/n, d. h. dem
Verhiltnis der abgelaufenen zur ganzen Dauer, zu bestimmen. Ir-

- . . . . Vo
setzen wir in voriger Relation t/n durch W = Tl g0 erhalten
wir die Gleichung v o st hu~1l
t" an| tVan|
| e Ft ¥ | ’ (V)
Lo Wb 1= ol
. . . 1 . - .
worin, wie leicht auszurechnen, I = -—T—— , also eine von { unabhingige
Y

an|

und damit withrend des ganzen Versicherungsablaufes konstante
Grogse. Fiur gegenwirtig geltende Grundlagen (moderne Tafel, Zins-
fuss ca. 39) gilt fiir gemischte Versicherung, dags (I — 1) ~ 2 (1" —1).

Sterbetafel S. M. 21/30 zu 3 9,
n =10 n = 20 n = 30
x F—1 m—1 F—1 1 F—1 —1
20 0,181 0,336 0,392 0,759 0,614 1,257
30 0,183 0,335 0,384 0,744 0,559 1,180
40 0,195 0,329 0,396 0,694 0,509 1,006
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Sterbetafel S.M. 39/44 zu 214 %,

2 F—1 F'—1 F—1 F—1 F—1 Fr—1
20 0,148 0,275 0,319 0,612 0,497 1,007
30 0,148 0,275 0,307 0,606 0,446 0,969
40 0,155 0,272 0,312 0,576 0,393 0,854

In vorstehender Zusammenstellung ist

i 1
—1, P
n/ZV

an |

T e

Wir haben den hier namhaft gemachten Zusammenhang nicht weiter
verfolgt, halten es aber fir moglich, dass die Grosse F” fir die Fest-
setzung der priamienfreien Reduktion in der Praxis niitzlich werden
konnte.

Bei der Einfihrung der Konstanten F' sind wir von der Tatsache
ausgegangen, dass bel der gleichseiticen Hyperbel genannter Art das
Doppelverhiltnis von vier Abszissenpunkten gleich 1st dem Doppel-
verhdltnis der vier zugehorigen Ordinatenpunkte. Die Konstante I
lisst sich jedoch auch in einfacher Weise einfithren, ohne vom Begriff
des Doppelverhéltnisses Gebrauch zu machen. Soll ein Ast der gleich-
seitigen Hyperbel zur Inter-
polation der Reservekurve /
dienen, so lautet die allge-
meine Gestalt ihrer Gleichung

((V—g)(t+h) = —k,

oder ;2 (VD)

Ve—g——,
: ’ b4t

wobei ¢, h, k Konstanten > 0.

Die Konstanten lassen sich

Werte von ¢ die entsprechen-

bestimmen, wenn wir fir drei = ————"7 }
9

A

den Reservewerte ,V  vor-

>4
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schreiben. Nehmen wir vorerst den einfachsten Ifall, dass sich die Inter-
polation iiber die ganze Versicherungsdauer erstreckt, mit o7 = 0 und
7V = 1. Dann folgt vorerst, wenn in VI { =0 und ,FV = 0 gesetzt
wird: gh = k2 Setzen wir sodann ¢t = n und ,JV =1, dann folgt
aus VI unter Benutzung des soeben festgestellten Wertes fiir k*:

n -+ h

N

(1—g)(n+h) =—gh resp. ¢ =
Somit kénnen wir Gleichung VI schreiben

n -4 h qh n -+ h (n+h)h (n -+ h)t

¢ = — ey

n t+h T n(l —{—-h) (t -+ h) 7
hn ] n h (n 1) 41 P n ’ i
sy S — ] » L [E—— -
m-+mt (n4h) n+h\t (t ) 1
h ) _
wenn Y = I" gesetat wird. Fir die Konstante I' folgt daraus
n -+ h
(1— V)t
e ,
Y (n—1)

und sie kann bestimmt werden, wenn wir ausser den beiden Reserve-
positionen ¥ und ,V noch eine dritte Position V" als bekannt voraus-
setzen. Dag fiuhrt unmittelbar zu Formel TI.
Gehen wir nun zum allgemet-
nen Malliiber, dags die Reservekurve
\ innerhalb der Interpolationsgrenzen
t, und t, erfasst werden soll (wobei
nicht zu tbersehen ist, dass die ab-
gelaufene Zeit immer vom Beginn
des Interpolationsintervalles aus
zishlt), so tritt an Stelle von Glel-
chung VI die folgende

(,V—q) (t—1t, +h) = —Ek2, resp.
;2

v
Voo e (VILD)

> t—t, +h
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k2

Aug |,V =V fiir t = ¢, folgt g =Vt -

_ k2 k2
und aus ¥V =,V fir t =14, folgt oV =,V4———uw—— |
h ty—t, +h

hh 4 t,—1
also k2 = (,V — V) it

tQ_tl

Diese Werte fiir ¢ und k? in VIII eingesetat ergibt

b Aly—1 B(h -t —t
R A S S S S G e
ta—1, (ty—1t,) t—1t, +h)

— V4 (V— ) (h +ty—1y) (t—#l) .
(lg— &) (¢ — 1t + I)

. b—1
=V + (V¥ —,7) B
— Alty— ) — (t—t t—t
b t,—t, by —1) — (t—t)} + (t—1)
1 .
=4V + V' —.V) by ’ (IX)
F(‘2 lﬁJ>+1
t—1,
h _ :
wenn ————- = I gesetat wird. Fir die Konstante I folgt daraus
h-t+t,—t,
oV — V) (t—1t
I i i e (X)

(zi] _ IV) (tz _‘ t)

und sie kann bestimmt werden, wenn wir ausser den beiden Reserve-
Positionen ,V und ,V noch eine dritte Position V' mib ¢, <o <t,
kennen (am besten o = 4 (¢, +-t5)), womit
LY ﬁ_@ﬁ(fx____tll_ (XI)
(aV —_— ]V) (t2 — )
Der Zugammenhang von Formel IX mit Tormel VII ist offensichtlich:
an Stelle der vollen Summe 1 von VII tritt in IX die reduzierte Summe
(e — V), und die zu Beginn des Interpolationsintervalles bereits
vorhandene Reserve .V kommt als additives Glied hinzu,

‘-1:",4—




ST .

Far die Berechnung von F' liefert XI eine einfache Gedichtnis-
regel:

—
P

~

-~
R
i

2

Sei gegeben eine Versicherung mit Erlebensfallsumme S, und die
mterpolatorische Reserveberechnung soll sich auf das Intervall ¢, bis ¢,
beziehen, wobei ¢; > t, und t, < n sein kann. Fiir ¢, betrage der Re-
servesatz |V und fir ¢, sel er ,J/. Kennt man nun noch eine dritte
Reserveposition V7 mit ¢, < « <<, (wobel aus bekannten Griinden
o moglichst in der Mitte zwischen ¢, und ¢, gelegen sein sollte), so gilt
fitr die Bestimmung von I die einfache Regel

F=—, X1I
= (X1)

worin A die Rechteckfliche (,V — V) (« —t,)
und B die Rechteckfliche (,V— V) (t;—a) bedeuten.

Als Reserven fiir t; <t <t, haben wir dann offenbar:

SV —)

£ — ’
F(2 1--—1>+1

Wie wir bereits frither ausfithrten, werden die Interpolations-
ergebnisse bei langen Versicherungsdauern, insbesondere aber bel
Uberschreiten des Fndalters von 65 Jahren unbefriedigender. Dieser
Ubelstand kann durch Unterteilung der Versicherungsdauer n in zwei

S,V =28,V+
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oder mehr Interpolationsintervalle (nenmen wir sie kurz Zonen) itber-
briickt werden. Tiir jede einzelne Zone kann die Frmittelung der zu-
gohorigen Konstanten I nach der A/B-Regel (X1I) erfolgen. In ihrer
eigenen Praxis verwenden die Verfasser das im Anhang zu dieser Arbeit
abgedruckteo Schema fiir Zonenaufteilung. Bei einer gemischten Ver-
sicherung z. B. mit Fintrittsalter 45 und Lndalter 79 geht die erste
Zone von 45 bis 59, die zweite Zone von 59 bis 78, und die dritte Zone
von 73 bis 79 Jahre erreichten Alters. Wie ersichtlich ist die Zonen-
einteilung so gewiihlt, dass die zweiten und hoheren Zonen eine gerade
Anzahl von Jahren betragen, was die Bestimmung von I nach der
4/B-Regel mit dem Ansatz o = §(t; ++t,) sehr vereinfacht.

Da, wie bereits mehrfach betont, die abgelaufene Zeit stets vom
Beginn des Interpolationsintervalles aus zihlt, geht bei der Aufteilung
der Versicherungsdauer in Zonen ein Hauptvorteil der I7-Methode
dass nimlich die Versicherungen gleichen Zugangsjahres als Gruppe
beisammen bleiben — zuniichst verloren. Iis ist dies aber leicht zu
beheben: Die fiir die neue Zone giiltige Interpolationskurve wird
extrapolatorisch riickwiirts bis zum Versicherungsbeginn verlingert,
und die Versicherung so behandelt, wie wenn ihr Reserveverlauf ab
Beginn nach dieser neuen Interpolationshyperbel bestimmt worden
wire. (Man vergleiche in diesem Zusammenhang die Ausfithrungen
ither die Behandlung der Versicherungen mit abgekiirzter Priimien-
Zahlung und der pramienfreien Reduktion Bd. 51, 1, Seiten 44-46).
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Dag praktische Prozedere ist denkbar einfach. I'ir die neue Zone
(z. B. Zone 11 in Figur) wird vorerst nach der 4/B-Regel die Konstante
B, 5y bestimmt. (Indizes bei der Konstanten I sollen bedeuten, dass
sie sich auf eine Zone bezieht, die durch ¢t-Werte mit gleichen Indizes
begrenzt ist.) Soll nun an Stelle der Zone (¢,,t,) unter Beibehaltung des
Hyperbelzuges das Intervall (t,, t,) treten, so gilt die einfache Bezichung

Foy—1  Hup—1

bl

to—1 fy—1
oder = o (XTIII)
t
B9 = (B9 —1) Ei—ﬁtg + 1.
2 1

Anderseits gilt nach der 4/B-Regel, bezogen auf das Intervall ({,,t,)

7 (V' —1V) (t,—1)
R er— o —Ag

woraus sich das zugehorige oV’ (das eventuell negativ ausfallen kann)

| s =) GV —V -
L R M. - ) (XIV)
(ta—1 ) Io 2)
Von t; aus gezihlt (also wspriingliche Gruppe der Versicherung) gilt
dann

errechnet als

Vo= oV

Was den Beweis der Beziehung XIIT anbelangt, greifen wir auf Formeln

" e N —— ; g2
VI und VII zuriick. In der Hyperbelgleichung (,V —g¢q) (¢t -} h) = —Fk
bedeutet & die Verschiebung in der negativen ¢- Richtung, bezogen auf

das Koordinatensystem der einfachen Hyperbelgleichung V't = — k™
i _ ‘ _ h Bip,9— 1 1
Nach Gesagtem st Fg o) = y —— = —
’ b+t —ty  th—1 o +ty— fo
‘ _ h By o—1 1
und offenbar analog K, 5 = — y — =
B 41—t t,—1, W —|—[ —«tl
Nun ist aber o' —h =1t,—1,, d. h. h—1t, =" —1{,

somit b+ ty— 1ty = h' - ty—4t;, womit Relation XIII bewiesen ist-



[in numerisches Beispiel moge die vorangehenden Ausfithrungen
erlintern: Gegeben set eine gemischte Versicherung mit Eintrittsalter
35 und Dauer 35 Jahre. Nach der Tabelle im Anhang hat bei einem Iind-
alter von 70 und Eintrittsalter unter 39 Jahren eine Zonenaufteilung
beim Alter 50 zu erfolgen. Die erste Zone geht also von 35 bis 50, die
zweite von 50 bis 70 Jahren. Wir rechnen nach den Grundlagen
S. M. 89/44 zu 2% 9%,.

Fiwr die erste Zone berechnet sich I' nach der A/B-Regel zu

(5V —a¥)8  (0,34526 — 0,17401)
7 L O o s 1,142857 = 1,1247
J (15 —8) 0,17401

und demzutolge die Reserve

0,34526
V= : 0<t<15.

TR
1J%W(~f-1)—k1

Miir die zweite Zone berechnen wir die Konstante, die wir hier mit
" bhezeichnen wollen, ebenfalls nach der A/B-Regel zu
=4

Fle ———— =- = 1,3369
(257 — 157) (0,62544 — 0,34526)
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und daraus das fiir das rickwirts bis ¢ = 0 verlingerte Intervall
giiltige I nach Iformel XIII:

S Ved

1 — 0,3860 00 41 — 15805
Y ?0 I_ L= L, .

Hieraus berechnen wir (V' nach Formel X1V, nimlich

15 (1—0,34526
V' = 0,34526 — — S 22

- = 0,03632,
20 1,5895

also ergibt sich der Reserveverlauf der zweiten Zone aus

1—0,03632
V = 0,03682 + , 15 <

1,5895 - 1)+1
Ohne Zonenecinteilung hitten wir fiir #' nach der A/B-Regel erhalten

I Loy ® e
T\ Tl

VAN
A
[u]
914

und als Reserveverlauf fiir die ganze Dauer von 35 Jahren:

1
tV = == —

85 7
1,4857 (‘]‘ . 1> 1

Natiirlich wiire das letatere Vorgehen einfacher; die folgende Zu-
sammenstellung mit der Auswertung vorstehender Formeln fithrt aber
deutlich vor Augen, welch grosse Verbesserung in der Approximation
bei Versicherungen langer Dauer resp. hohen Fndalters mittels der
Zoneneinteilung erreicht werden kann.
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r tV tV
appro- appro- Differenz
¢ gol IKHI ﬁ;:; :I ‘gr,:’, a Difforenz 1}|r(1iiltI \2351 T igc(lll’:(:u(elﬁr
Dauer Zonen Reserve
%00 %00 %00 %00 /00
1 20,24 20,07 —0,17 20,62 0,38 1,88
3 62,12 61,30 —0,82 62,79 0,67 1,08
5 105,76 104,01 — 1,75 106,25 0,49 0,46
T 150,92 148,31 — 2,61 151,07 0,15 0,10
9 197,43 194,27 — 3,16 197,31 —0,12 — 0,06
11 245,19 241,99 — 3,20 245,04 — 0,15 — 0,06
13 294 44 291,58 — 2,86 294,33 — 0,11 — 0,04
15 345,26 343,14 — 2,12 345,26 — —
17 397,65 396,80 — 0,85 395,50 — 2,15 — 0,54
19 451,71 452,69 0,98 448 41 — 3,30 — 0,73
21 507,55 510,95 3,40 504,20 3,35 — 0,66
23 565,31 571,74 6,43 563,12 — 2,19 — 0,39
25 625,44 635,21 9,77 625 44 o —
27 688,54 701,56 13,02 691,46 2,92 0,42
29 755,72 770,99 15,27 761,51 5,79 0,77
31 828,38 843,70 15,32 835,99 7,61 0,92
33 908,64 919,95 11,31 915,32 6,68 0,74
36 1000,— 1000,— o 1000,— e —

Es ist zuzugeben, dass die hyperbolische Interpolation bei Ver-
sicherungen mit Endaltern itber 65 Jahren auch bei Zoneneinteilung
nicht so geringfiigice Abweichungen vom genauen Reserveverlauf
aufweist, wie bei Versicherungen mit niedrigerem Kndalter. Nun ist
aber daran zu erinnern, dass die F'-Methode nicht zur Berechnung von
Finzelreserven, sondern zur globalen Deckungskapitalermittlung
dienen soll. In diesem Zusammenhange ist die Feststellung wichtig,
dass der pro Intervall durch drei Reservepositionen fixierte Reserve-
verlauf im allgemeinen vor und nach dem mittleren Fixpunkt entgegen-
gesetzte Abweichungen gegeniiber der genauen Reserve aufweist.
Infolgedessen ergibt sich schon innerhalb der einzelnen ¢-Gruppe durch
die Versicherungen mit verschiedener Dauer bzw. Zonenlinge eine
gewisse Kompensation der Abweichungen, und in noch weit hoherem
Magse ist dies der Fall in dem alle ¢-Gruppen umfassenden Gesamt-
portefeuille.

Formel XIII stellt einen Spezialfall dar einer allgemeineren
Beziehung zwischen den Konstanten verschiedener Intervalle bei fest
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gegebener Interpolationshyperbel. Iis sollen zwei Intervalle, (¢, ¢,) und
(ty ty), vorliegen (siehe Figur).

A
A
/‘ n' (s
\
/( i =
7 4
- AP
\fo ff l‘z (‘3

s gilt:

n:tl_'to, 'n’ :ts—tz, ?‘b'—'n :ts_‘tz—'tl _I"‘to, h,—hztz—"too

h —n Fg,y—1 1
'FEO 1) — ’ '(0 )y — L+ = ———» - — iy
' n -+ h ' - h —n n -+ h
h' .Y B s 1
B = ——y By —1=——"—) e —,
’ n' -+ h' ' n' 4 h' —n' n' -+ h'
n' n B
e =n-+mn , — b,
Foy—1  Fopn—1
woraus
n' (Fy y—1) (t3—t
foml = RRCEOEC )—31) (:)4)’
- + ' BB 1 (0,1) 371
Fo,n—1
F tt) - t 7 t = t
By = o1 (e —1) + (L 0)_. XV)
F(o. 1) (tl —1y) + (ta *’“ to)
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Nehmen wir nun den speziellen Fall, dass die beiden Tntervalle gleichen
Anfangspunkt haben, also ¢, = ty, so folgt

PR . Yt 1 B Yo 1
o (b= o) = (Bo,1y = 1) (Es— 1) n 4 o,y — 1) (n—n)
K : (XV
£ — —— ‘ o I)
(0,3)
Foy—1
1— O
Fig,

Da in diesem Sonderfalle ¢ fiir beide Intervalle vom gleichen Anfangs-
punkt ¢, aus gezihlt wird, gilt hier offenbar

- 1 n
B ( o l) 1 " Hay=hH—=m)
m /
) Foy =) b —1

(F(o, g —1) {n+ (—Z’Eo, y—1) (n— w)) Foy—1
und demzufolge Fog = wV Fyy—1) + 1.

Setzen wir nun als zweiten Spezialfall ¢, = t,, d. h. die beiden Inter-
valle sollen verschiedene Anfangspunkte, aber gleichen Endpunkt
haben, dann folgt sofort

7 ) A— 1) (f, — i
gy —1 = ( “’-_?}_)_______}) ‘(f‘,’,,,.“,,,,t,‘“’_)_ — (I gy — 1) "

(ts — o) n

Dasg ist die bereits bekannte Relation XIIT (wenn nur dort Index 1
durch 2, und Index 2 durch 3 ersetzt wird). I"ir die Praxis ist insbe-
sondere dieser zweite Sonderfall von grosser Wichtigkeit.

Aus den aufgezeigten Beziehungen zwischen den Konstanten It
verschiedener Intervalle ergeben sich Folgerungen, die sowohl in
theoretischer wie praktischer Hinsicht von grosser Bedeutung sind:
Wenn die Interpolationshyperbel fest vorliegt, kann das Interpo-
lationgintervall nach Belieben verkiwrzt oder verlingert werden, insbe-
Sondere kann der Anfangspunkt (von welchem aus ¢ zithlt) frei gewihlt
werden. 108 kann also eine Versicherung in jede beliebige ¢-Gruppe

10
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einklagsiert werden, ja theoretisch ist es mdoglich, durch kiinstliche
Vor- und Nachverschiebung alle Versicherungen eines Portefeuilles
in die gleiche {-Gruppe einzufiigen, so dass also eine Gruppeneinteilung
itberhaupt entfillt. Allerdings wird man diese theoretische Méglichkeit
nicht praktizieren, denn die der I-Methode entsprechende Einteilung
nach Gruppen gleicher verflossener Dauer entspricht der natiirlichen
Bestandesentwicklung eines Portefeuilles. Trotzdem ist die genannte
Verschiebungsmoglichkeit von grosser Bedeutung, einmal in bezug auf
die bereits besprochene Zoneneinteilung des Reserveverlaufs, und so-
dann bei der Behandlung der sogenannten riickdatierten Versicherungen.

Unter riickdatierten Versicherungen verstehen wir solche, deren
Beginn frither liegt als thr Zugangsjahr (z. B. zufolge Priimien- oder
Reservenachzahlung u. 4); um solche Versicherungen in der natiir-
lichen Iolge ihrer Policennummer einordnen zu kénnen, miissen sie
in die Gruppe ihres Zugangsjahres, und nicht in jene des Versicherungs-
beginnes, hineingepasst werden. Nach den vorgiingigen Austithrungen
ist bei einer Riickdatierung um k Jahre wie folgt vorzugehen: Ist I
die Konstante des Normalfalles (Beginn im Zugangsjahr, Versiche-
rungsdauer n), so ist im Moment des Zuganges pro EKinheit der Fr-
lebensfallsumme also die Reserve

n
F(E—_ 1) Jo 1

vorhanden. Man bestimmt nun nach Relation XIII die auf der Dauer
n — k basierende Konstante

oV’ =

n—k

B = (F—1) +1,

'l

und die Reserveformel lautet dann, wenn ¢ vomm Moment des Zuganges
aus gezihlt wird,

(1—oV")
7 == PP el . (XVII)

Bei gemischten Versicherungen gestaltet sich die Sachlage besonders
einfach.
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kro VX,FI?

0V’=ka’Fﬂ

Fls ist hier offenbar

F' < (1 _i.:-}-uI/:r:ﬂ) o a.t-HH—a, n—k—a| (1 - aI/:cch,wT:ﬂ) ®

-
= —

(k+aV1'h |~ &V 1) (n—k—a) Ay, iR~ Prtbita, ndid] aVa:+k.n—k (n—k—a)

D. h. die Konstante ist hier gleich jener fiir eine gemischte Versiche-
rung mit gegeniiber der Originalversicherung um % héherem Eintritts-
alter und um k verkiirzter Dauer. Fir die Reserveberechnung hat
Sich diese Konstante natiitlich auf die um V' =,V .. reduzierte
Summeneinheit zu beziehen, wie in Formel XVII ersichtlich.

In ganz analoger Weise wie Riickdatierungen kénnen auch Nach-
datierungen behandelt werden, was z. B. praktisch in Frage kommen
kann, wenn eine Risikoversicherung besteht, die iiber das Jahresende
hinausreicht. Wir haben also folgende Zusammenstellung:

Normaltall:
1 1 _aV
tV-—: ’ F:L )as 0<a<n.
" J(n—a)
P} 1)+
Ritckdatierung (um die Zeit k):
1 . Vt n— k
Vo=V S s By = &' —1) + 1.

n—=Kk n
'F(N—k) (—E—'—' == 1) _I_ 1



— 152 —

Nachdatierung (um die Zett 1):

147 n 1
JR . B WO R L RN
‘n 41 n
En-H) (ﬁ— - 1) -t 1
Normalfall i
o
a n /;in

Rickdatiervng

Nachdatiervng ,:
|

¥
|
|
=T :

B ! S
OL r—————ﬁﬁ-_:r_- ____.._.;;}[
{ n tensl

Vielleicht ist es ganz nittzlich, ein numerisches Beispiel zur Riick-
datierung zu geben, wobet wir auf die zur Illustration der Zonenauf-
toillung durchgefithrte Rechnung zuriickgreifen. Angenommen, die
behandelte Versicherung (gemischt, x — 85, n = 35) sei um 5 Jahre
riickdatiert, also & = 5. Die erste Zone umfasst nunmehr nur noch
10 Jahre, wobei ,V’ gleich ist der Reserve ;V der nicht riickdatierten
Versicherung, mithin 106,25%, betrigt. Die Konstante I fiir die ver-
kiizte erste Zone berechnet sich aus jener der unverkiwzten Zone

. 10
(1,1247) nach Iormel XIIT zu I = 0,1247 T 1 = 1,0831, und
19
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es 1st 0,34526 — 0,10625
V= 0,10625 + m , 0<t<10,
1,0831 (7 — 1) +1
also z. B. 0,23901
,V = 0,10625 + — = 151,07 9y,

1,0831 -4 41

d. h. eleich der 7. Reserve der gleichen Versicherung ohne Ritckdatierung.
O o]

Piir die zweite Zone hatten wir ein urspriingliches I'" = 1,3369, dessen
Basisintervall von 20 Jahren nach Formel XIII ruckwirts um 10 Jahre
statt um 15 Jahre, wie 1im urspriinglichen Beispiel) zu verlineern ist

b O {') b
also

- ‘ 50

I — 0,3369 0 + 1 = 1,5053.

Daraus berechnen wir nach Formel XIV:

10 (1 —0,34526)
V= 0,84526 — — 0,12778.
20 1,5053

Mithin gilt 1—0,12778
V =0,1271718 + ——— , 10 <t < 80,

/80
1,505 (--E—ml 1

7. B. 0,87292
sV = 0,12778 - -
1,5058 - 0,66667 | 1

= 5635 1 2 0/00

entsprechend der 23. Reserve der nicht riickdatierten Versicherung.

Am Schluss der letzten Publikation zur I'-Methode in Bd. 51, 1
haben wir darauf hingewiesen, dass die Méglichkeit besteht, durch
Zusammensetzung einfacher hyperbolischer Reservekurven auch Ver-
sicherungen erfassen zu konnen mit Reserveverlauf, der nicht vom
Typus der gemischten Versicherung ist.

Sei V= und V,= —
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so erhalten wir z. B. aus
Vi=E&+)N—FV (XVILI)

durch Variation der Konstanten k und ! einerseits und der Konstanten
F, und F, anderseits eine Vielfalt von Kurven, iiber welche sich eine
Ubersicht nur gewinnen lisst, wenn die Variationen systematisch
vorgenommen werden. Wir haben genannten Ortes ein Beispiel ge-
geben fir den Fall n = 20, I =1, F; = 1, F, = 1,5 und k allein va-
ritert. Hs 18t klar, dass der Ansatz [ = 1 in XVIII zu Kurven fiihrt,
die alle durch die Punkte (0,0) und (n,1) gehen, wogegen [ = 0 Kurven
mit den Fixpunkten (0,0) und #,0) liefert. Statt sich bei der Systematik
der Variationsmoglichkeiten von XVIII der Konstanten F, und F,
direkt zu bedienen, kann man sich aut ,,V; und ,,V, stiitzen, indem

ja bei hyperbolischer Reservekurve die Beziehung gilt |,V = F——T .
_I_.
Auf diese Weise kann man bei den Variationsmoglichkeiten in ein-
fachster Weise die Funktionswerte fir ¢ = 0, ¢ = 3 und ¢ =mn fest-

legen.
Setzen wir, um ein Beispiel zu geben, n = 10, so haben wir fiir

den Reserveverlauf V7 = » , bei welchem wir 1im

F<_;".—1>+1

Ansatz fir .V in Differenzen von 100°/y, fortschreiten (was beliebig
enger gestaltet werden kann), die folgende Tabelle:

; ﬂ/2V=0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 0,4 0,3 0,2 0,1

I

%00 %00 /00 %/o0 /00 0/00 /00 %00 %00
1] 500,— | 307,69 205,88 142,86 100,—| 68,97 45,45 27,03 12,20
21 692,31 500,—| 368,42 272,73| 200,—| 142,86] 96,77 58,82 27,03
3| 794,12 | 631,58| 500,—| 391,30| 300,—| 222,22 155,17 96,77 45,45
4| 857,14 727,27 608,69 500,—| 400,—| 807,69| 222,22] 14286 68,96
65| 900,—| 800,—| 700,—| 600,—| 500,—| 400,—| 300,—| 200,—| 100,—
6| 931,03| 857,14 777,78 692,31| 600,—| 500,—| 391,30] 27273| 142,86
T 954,55 903,23 844,88 777,78 700,—| 608,70 500,—| 868,42 205,88
8| 972,97 941,18] 903,22 857,14| 800,—| 727,28| 631,58 500,—| 307,69
9| 987,80 972,97 954,54| 931,03 900,—| 857,15 794,12 692,31 500,—
10 { 1000,— | 1000,—{ 1000,—| 1000,—| 1000,—| 1000,—| 1000,—{ 1000,—| 1000,—
B
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Sel nun beispielsweise { =0, k=1, ,,/; =900 %y und ,,V,
soll variieren, so ergeben sich gemiiss XVIII Kurven, von welchen in
nachgtehender Figur einige ausgezogen sind (die Anschriften geben
den Wert von ,,V;). Setzt man i =0, k =1, .7, = 100 %/, und va-
rilert ,,,;, so ergibt dies Kurven, wofiir in der Figur einige Beispiele
gestrichelt eingezeichnet sind (die Anschriften geben den Wert von
w2V1). Derartige Kurventypen liessen sich zweifellos auch zur Wieder-
gabe von Verteilungen in der mathematischen Statistik verwenden.
Es wiirde sich dabei allerdings um rein deskriptive Frfassung einer
Verteilung handeln ohne spekulative Bezugnahme auf die Wahrschein-
lichkeitsrechnung (wie etwa bei den Pearsonkurven mit Ausnahme des
ersten und siebenten Typus).

0 ) 19

Um ein weiteres Beispiel zu geben, setzen wir I = 1 und geben die
Bedingung vor

e (6 + 1) Vi — Vs = 5. (XIX)
Auf diese Weise miissen wir nach XVIII Kurven erhalten, die alle
durch die drei Punkte (0,0) (%,5) und (n,1) gehen. Fir den speziellen
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Fall s = 1 sind in neben-
stehender F'igur einige Kur-
ven ausgezogen, wobei sich
die Anschrift auf XIX be-
zieht. Setzen wir dagegen
s = 0, so resultieren Kur-
ven mit den Fixpunkten
(0,0), (3,0), (n,1), wotir
in der TFigur ebenfalls
einige  Beispiele einge-
zeichnet sind.

Formel XVIII
natiirlich nicht die einzige
Moglichkeit von Kurven-
7. B.

18t

zusammensetzung,
liefert

¢ ,
V= 7 + k(W — ¢V2>

interessante Kurvenziige
von (0,0) nach (n,1), und
die Beispiele liessen sich
beliebig vermehren.

Fiir die Interpolationsformel der Einzelreserve gilt

wenn

1 tG2
B n G —tH’
P ) |
t .
, F—1 1
G=— und H = ; - =@ ( —— G),
) (I'n)? n



— 157 —
und der Ubergzmg von den Hinzelreserven zur globalen Reserve-
berechnung erfolgt mittels der Approximation

12 Y /A2
~ G L))
N e

Uber die Giite dieser Approximation lisst sich generell kaum etwas
o]

(XX)

H,
aussagen. Setzen wir ¢ —* = g;, also tH; = (i, &;, so folgt beziiglich
i
der linken Seite von XX
o G LG

G,— ¢, 1—e

und fir die rechte Seite ergibt sich

TN o Nl
N i )1 e tz(;i(l N ‘i)
2iG—t> H, G,
g | S e (S Qe
fomcerem t(;,\_:l(;i "‘}‘ E (]!,: Ei _'l" (—-JM‘LWS.)A _l— (g‘_ljif"'?-_— I_' .. |)-
NGOGy

Die beiden Reihen unterscheiden sich erst vom dritten Glied an,
und die Annahme scheint darum berechtigt, dass XX eine gute
Approximation darstellt. In dieser allgemeinen I"orm wiire der Schluss
jedoch voreilig. Vor allem 1st klar, dass fiir G; = G = konstant, und
H; — H = konstant, die Approximation XX zur Identitit wird, denn
man hat dann, wenn N die Zahl der Versicherungen ist,

v e N2 G2
G—tH NG —INH'

Im wbrigen aber ist es leicht, fir (; und H; Werte zu finden, welche
eine schlechte Approximation ergeben. Die Frage ist darum dahin-
gehend zu priizisieren, wie sich die Approximation stellt, wenn fiir G,
und H; Werte im Rahmen der praktischen Versicherungsrechnung
eingesetzt werden. Auf Basis der Grundlagen S. M. 39/44 zu 2149,
Z. B. ergeben sich fiir gemischte Versicherung

bei =10, n = 10 : G = 87,97 %4, H = 1,0588 9/,

bei =10, n = 55:G = 9,829, H =0,0821Y/,.
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Wenn wir daher die beiden Wertepaare

i Betracht ziehen, so haben wir fiir gemischte Versicherung bei unserer

Zoneneinteilung die praktisch moglichen Extrema. Nun ist z. B. fiir

=218 .
82 802

G,—8H, * G,—8H,

8(G, + G,)2
GG g9y,
G+ G — 8 (H, + H,

— 868,21 %y,

also eine an Prizision grenzende Ubereinstimmung.

Man kann auch auf anderem Wege versuchen, die Grenzen tiir
die Approximation XX abzustecken. Wenn wir auf der rechten Seite
der Approximation > G; = (; und >} H; = H setzen, so haben wir

Z tGR 1G*
G—tH, §G—t8

d. h. eine Summe von Hyperbeln wird hier durch eine Hyperbel appro-
ximiert. Ausgehend von der Hyperbelgleichung (,V —g) (t -+ h) = — k?

n+h
fanden wir, dass unter der Bedingung (V' =0 und ,V =1, g = il
n

Q2
= F), dass —¢ = —,

sein muss. Man verifiziert leicht (weil

o3 n-+h H
—h = — und k* = —, so dass wir die Hyperbelgleichung auch
schreiben konnen
v n)(t G) b XXI)
HEN—H) =~ (

Haben wir nun zwei Hyperbeln, gekennzeichnet durch G, H, und
Gy, Hy, so folgt durch Addition der beiden beziiglichen Gleichungen

(V+V)t—[—(Gf+Gg)t T (XXII)
t"1 t"2 Hl H2 tlHl t2H2 .
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Aus der rechten Seite von XX dagegen folgt

G+ Gy)®
Mt = e i+ Hy)
”der ( 1+ 2) 1 2
Gy + Gy)? G, +G G, +G
(tV1 + V)t + Li—%z't _tVl e ¢V2 — 1 =0
H, + H, H,+ H, H, + H,

Nun sieht man, dass letztere Gleichung mit XXIT identisch wird, wenn

7y - (ry ) Gy + Gy

H, H, H,+H,
In Fortsetzung des Gedankenganges (Schluss von n auf n - 1) ergibt
sich, dass die Voraussetzung fiir gute Resultate der Approximation XX
in der Bedingung liegt

G 26 |
— o~ 1=12,8, ... N. (XXIII)
H, M H,;
G,
Dag heisst: die Streuung der Quotienten A um den Mittelwert
216G X

= . ist massgeblich, wobei die empirische Ieststellung ergeben hat,
H
2 H,
dags eine Variationsbreite von - 809 noch sehr gute Resultate
gewiihrleistet. Iis diirfte sehr interessant sein, gerade diese I'rage des
Verlaufs der Fehler der Approximation in Abhiingigkeit von Grosse

1
. : =L
und Verteilung der Quotienten 2 noch genauer zu untersuchen.
i
Die Bedingung XXIII wire auch direkt aus XX zu folgern.
Denn ey ist klar, dass XX nicht nur zur Identitit wird, wenn

G; = @ = konstant und H, = H = konstant, sondern es geniigt, dass

G,
— — konstant. In diesem TFalle ist ( = Gk, H; = Hk;, also

H.

1

¢ ¢, G5k @
~—— = — = konstant und = - = — = konstant.
H, o NH, HYk H

Um den Einfluss der Variation von ; und H; auf die Giite von XX
Zu studieren, geniigh es also, fiir G; einen festen Wert anzusetzen und

y . G
H, allein zu variieren, d. h. den Einfluss der Anderung von H, in o
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zu betrachten. Auf Basis der Grundlagen S.M. 39/44 & 214 %, haben
wir z. B. fir gemischte Versicherung

G
o =85, m=15: G =5433 %, H=06104%, - =8L04,

z =85 n—=20:G=38349,, H = 044719,

x =385, n=25:G=2908%, H =0317509,,

3
Der mittlere Wert von —— in einem Portefeuille diirfte also in der

i
Nihe von 85 liegen. Einem H = 0,59/, entspricht dann ein
(f = 42,5 %/y,. Setzen wir letzteren Wert als fest an, so kénnen wir
eine Tabelle folgender Art anlegen:

G = 42,5, Vi = GG, —tH))
1 G/H,; H,; t = 10 t = 156
%00 /00 %00
1 60 0,7083 510,— 850,—
65 0,6588 502,97 830,64
H 70 0,6072 495,80 811,36
4 5 ‘ 0,5667 490,39 796,89
5 80 0,5313 485,72 784,63
6 85 0,5 481,67 774,11
7 90 0,4722 478,12 764,99
8 95 0,4473 474,99 757,01
9 100 0,425 472 22 750,—
10 E 105 0,4048 469,74 743,76
11 110 0,3863 467,49 738,14

Nunmehr kann man die Giite der Approximation

He 2 1)
i) —¢ 3 1) H,

SH05~ 5

untersuchen, indem man fiir f(z) verschiedene Verteilungen einsetzt.
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Im folgenden sind nachgenannte Verteilungen in Betracht gezogen:

—
i |1 ]els|als 6|7 89011 Y
1 | ) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11
b 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 G
c 0 0] 0 0 0 1 1 1 1 1 1 6
fiyda | 1] 2|8 4|5|6[5[]4]3]| 2|1 36
e 111107 9 8 7 6 5 4 3 2 1 66
f 1 21 ¢ 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11 66
g | 6| 5|4 |32 1]|2|3|4]| 5] 6| au
Die numerischen Resultate sind die folgenden, wobei
4= 30 Pl
= INET = < e
G ) fli)—t S foi) H,
b= 10 t =15
£(0) a | B A/B A B A/B
« 532911 532517 1,0007 8601,53 8584,71 1,0020
b 2966,55 2965,18 1,0005 4847,63 4842 60 1,0010
¢ 2844 23 2843,94 1,0001 452801 4526,82 1,0003
d 17397,71 17390,48 1,0004 28032,38 | 2799848 1,0019
e 32429 27 | 32407,76 1,0007 5279948 | 52705,75 1,0018
f 31520,05 | 31507,00 1,0004 | 50418,88 | 50364,03 | 1,0011
7} 19906,06 | 19885,87 I‘ 1,0010 32181,33 | 3209515 1,0027

out iberblicken. Wie bereits

Die Sachlage lisst sich jetzt ganz

erwithnt, ist die Giite der Approximation XX davon

abhiingig,

wieweit die Bedingung XXI1I erfiillt ist. Nennen wir den Quotienten

G,

! . 5 s - . - . y " " i
0= K;, und es sei F(K) die Verteilung von K;. Iis ist dann die
H,

Approximation um so besser
L. bei gegebener Variationsbreite, je stirker sich die Verteilung um

n-

ein bestimmtes /; zusammendriingt und jo grosser dieses I ist,
2. bei gegebener Gestalt der Verteilung, je kleiner die Variations-
breite 1st,
3. bei gegebenener Gestalt und Variationsbreite der Verteilung,

je weiter das kleinste IV, von 0 entfernt 1st.
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Die nachstehende graphische Tabelle, welche F, in Funktion von

i

K; und n; darstellt <es ist F, = — ), gibt eine gute Handhabe

K, —mn;
zur Beurteilung der Frage. Auf gleicher Zeile liegen alle Versicherungen
mit K; = konstant (d. h. wenn alle Versicherungen eines Portefeuilles
sich auf eine Zeile konzentrieren wiirden, entstinde in Anwendung
von XX kein Fehler). In gleicher Kolonne stehen die Versicherungen
gleicher Dauer. Auf gleichem Strahl von 0 aus liegen die Versiche-
rungen mit I; = konstant, also mit gleichem Reservesatz fiir ¢ = 7.
Die Versicherungen eines Portefeuilles liegen demnach in einem hori-
zontalen Streifen der Tabelle, dessen Projektion auf eine Vertikale
die Verteillung I'(K) ergibt.

Tar K; = konstant variiert I; innerhalb praktisch vorkommender
Versicherungsdauern um so weniger, jo grosser K, ist. Daraus folgb
ohne weiteres, dass bei gegebener Anzahl und Verteilung der K;-
Werte eine Verschiebung einzelner derselben von 0 weg auf das Re-
sultat von XX von weit geringerem Iinfluss ist als eine Verschiebung
in Richtung gegen 0, insbesondere wenn dadurch die eine Grenze des
Variationsstreifens in die Nihe des die Approximation gefihrdenden

Strahles F; = oo, (d. h. ,,V; == 0) kommt.

1

5o

5

100

125

150

175

200

WV 500 %92 483 y7e ey 455 ¥y
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Anhang

Zoneneinteilung der Versicherungsdauer (n)
bzw. Pramienzahlungsdauer (m) bei Endalter itber 65 Jahre

—————

Enda ; Unter- Unter- -
X »Fliﬂl‘ ]}u}lingtil?tkbls teilung M:]Telits teilung E"i?tlé'i_ts t-[iggﬁg
oder altse beim ) beim ¢ ' beim
z +m Alter von bis Alter von  bis Alter
66 35 46
67 36 47
68 37 48
69 38 49
70 39 50
71 40 51
72 41 52
73 42 53
T4 43 54
75 44 55
76 25 36 56 T0 26-45 56 170 46-59 70
7 26 37 57 71 27-46 57 Tl 47-60 71
78 27 38 58 T2 28-47 58 T2 48-61 72
79 28 39 59 73 29-48 59 173 49-62 73
80 29 40 60 T4 30-49 60 T4 50-63 T4
81 30 41 61 75 31-50 61 75 51-64 75
82 31 42 62 76 32-51 62 T6 52-65 76
83 32 43 63 T7 33-562 63 77 53-66 7
84 33 44 64 T8 34-53 64 T8 54-67 78
85 34 45 65 79 35-54 65 79 55-68 79
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