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Iiin weiteres Verfahren zur niherungsweisen
Primienbestimmung in der Invalidenversicherung
bei Variation der Rechnungsgrundlagen

Von Ernst Zwinggi, Basel

In Band 49 (1949) der «Mitteilungen» haben wir ein Verfahren
entwickelt, das mit geringem Aufwand die Primie fiir die Invaliden-
rento niherungsweise zu berechnen gestattet, wenn der Parameter ¢
im Ansatz fiir die einjihrige abhingige Invalidierungswahrscheinlich-
keib *1, = o -+ f¢® varitert wird !). Im folgenden wollen wir eine weitere
Methode zur Lisung der gleichen Aufgabe darlegen. Den Ausgangs-
punkt zum neuen Verfahren bilden Iirgebnisse, die wir im Zusammen-
hang mit der Erfassung einer Zinsfussvariation bei der Priamie der
Todestallversicherung gefunden haben 2). Dag neue Vorgehen ist noch
genauer als das frithere, ohne aber mehr Rechenarbeit zu bedingen.

Sei p* die Wahrscheinlichkeit fiir einen Aktiven, innerhalb Jahres-
frist invalid zu werden und das Invalidierungsjahr zu iitberleben. Dann
lisst sich fiir p® unter Verwendung der iiblichen Symbole schreiben 3)

&£

aa

3 - N qx q:, :
p% = (1—¢hi (1 —2 - —~).
= i1 -+ 2

Wir nehmen an, die Sterblichkeit der Invaliden sei gleich der
allgemeinen Sterblichkeit; das hat zur Folge, dass ¢, = ¢, = ¢%* und
somib pf' =1, (1 —q,). Schliesslich ersetzen wir im Ansatz fir die
Priimie die Aktivititsordnung durch die Uberlebensordnung. Wir

1) Variation der Rechnungsgrundlagen in der Invalidenversicherung, 3. 158
bis 164.

2) A study of the dependence of the premium on the rate of interest (Skandi-
navisk Aktuarietidskrift, 33. Jahrgang, 1950, S. 88-97).

%) Vgl. « Versicherungsmathematik», 5. 27, Formel (42).
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konnen dann die Jahresprimie fir die Invalidenrente «1», zahlbar
erstmals Einde Invalidierungsjahrt), letztmals im Alter von z +n—1
Jahren, darstellen als

n—2
\NY bl i . )
,\/_J A A e ) Gy g 4120171
i o t=0
] = = P e
Mot
L ‘et
1=0
n—2

E Dx-H—}-i Yot Qo tp1in-i-1]
=0

: (1)

n—1

ZD:::-H
t=0

Tir den Verlauf der einjihrigen unabhingigen Invalidierungs-
wahrscheinlichkeit %) nehmen wir die Makehamformel an, also

i, = o B @)
n-1
gleichzeitig kiirzen wir ab mit >\ D, ,, = N,... Beziehung (1) lautet dann
i=o
n:_«12
;_,0 et Qg b1 oo
P;,T &, ,C = ® = +
(B, ¢) N
n—2 t
;‘JO c** Da:»}-t—l—l Gyt 41 T m-i-1)
Je glas e = 3
p N (3)
= Iy(2) + Ky(f,0)- 4)

Die Variation von « und 8 bedarf wiederum keiner Erliuterung;
wir haben also nur K, (B, ¢) niher zu untersuchen.

1) Das Verfahren ist genau gleich durchfithrbar, wenn festgesetzt wird, die
Rente beginne durchgchnittlich in der Mitte des Jahres zu laufen.

?) In der eingangs genannten Untersuchung bezog sich der gleiche Ansatz
auf die abhingige Wahrscheinlichkeit, was an sich belanglos ist.
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n—2
J(e) = DV Dyt Oy (5)
t=0

Sel mit

bezeichnet; filr elnen bestimmten Wert ¢, von ¢ ist dann

n—2

1 O Lkt

J(Uo) - 2_1066' D.m-e-i-la'.:-!-t-H:n—t—li' (6)
b=

Woe—€

Terner wird ¢y = € = exp [wy] und ¢ = €* = ¢""° = exp [wy— ¢|

gesetzt; damit geht (5) tiber in

n—2
J(¢) — t‘\/;;l) exp [— e(@ + 0] exp [wo@ + O] Doprps Gepr gt iy =
N2
= Sexp[—e(@ + )] fl@ + ) = F(o). )
t=0

Fiir die spiatere Auswertung fithren wir neue Kommutationszahlen
eln gemiss

fl@ + 1) = exp [wy(@ + O] Dypyiq Cuppgromicn) =
= exp [wo(® + )] (Nop 41 — Ney) = Na:-u—u:?nii:i’]- (8)

Wenn ¢ = ¢;, d. h. ¢ = 0, nimmt (7) die Form an

n—2
J (o) — ;Of(w +t) = F(0). (9)
Wir bilden weiter 1)
dli'(e n—2
—-#— = — > (@+1) oxp [—ele + ] fz + 1) (10)
ae t=0 .

und fithren noch unbestimmt die Grosse A(e) ein gemiiss

) () Sexp [ ol 0] fla k) = — A FE. (1)

1) Das von uns im folgenden zur Gewinnung von (18) benutzte Vorgehen
grimdet sich auf ein Verfahren, das 4. J. Lotke zur Bestimmung der Vermeh-
rungsrate der stabilen Bevilkerung entwickelte. Bei Lotka war & die gesuchte
Grésse; fiir unsere Aufgabe ist € als gegeben anzusehen und F'(g) zu bestimmen.
Wir werden in der « Notiz zur Berechnung der Vermehrungsrate der stabilen Be-
vilkerung» ein weiteres Verfahren zur Berechnung von ¢ ableiten, das in gleicher
Weise wie das verwendete zur Ermittlung von I'(€) gebraucht werden kénnte.
Beide Verfahren haben den gleichen Rechenaufwand, die Genauigkeit ist die-
selbe; es ist deshalb eine Frmessensfrage, welches Vorgehen anzuwenden ist.
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Daraus folgt dB(e) 1 1
= — 4
de  I'(e) g
nnd
F(e) .
1 = — | A(e) de. 12
n 7(0) f (e)de (12)

Zur Bestimmung von 4(g) erhalten wir aus (10) und (11) die
Beziehung

[

n—

D (@ + 1) exp [— elx + )] f(z + 1)

[=1

Ale) — (13)

n—=2

;joexp [ (@ + 8] f(z + 1)

In (13) entwickeln wir sodann exp [— &(z )| in die Reihe und
bezeichnen die Momente mit

n—2
Ry = > (@ + 1) f(z +1). (14)
{=0
Aus (13) folgt dann 42
B,—¢R, + rg-Rsu- + ...
A(e) = T (15)

RO—sRl—I—%Rz~-- dogrs

oder, wenn wir Glieder in ¢ mit hoherer als der zweiten Potenz ver-
nachlissigen,

Ae) = ag + a6 + ag &% (16)
wobel R,
g = ——,
R,
a, = a3 — R“), (17)
0
, BB, R,
Ay = @y — o gy + aR.
0 0

Gleichung (16) eingefithrt in (12) fithrt auf

F(0) , & y &3
_ ] I . . 18
@ ag € + 5 = 3 (18)

In

Die gestellte Aufgabe ist damit gelost.



Fir das variierte ¢ ist ﬂF(e)
Ky(B0) = ———, (19)
Ng
wobei I'(¢g) aus (18), d. h. aus I'(0) iiber die Gleichungen (16) und (17)
zu bestimmen ist. Die Rechenarbeit beschriinkt sich im wesentlichen
auf die Krmittlung der Momente R,, B, und I,. (Die numerischen
Beispiele zeigen, dass es fiir die praktisch vorkommenden Variationen
von ¢ vollauf geniigt, A(e) = a, -+ @, ¢ zu setzen.)
I 1st moglich, die Momente durch Kommutationszahlen gemiiss
(8) auszudriicken; man kann sich leicht iiberzeugen, dass gilt

IL‘) = \’I Flon-L|? (20)
B, = ¢ Ry + 82, o (21)
Ry = 22 Ry + 22(B, — aRy) + S8y + S pam- (22)
Die U berfithrung der Momente in Ausdriicke mit Kommutations-

zahlen lisst sich etwas einfacher gestalten, wenn Gleichung (13) wie
tolgt geschrieben wird,

2
;;zoct D:I?-H 1 Qg =T
mi(d' ﬁ ) == I(I(a) _I— ﬂ(‘l T
Nm|
= K () + " Ky(8,¢). (23)
Sinngemiiss ist dann
J(C):‘-,__J)O Dyt Coppptin i (24)
£ =
zu setzen, worauf -
(e) = >l exp [—et] flx + 1) (25)
i=o
wird mit - \ ‘
f(iL' + [) = 0\p [wO t] -1 -t [ 'LVJ?'!'H) . (26)

Der Gang der Ableitung bleibt sich von hier an grundsitzlich
gleich; die Momente (14) nehmen die Gestalt an

. n—2
N\ T
R, = D\ tflz +1), (27)
{=0
die iibergefithrt werden konnen in etwas einfachere Ausdriicke als wie
sie (20) bis (22) darstellen. Datiir muss man aber hinnehmen, in (23)
die Grosse ¢* fie das variierte ¢ jedesmal zu bestimmen,



— 176

Abschliessend wollen wir die Giite der Ndherung durch ein Zahlen-
beispiel belegen. Die Voraussetzungen sind in wesentlicher Uberein-
stimmung mit der frithern Methode die folgenden:

Sterbetafel: SM 1939/44.
Zinsfuss: 89,
Parameter der Makehamformel « = 0,004, f = 0,00009 und ¢ = 1,10.

Variierter Parameter ¢ = 1,11 und ¢ = 1,12.

Tabelle 1 zeigt, welchen Variationsbereich fiir 4, wir mit der ge-
troffenen Annahme erreichen.

Tabelle 1: Verlauf der Invalidierungswahrscheinlichkent

@ ¢ = 1,10 e = 1,11 e =112 Z“I“]}, Ygi‘é"ii)"“
20 0,0046 0,0047 0,0049 0,0047
30 0,0056 0,0061 0,0067 0,0061
40 0,0081 0,0099 0,0124 0,0098
50 0,0146 0,0206 0,0300 0,0205
60 0,0314 0,0512 0,0848 0,0502
1 Gruppenversicherungstarife 1948, F'rauen.

Bin grosserer Variationsbereich fiir ein Schlussalter von 60 Jahren

- 0,0848 _ _ _
als — = 2,7 wird praktisch nicht vorkommen.
0,0314

In Tabelle 2 fithren wir die genaue Priamie und die niéherungsweise
(0 a &

e 0ty

auf.

bestimmte Prémie fiir 2 +n = 60 und fir In



ws 107 —

Tabelle 2: Prdamae fiir die Invalidenrente 100

—
¢c=1,11 ¢ = 1,12
Eintritts-
alter relative relative
% genau geniihert Abweichung genau genithert Abweichung
®/00 %/00
20 14,16 14,16 0,0 17,95 17,95 0,0
30 16,01 16,01 0,0 21,66 21,66 0,0
40 18,23 18,23 0,0 26,45 26,45 0,0
50 18,97 18,97 0,0 29,59 29,59 0,0

Selbst bei einer Dauer von n = 40 ist die Abweichung null.
Diese Tatsache veranlasste uns zu priifen, ob es geniigen wiirde,
1(0)

In —— = a,e zu setzen. Die Kreebnisse sind i Tabelle 3 zu-
F(e) 0 g8
(&

sammengestellt.

Tabelle 3: Prdamie fitr dve Invalidenrente 100

¢ = 1,11 ¢ = 1,12
Bintritts-
alter relative relative
z genat geniihert Abweichung genau genithert Abweichung
/00 o0
20 14,16 14,12 2.8 17,95 17,73 12,
30 16,01 15,98 1,9 21,66 21,46 9,2
40 18,23 18,21 1,1 26,45 26,31 5,3
50 18,97 18,96 0,5 29,59 99,53 2,0

Tiir eine Variation des Parameters ¢ von 1,10 auf 1,11 reicht der
F(0)
F(e)

von ¢ auf 1,12, wenn die Versicherungsdauer 30 Jahre nicht iibersteigt.

Ansatz In

- = @y ¢ vollig aus. Das gleiche gilt fir die Variation
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