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Renten und Todesfallversicherungen hsherer Ordnung

Von E. Rufener, Ziirich

Es 18t moglich, die kommutierten Zahlen zu beliebiger Ordnung
als Operatorenprodukte aufzufassen. Fiir die Operatoren zeigt man
das Bestehen der elementaren Rechengesetze (distributives Gesetz,
kommutatives Gesetz), deren Anwendung miihelos und ohne jede
Rechnung auf eine Reihe bekannter Relationen fiir die Barwerte von
Renten und Todesfallversicherungen héherer Ordnung fithrt, die in
der Regel voneinander unabhéngig, aber stets mit denselben Methoden
(partielle Integration oder Variabelntranstormation mit Vertauschen
der Integrationsreihenfolge in einem mehrfachen Integral) hergeleitet
werden.

Der Zusammenhang zwischen den Operatoren, die auf diskontierte
Zahlen kontinuierlicher und diskontinuierlicher Art fithren, wird ver-
mittelt durch eine erweiterte Eulersche Summenformel mit verall-
gemeinerten Bernoullischen Zahlen als Koeffizienten. Thre Anwendung
fihrt auf eine Formelgruppe, die den Zusammenhang herstellt zwischen
Grossen wie (Id),und (1a),, (II1d),und (I1a),oder den entsprechenden
Barwerten fiir die Todesfallversicherung.

Fs ist uns bewusst, dass die Ergebnisse dieses Aufsatzes Relationen
von arithmetisch einfacher Natur sind und dass ein Grossteil von thnen
bekannt ist. Den Zweck der Note sehen wir vor allem in einer methodi-
schen Vereinfachung: wir erhalten von einem héhern Standpunkt aus
Einblick in den einheitlichen Aufbau einer Klasse héufig verwendeter
Beziehungen, die als Spezialfille der elementaren Relation 06" = 6**°
erscheinen. Daneben vertieft die durch unsere Methode erzielte Verall-
gemeinerung das Verstindnis fiir den einzelnen Sonderfall und wird
auch damit zum Hilfsmittel fiir die praktische Anwendung.

Beniitzt wird ein sich auf die Abbildungseigenschaften spezieller
Funktionaltransformationen (Fouriertransformation, Laplacetransfor-
mation) stiitzendes Verfahren, auf das man durch die Struktur der
betrachteten Funktionen gefithrt wird. — Durch eine geeignete Funk-
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tionaltransformation bildet man die gegebenen Funktionen (Original-
funktionen) in einen «Resultatraum» ab. Komplizierte und uniiber-
sichtliche Relationen zwischen den Originalfunktionen erscheinen im
Bildraum als algebraisch einfache Beziehungen, die nach unbekannten
Grossen aufgelost oder aber in einer zur Losung des gestellten Pro-
blems geeigneten Weise umgeformt werden kénnen. Die inverse Trans-
formation ldsst uns dann aus den Ergebnissen im Bildraum auf die
gesuchten Relationen zwischen den Originalfunktionen schliessen.

1. Die Zahlen S_; als Operatorenprodukte

Die Rekursion ol 7 .

S = [Srtas =[St at, (>0 gng), (1)
x 0

die mit dem Anfangswert =D D, = 1,6% 2)

die diskontierten Zahlen kontinuierlicher Art der Lebenden zur Ord-

nung r definiert @), fithrt auf die Darstellung

'f—-(fdg)z>-eF.DJ, )

in der S, Ergebnis einer r-fachen bestimmten Integration von D, ist.
Formel (3) erméglicht aber auch eine abstrakte Interpretation: S, ent-
steht aus D, durch Ausiiben des Operators J” auf die Funktion D, .
J7 ist Operator einer bestimmten Integration, bei der der Punkt oo
ausgezeichnet ist. J” werde auf Funktionen ausgeiibt, die im Unend-
lichen von beliebig hoher Ordnung verschwinden. Fiir das Produkt
des Operators J” auf die Funktion @ (), J"{®(x)}, also fiir das r-fache
bestimmte Integral von @(z), gilt dann die Beziehung

—

T’

o oo o (4)
1 r-1 — _]:___ -1 d

Jﬁs WL[@ B d = s | B0
; b >0

&) Es ist gng §1=_Z-\—7 ,§2:§

&

bY JT {@(m)}

f(é' z)r-1 P(&)dé ist das Weylsche Integral der Ord-
nung r [1:]

1G]
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die das r-fache Integral durch ein einfaches darstellt und die fiir unsere
Betrachtungen grundlegend ist. Insbesondere wird

s ) o0

_ 1 1
§=J1D} = 5 f (§—a)' Dedt = — i f v1D,.  dt.  (5)
0

z

In (4) und (5) st eine Beschriinkung der Integrationsordnung r auf
ganze Zahlen iiberfliissig; das Ergebnis der Integration ist analytische
Funktion von r, das neben seiner Bedeutung als Ordnungszahl zur
komplexen Variabeln wird 8). Fiir unganzzahlige r > 0 interpoliert (4)
die ganzzahligen Integrale. Die hier betrachteten diskontierten Zahlen
S7 stehen somit im engen Zusammenhang mit dem Problem der kon-
tinuierlichen Integration [1], [2].

2. Eigenschaften der Operatoren J*
Mittels (4) verifiziert man fiir J* das Bestehen der Gesetze
JHED(x)} = kJ*{D(2)}, (I)
g THPE) + B} = THBy(a)} + T Dy(a)} (I
J* Iy @y(x) + by Dy(x)} = ey J*{Dy(m)} + ko J*{Do()},  (IT)

das J* als linearen Operator kennzeichnet. Die Grossen J* erfiillen
iiberdies das kommutative Gesetz (Gruppengesetz)

T [D()]} = TP D)} = JH{T[D(x)]}
ous JoJE — JeE — JB g, (I11)

Wir beweisen (III), indem wir zeigen, dass das Gruppengesetz
unmittelbare Folge des Faltungssatzes der Fouriertransformation ist.
Mit Hilfe der Funktion

1, z<0
7w =<+, B=0 (6)
0, x>0 '

i (e o]
a) 7. B. ist S_g die durch 3 th Dyyidt = Tf t Dzt dt
? 7?5

wohldefinierte Funktion.
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ist J {@(x)} als Faltungsprodukt darstellbar
J{®(z)) :f@ dgmf@ n(z— &) dE = n(z) » D(2),

so dass J*{D(x)} Faltungsprodukt von @(x) mit der Faltungspotenz
kot
T e P [0@)]} = a(e)* (o) ¥ s Dla)

wird. Weil das Faltungsprodukt kommutativ ist, entnehmen wir der
letzten Beziehung

THI D ()]} = (@) ¥*P & D(z) = J*H (D ()} = JH{J[D(x)]}. (I1T)

Beachtet man die Relation _

o, :
9(x)* = ¢ I(e) (> 0) mit n(x)*az{%, =0, (a=1),
0 , <0 ' —

50 lasst sich aus

J*(D(x)} = n(x)* » D(z)

noch mihelos auf die Formel

J* | B(x)) = FL) f (E-a DEdE, @>0) (@

schliessen.

Definitionsgeméiss sei
JP(z)} = D(z); (IV)

der Operator JO lisst @(x) unverdndert, stellt somit in der Operatoren-
menge Hinheitselement dar. Die Beziehung

o0

| pe) de — — (o)

dz

ermoglicht eine Erweiterung der Operatoren J* auf negative Parameter.

; d
Mit der Bezeichnung D = ——— folgt zunichst
i

DJ[®@)]} = B(z) oder DJ = Jo V)

D= T ist mithin zu J invers: D = J™.
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Ebenso verifiziert man fiir ganzzahlige n die Relationen
Drgr = Jo, D" J* = J*", (e =),
die D" = ( da:) J™ als zu J" inverses Element erkldren und fiir

beliebige g > 0 zur Darstellung

hinweisen. D = DL JeIE, O<g-[BlI<])

Dasg Verschwinden der Funktion @(z) mitsamt ithren Ableitungen

D' (z), D" (x), ..., im Punkt oo ist notwendige Bedingung, damit das
Gruppengesetz DPJE — JDF — Jo.

«>0, >0 (III)
oder JPJE — JEJP — gt ( B ) (

uneingeschriankt gilt 8). Die in unsere Ausfiilhrungen eingehenden ver-
sicherungstechnischen Funktionen haben die Higenschaft, im Unend-
lichen von beliebig hoher Ordnung zu verschwinden.

Im Hinblick auf spiatere Anwendungen halten wir noch die zu

F{P(); y} = o)

gehorenden Verallgemeinerungen

1
S [D(@)]; y} = R oY)
und Y (8)
F{D[@@]; v} = () p¥)
fest.

3. Anwendung des Gruppengesetzes

In der Form J* = J? J*? wenden wir das Gruppengesetz auf die
Funktionen @(z) = D, und @(x) = u, D, an und erhalten

&= J*{D,} = JE{§:F)

_ _ (9)
R; = J*{u, D} = J°{R;"}

8) Die Operatoren J* bilden wegen (III'), (IV) und (V) eine einparametrige
Abelsche Gruppe.
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Inshesondere ist D§* =5, DR* = g (10)

und d
S =D, =—7-D, = (. + 8) D,
X

somit w,D, = (J'—8)D.. (11)
Fir R gewinnen wir nun die Darstellung

Ry = J*{u,D,} = J*{(J"'=d) D,} = J*'D,—6J*D,,
also die Beziehung B = 355, (12)

die in einfacher Weise die diskontierten Zahlen von Gestorbenen und
Lebenden miteinander verkniipft.

Den Beziehungen

. ko __1?c+1 (SD . ,
(dfv>8$ U™ (e +9) ”{<0,k:2x

d\"_ >0, k= 2%
((T) B - 1D, |
z | <0, k=2x+1

2% -+ 1 konvex
PP konkav

] (k—1)-ter Ordnung ist 3).

entnimmt man noch, dass S* fiir & = ]k-ter Ordnung

D¢ konvex

e
v, By Sin o = {2%—}—1 konkav

Fir die durch ,
oe+1 Ho+1
(1%)5:_85 ED, =T, @mony (3)

T T

definierten Barwertfunktionen weist man nun miihelos mittels (9) die
Relationen

8) fk+1) (2) >0 (<< 0) ist notwendig und hinreichend dafiir, dass f (z) konvex
(konkav) k-ter Ordnung ist.

b) Diese Parameterauswahl geniigh fiir die Praxis; sie ist an sich willkiirlich
und braucht nicht das Existenzgebiet der Formel zu bezeichnen. Insbesondere ist

(IMay=1, Pa)y=20, &)= Ia), 2a)=Ila),
(I A)y = py, (DAY= A, ()= (1d),, (I*4),=(I4),.
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1
D,(I*a), = J*{D,(I""d),} = ?(}8—.[1“ (17 @), . Dy dt, (14)
- 1
D,(I*4), = J*{D,(I** 2),) Wf PE? D D (19
(@20, b= 1 ey o 1)
- nach. Sie lauten beispielsweise fiir & = 2:
g g =1 fe=2 f=8
i 1 i 1 i 1
{La), D L)y, Dy di D tasy Doy 2D D, dt
" i 0
_ 1 _ 1 _ 1 .
({Ld), = D (L A)gr 1Dy D tAzp i Dy dt oD Py Doy y
‘ 0 z0 IO
(12) fithrt noch auf die Beziehung
(" 4), = (I""a),— 6(I*d),, (x=>0)2%). (16)
4. Die Zahlen S
Sy = D\SFY, (r>0, ganz), mit S = D, = I,+"b) (17)

E=u

definiere, in geringfiigiger Abweichung zu den iiblichen Bezeichnungen,
die diskontierte Zahl diskontinuierlicher Art der Lebenden zur Ordnung 7.
S: geht aus D, hervor durch r-fache Summation und ist auffagsbar als
Produkt des Operators S” der r-fachen Summation auf die Grosse D,:

a) Exz lmaax’
) s-D,, s

(I4), =
=N,

oo :

T

- (2) D, = S'D,.

~6(Ia),, (II1A),=

(Ia),~6(I13), .
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Durch die Funktionaltransformation werden die uniibersichtlichen
iterierten Summationsprozesse abgebildet in algebraisch einfache Ope-
rationen. Tabelle 1 orientiert iiber die im Original- und Bildraum ein-
ander zugeordneten Funktionen. Die Pfeilrichtung zeigt, in welcher

Weise aut ein Ergebnis geschlossen wird. Tabelle 1
Originalraum Bildraum
P(Y)
D(z + ) M p(y)
- 1
${0@) = X0z +) ) = 5 2l (19)
. \ - 1 1 f 1Y
${0@) = SIS @] o) = o o) = (7= )P
(21) (20)
o —1 i 1 .
=S (T ewtn 4+ =37 e, >0
v=0 =0
5{@()} = B(a) e = o), (r=0)
$40@) = 3517 (1) 0 +9 ot = 3607 (1) 1ot =)
= (—1)"4"D(x)

Dem symbolischen Produkt S”@(z) entspricht im Bildraum das

r

Produkt der r-ten Potenz ( 'iy) mit der transformierten Funktion.

1—¢

Die Rechenregeln fiir die Potenzen ( _iz,) ibertragen sich nun auf

die Produkte mit Operatoren und sind nicht auf positive und ganze
Exponenten beschrinkt. Wir entnehmen Tabelle 1 die Beziehungen

S{P(z)} = B(z) und S*{D(x)} = (—1)"4"D(x);

S% ist mithin in der Operatorenmenge Einheitselement und (—1)"4"
1st zu S™ invers. ‘
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Beziehung (21) gibt die Vorschrift, wie die r-fach iterierte Summe
sich durch eine einfache Summation bestimmen ldsst:

S (D) = 3 ( T ”_1) B +7) :2@ ( j_”;l) Bz +v) (21)

»=0 v

Die Gesetze Sa{k @(CE)} — kS* {@(.’E)} , (I)

,S’“{qbl(m) a5 @2(5‘3)} = S‘x{@l(m)} + 5 {@z(x)} ] (1I)
S*{ky D1(2) + by Do)} = ky S*{Py(2)} + ke S*{Dy(2)},  (IT)

charakterisieren S* als linearen Operator. Wegen

S {SP[D(x)]} = SE{S*[D(2)]} = S*H{D(x)}, (I1T)
S @(z)} = B(=), (IV)
SHD(z)} = ~AD(x), (V)

bilden auch die Operatoren S* eine einparametrige kontinuierliche
Abelsche Gruppe.

Namentlich in der Form S* = S# S** ist das Gruppengesetz fiir
versicherungstechnische Anwendungen geeignet und fiihrt zu einer
Reihe elementarer Relationen. Wir wiihlen hierzu @(z) = D, und
D(x) =vq,D,; dann wird

8t = 8¥D,} = §F182F
(22)
R = 8*{vq,D,} = SB{R‘;"S}
Insbesondere ist S8 = —A8* = 8, 29)
STR: = —AR: = R*!
und S;_cl':"_AD:c:Dx_Dx+I: (?)(Jx—l_d)D:t’
mithin vq,D, = (S1—d)D, (24)

und  RY = $*{vg,D,} = S*{(S"'—d) D,} = §'D,— dS*D,
oder R = 81 —qg8®, (25)
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Aus T - >0,k=2x+1
schliesst man, dass S fiir k = d b 4. T k-ter Ordnung ist und
z 22 konkav
ebenso folgt aus

>0, k = 2

k41 Dk __ 7 1N\k

konvexe

_ 2Ax
. . % ir o —
dass die diskontierte Zahl R} der Gestorbenen fiir & {2% 1.1 Tonleave

Funktion (k—1)-ter Ordnung ist ).

Definiert man die Barwertfunktionen durch

o1 Ro:—i—l
PFa), = ——, (FA), —=—F—, >-—1)b 26

x

80 ergeben sich als triviale Folgen des kommutativen Gesetzes (ILI)
die Beziehungen

D(Ira), = (D, a)) = 3 (V17 a*a),., D,
p=0 ﬂ_l
(27)
% 5 a-B - (B +7v—1 B
y=0
(@>0; =1,2, ..., a+1)
die z. B. fiir « = 2 explizite ausgeschrieben werden:
LI e
(Ha). = | 53\ U2, Dary | 5= S0 +D200,Dus | 3 %( o) D
ay,=| LS us p. | LSeana, p. |52 D
T D.I: y:()( )x+v Z+v 1)3E ;0(7’—}_ ) z+v~zty D:c :;Z‘O( 9 )UQx+v z+v

A, =1—da, lasst sich gemiss (25) zu

(I 4), = (I*'a),—d(I*4),,

(¢ > 0) verallgemeinern ¢). (28)

8) Ak+1 f(2) > 0 ist notwendig fiir die Konvexitat k-ter Ordnung der Funktion
f(z) und hinreichend in bezug auf nur ganzzahlige Argumente.

b) (I_l a);z: =1,

(R =,

(I*a)g = (L2)g,

(Iz a):r: = (I-Ia)zs

(I A)y =vgy, (I0A),=A,, (IPA)y=IA4), (I*A)=II1A).
) (I4), =a,-d(la),, (IIA),=(Ia)y—d(IIa),.
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5. Bernoullische Polynome und Zahlen hoherer Ordnung

Fiir nicht-negative, ganze » und n lésst sich das Bernoullische
Polynom vom Grade » und der Ordnung » durch die Eigenschaften

d
(L) %BE,”)(;U) = v B} (), »>0, n>0);

1 1

M [ [BO&+ .. +E)dE ... A5 =0, (>0), n>0);

0 0
(IIT) B (z) = 1

definieren, welche fiir n = 1 die gewohnlichen Polynome B, (x) charak-
terisieren. Um die iibrigen Higenschaften der Polynome B™(x) zu
itberblicken, empfiehlt es sich, auf ihre erzeugende Funktion

B

p!

%) Y (29)

¢ =F@y) = 3

zurtickzugehen. (I) stellt fiir z eine lineare partielle Differentialgleichung
p—yz =10.
mit dem allgemeinen Integral

dar. @ = wly)e
Die Mittelwerteigenschaft (II) und Beziehung (I1I) lassen uns

o(y) aus

1

1
[ [P+ & d ., =
0

0

1 1 e'y_l n
= w(y) f G?](El'?‘u.‘}‘éﬂ)dgl"'dsnzw(y)( >:1,
0 0 4
bestimmen, so dass
Flag) = 2 50)
2 = s = ——
YT ey

elementar geschlossene Darstellung der erzeugenden Funktion der Ber-
noullischen Polynome héherer Ordnung ist.
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Aus der Fille der Beziehungen, die sich nun aus (29) und (30)
ergeben, seien nur folgende erwihnt:

a) BY(z) = 2*,

) ABY) = v Be) = B Ya),
m+n) : # (m)

) B+ y) = 3 (7) B Boy),

Y
(==}

v

fir m =0, y = 0: Bi(z) = > (;:) B®, 2
i=0

9 B = (1-2) B0 + (- = B),

n

e) Die Grossen B™(0) = B, Bernoullische Zahlen héherer Ord-
nung genannt, sind als Koeffizienten der Reihenentwicklung

¥y ¥ =8P
-5 e @

e¥—1 p=0

Polynome in n. Sie lassen sich etwa mit Hilfe der Rekursion

v n
2 (*1)'l (l) BzBsﬁ)ﬂ’ Bg)) =1

A=1

n v
x e
v

aus den Bernoullischen Zahlen niedrigeren Grades und den gewdhn-
lichen Bernoullischen Zahlen B, berechnen:

BM =1
%
B e o
' 2
3n%—n
B = 2E
12
B g
B = —
8
B 15m2—30n3 + 5n® 4 2n
L 240
- nP —10nt -+ 5n® + 2n?
B = —
96
B 6308 —815n5 4 815m2 + 91n3—42n2—16n
6 prm—

4032
12
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Die fiir die Anwendungen bedeutsamen Werte B sind in der nach-

folgenden Tafel enthalten 2). Tabelle 2

n

\v Tk 2 8 4 5
0 1 1 1 1 1
1 -1 .| -3 — 2 -2
2 | 4 | & | 2 | w |
s 0 | -% |-t | -8 |-%
4 | —% 1 It 3 24
5 0 3 - -9 —4

6. Der Zusammenhang zwischen den Operatoren J” und S’

Fiir die Differenz (J"—S") @(x) ldsst sich im Bildraum eine Potenz-
reihenentwicklung herleiten, die im Originalbereich den gesuchten
Zusammenhang vermittelt. Mit Hilfe der Beziehungen (8) und (20)
erhélt man fiir-

R |1 11~_1['_1'y”1‘
B =500 = gy ~ ey 7Y~ @"11“(6”"?’—& v

und, weil der Klammerfaktor von ¢(y) im wesentlichen erzeugende
Funktion der Bernoullischen Zahlen r-ter Ordnung ist, die nach Po-
tenzen von 1y fortschreitende Reihenentwicklung

1 & &Lt E

T =8 D(2); y} = = (1)’
die invers transformiert wird:
o (] v+1 B(r)
J -8 =N S_)_va—r (32)

p!

I
it

v

) Vgl. N. E. Norlund, Differenzenrechnung, Berlin (1924), Springer. Die
Polynome Bf,”) sind fir » = 0 bis 12 im Tabellenanhang enthalten.
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Die Differenz J"®@(z)—S" ®@(z) der Operatorenprodukte ldsst sich
demnach darstellen durch Integrale niedriger Ordnung und durch die
Ableitungen von @(z). Entwicklungskoetffizienten sind die im voran-
gehenden Abschnitt eingefiithrten Bernoullischen Zahlen hoherer Ord-
nung. Fiir r = 1 stimmt (32) mit Eulers Summenformel @iberein. Mit
den Zahlenwerten von Tabelle 2 folgen aus (32) die Formeln

8 =J+3+uD—w D%
S =T 4T+ S+ 5D+ D (39)
SU= P+ 3T LT+ 3+ 45D + 5 D8
welche die mehrfachen Summen in Form einer symbolischen agympto-
tischen Reihe durch Integrale und Ableitungen ausdriicken. Durch

sukzessive Elimination der Integrale niedrigerer Ordnung entstehen
hieraus die Beziehungen

J =8-1-1D} 1Ds

720
J? = 82— 8 J- LT, (34)
o= B—2 88 B b gD,
die mehrfache Integrale durch Summen und Ableitungen darstellen.

Auf die Funktion @(z) = D, ausgeiibt, ergeben sich aus (33) die

Beziehungen _
N, = I\Tm—f—%Dm_'_l_lz(:u’x_{— 9)D,,

Sz =8+ 38+ No+ 5 Do+ 35 (#a+ 0) Day
wihrend (34) auf

(85) und (36) enthalten die Relationen, welche die Barwerte kon-

tinuierlich und diskontinuierlich zahlbarer Leibrenten miteinander
verbinden:
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a$=d$—{—%—]—1—12(lux+(3) a)
(la), = (Ia),+ &, + &% + 15 (4, + ) (37)
(Ila)x"“——"(lla)—l— (L )‘]‘a‘}" ‘|‘24o( ke 0)

@, = a,—3—1(ts+ 0) ¥
Id), = Ta),—a,+5% (38)
(la), = (1a),—Fa),+ 32+ 55 (4. + 9)

7. Die Barwerte bei temporédren Leistungen

Die Operation

n

cm{émﬂ}:=ré>Jﬂ”4®@v+®da (n>0; r>1, ganz) V) (39)

0

lagst sich durch elementares Umformen auf iterierte Operationen J
zurtickfithren:

=1 gt

T{@(@) = IH{@@)} - 317 Pl +m) (40)

Fir &(z) = D, und @(z) = p, D, ergeben sich mithin die Beziehungen

T (D) = 8L = §i— 5L, (41)
A=0 A=
. . 7=, ,nl _

(42) ldgst sich noch mittels R, = S. ' — §S, iiberfithren in

n r—-1

——D_ ... 43
x| (?_1\| z-+n ( )

I‘ex nl St (S}Q

zin|

a) Die Beziehungen zwischen @, und a; sind wohlbekannt und in der Regel in
der Literatur erwihnt.

") Ju{P(2)) = D(a).
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Die durch B
. Sy i Ryt
(17 a’)ﬂ::’;ﬂ = .D ’ (ITA):En_| = D ’ (T o P 1) (44)

erklirten temporidren Barwertfunktionen kénnen nun mit Hilfe von
(41) und (42) durch Barwerte lebensldnglicher Renten- und Todesfall-
versicherungen ausgedriickt werden 3). Fiir die gemischte Versicherung
r-ter Ordnung (Barwert (I" 4),.-;, Erlebenstalleistung n’/r!) findet man

x:in|?
als Verallgemeinerung der Relation 4,.; = 1—6d,.;;
I Ao = I @iy — 0" )y, (r>0) D). (45)

Algebraisches Umformen ¢) fithrt die durch

Sid@)} = 5 (T o6+, 11, g ) (46)

v=0

erklirte Summe iiber in

Sp{D(z)) = 8 {D(z)) _«:20 ("" +f—1) S Bz +m))  (47)

die den Zusammenhang zwischen diskontinuierlich dargestellten Bar-
werten temporirer Leistungen mit den Barwerten lebenslinglicher
Leistungen vermittelt.

2) s wird etwa:

= e S Dx_}.n =
G| = Qg — Qx4 ns

T

- - Dy - _
(Ia)m:n_l = (la)y— D+ [(Ia)x+n + na’x—}-n]’

x

- Dg;+n . - n? -
(118) i = () - = [(11a)x+n+ P @t o

€T
5 I‘Im:;ﬂ =1- 6ax:;|»
(Ig)m:rﬂ = amfﬂ - 6(152)2::117 ’
(I1A)y.7) = (Ia)y:nj— 6 (110) .77
) Man hat das aus der Identitéit
1 1 1

(14 g)pta+t - (1+zP (1+ z)?+1
sich ergebende spezielle Additionstheorem fiir Binomialkoeffizienten

Y [T

— r—2A
anzuwenden. i=0 A

) Sp{P(2)) = B(z).
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Die aus (47) fiir die Funktionen @(x) = D, und D(z) =vq, D,
sich ergebenden Beziehungen seien festgehalten:

1
S0} = Sa = -5 (" T T sy, @
r r T n A—1 r—
Siabd = B = R-S (T R @)
Weil nach (24) vq,D, = (S —d) D, ist, erhilt man aus (49) die (43)
entsprechende Rela‘mon
y rie_ ) rf(qt VS (P A g g
ra = S {(81=d)D,} = §{(S1-d)D,) —;0( L )SHEt - D,y
n -4 r—2
= ;—n|quxn| ( j~1 )Dm-{—n (50)
Fiir die durch
Siar . RH
I a)sm = D, , (ITA)x:rT[ = T'z, (r>-1) (51)

definierten Grossen gelten die Beziehungen

y , Doy S m+2—-1y .,

C o) = Ca-—5= 3 (" T 08, Y, 69
r T Dw n T ,n’_l_)"_]- r—-

(I" A)ka = (I"4),— D: z( ; )(1 4. (59)

8) Formeln (48) und (49) sowie die daraus sich ergebenden Beziehungen fiir
die Barwertfunktionen sind in einer nicht verdffentlichten Studie des Herrn
Dr. P. Adrian, Ziirich, enthalten.

Dx—l—n
) Agpip| = g — D Agtn»
z

Dy yn
(Ia)m:m =(la), - D+ [(Ia)$+n + 'nax+n:|,

x

: D, n -1
(I12)z.5 )= (11a), —“gﬁ [(Ila)z+n + n(la), + ( ’}2— ) ax+njl .
&

Wir erwéhnen, _daSS beispielsweise die Barwerte (11 )71 in der Formel fiir
die ausreichende Bruttoprimie einer gemischten Versicherung mit niedriger An-
fangsprimie verwendet werden, wenn ein bestimmter Gewinnsatz nach dem
System der steigenden Dividende eingerechnet wird.
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Als Verallgemeinerung von 4, = 1-da,.; erhalten wir fiir
den Barwert (I"4),; der gemlsohten Versicherung r-ter Ordnung

(Erlebensfallsumme( +: 1))

/

(I" A)py = (I @) gy — (I @) iy

8. Ungleichungen

Die grundlegenden Ungleichungen der Analysis geben Anlass zu
einigen bemerkenswerten Beziehungen zwischen den betrachteten Bar-
wertfunktionen [3], [4].

Schwarzsche  Ungleichung ([ fgdt)? < [ f2dt [ g®dt (Gleichheits-
zeichen, wenn of = fg, («,p) = (0,0)) ). Wir ordnen die in der
nachfolgenden Tabelle enthaltenen Funktionen f und g zu. Die unter
der einzigen Voraussetzung der Integrierbarkeit der beteiligten Funk-
tionen gewonnenen Relationen sind ebenfalls in Tabelle 3 enthalten.

Tabelle 3

f q Ergebnis der Ungleichung
v e s r+1 ., >t
Vo5, | Vi Dy | @< — I @) (I ),
(r>1)
7 7 r —, 2 ’r—l_l r =
Vt 'lﬂx+th+t Vt Yo Doyy | JFETRS r (4 )”J(I ‘A nl?
>

Im Fall der lebensléinglichen Leibrente kann das Ergebnis noch

etwas verschirft werden.

2) Ax:rﬂzl_dax:rﬂr
(IA)xzn_| = dp:p|— d(Ia)ac:;ﬂy

(114 )eri == (Ia)mfﬂ - d(ll a):c:n_[ '
®) Inequalities [3], Seite 132. Aufgaben und Lehrsiitze [4], Seite 54.
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o0

2
14t @ dt <I1 teddt | 2P dt 9),
| a+b+1
0

(a>0,b>0, a2b; D) =0, D) > @(tz) s W <t2)) gibt ndmlich

fir o =~ 1, b = T;I ,a+b=r, (r>1); O = D,,,
(I7d)? < :L (g, (I7a),, r>1). (55)

Cauchys Ungleichung (> ab)? < > a2 > b? (Gleichheitszeichen,
wenn aa, = fb,, («,f) = (0,0)P) fithrt bei der diskontinuierlichen

Betrachtungsweise zu analogen Formeln. Setzt man
Tabelle 4

und beachtet

r (fr+v)2< (fr+v+1) (""Hj“l), r>1),

r-+1 v Y v
so folgen
T r + 1 r r-1
afy < —— e em, 31
und (56)
i
A < T @ A g, (> 1),

2) Inequalities [8], Seite 166.
) Inequalities [8], Seite 16.
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T'schebycheffs Ungleichung. f(t) und ¢(f) seien dhnlich geordnete
Funktionen, d. h. {f(t;) —f(t)} {g(t) —g(ty)} = 0. Dann gilt fiir die
gewogenen Mittelwerte

_ [ [pfdtNy
= (LT 0>
unter der weitern Voraussetzung » > 0
M) M(g) < M,(fg)

(Ungleichung von Tschebycheff). Der Sinn der Ungleichung ist um-
zukehren, wenn {f(t) —f(ty)} {g(t;) —g(t)} < O ist; das Gleichheits-
zeichen gilt in ihr, wenn sich eine der beiden Funktionen zur Kon-
stanten reduziert.

Fiir % e= 1
_p , " SEL
und p(t) - 'S:H-t - _Dm-:-t = (‘%-H + 6) Dm+t’ f(t) = —1, g(t) = ,§_1 ’
z+t
(1 < g <) sind, unter der Annahme p,, <p,., , (h <ty), die Vor-
aussetzungen des Satzes erfiillt. Man erhélt zundchst

B Ser-< 8 g, I<p<m

und hieraus
(I'a), < (I"a), (I""a),, A1<p<r. (57

Im Fall 8 =0 gilt trivialerweise das Gleichheitszeichen. Die letzte
Relation lisst sich zu

I'a), < (1), (Pta), ... (Pria), (TP,
abschwichen und heisst fiir fpr=p=...=8,=1
Ta), <@t s, (58)

Schliesslich wird man noch auf

Ta, <V (@dan ... @, ¢>1) (59

gefiihrt, wenn fiir § =1, 2, ..., r die Ungleichungen (57) miteinander
multipliziert werden.

®) A. Berger, «Mathematik der Lebensversicherung», Wien (1939), Springer,
Seite 104, Formel 98.
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Wenn u, < p,,,, (t >0), fillt 4, monoton; wegen

1 1
d;:—“ (:“x_!— 6)dx_1<0’ &, < 5 und (Iﬁl ) <aﬂ<—“——( —|—(3)ﬁ
U Mo
kann noch auf (Ir—.s d)
(Pd)“<m’ 1<pg<r41) (60)

geschlossen werden.

Die Mittelwerte N
99?”(&) == (Zpa > )

2P,

(p, >0)
erfiilllen die Ungleichung
M, (o) M, (b) <M, (ab) 2)
unter den beiden Voraussetzungen
(a,—a,) (b,—b,) >0,d.h. {a,} und {b,} hnlich geordnet P) und » > 0.

Sind die beiden Folgen entgegengesetzt geordnet, so ist der Sinn der
Ungleichung geidndert; sie geht in eine Gleichung iiber, wenn eine
der beiden Folgen aus identischen Gliedern besteht.

Wir wihlen =1,
und - Sm-{—v = _AD:c—i-v - ({qu-F'V -+ d) D:H—v;

unter der weitern Voraussetzung q,,, <(,.,, oder p,., >DP.i,,;
(v, < vy sind die Folgen

6, = — (6;”) and b, — ;ﬂf 1<p<r)
dhnlich geordnet. Tschebycheffs Ungleichung gibt

D& < S8, I<p<r)
o (a3, < (™a), (), (1<p<r 6

geschlossen wird. Fiir f = 0 wird a, =1, (61) geht in eine triviale
Gleichheit iber. Wird die Ungleichung wiederholt auf die rechts
stehende Rente (I"?3), angewendet,

a) Inequalities [3], Seite 43.
) Dies ist der Fall, wenn beide Folgen nicht zunehmen.
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so folgt
(I"a), < (IPta), (P 'a), ... (IPriq) (IFrbe--brg)
und fir f; =, = ... =, = 1.

(I'a), <a;*, (r=1). (62)
Formel (59) entspricht '

2, <)l day, - @ anf, ¢=1. 6

Um fiir die Barwertfunktionen (I”d), und (I"a), Grenzen fir die
Abschétzung nach unten anzugeben, wenden wir die fiir konvexe
Funktionen @(t), (m <t << M), richtigen Ungleichungen

d D(f) d
@(Gi@j)g%, (p(t) >0, m < f(t) < M) 9, (64)

@if)“ Zﬁi . (0,30, m<f,<M)Y)  (6)

an.

M) =—, r>929), pl)=-D., wd f@)=t.

(64) fithrt mit den Integrationsgrenzen 0 und oo zur Beziehung

d?‘-l—l

(L"a), > m‘!‘: (r>1) (66)

die dann und nur dann zur Gleichung wird, wenn f(¢) konstant, d. h.
=0 igt, ‘

#) Inequalities [3], Seite 151. Aufgaben und Lehrsitze [4], Seite 53.
) Inequalities [8] Seite 74.  Aufgaben und Lehrsitze [4], Seite 53.
tr—
C) @”
=&

reichend fiir die Konvexitit von D(t).

>0, (t>0:r=2). @'(H)>0 ist notwendig und hin-
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Fir das fiir ¢ > 0 konvexe @(f) = (T +:_1)

, (r>2), schliesst

man mit p, = —4D,,, und f, = » 41 nach (65) zunfchst auf

v

ax(a:c —'_1) (am + 2) SR E (ax < T—l)

r!

<{™a), (>9, (67

woraus miihelos g7+

(I"a), > (7:}_2—17’ (r>1) (68)
folgt.

Fir r =1 wird @(f) = ¢ linear; (67) wird zur Gleichung.

Die Barwerte (I"ad), und (I"a), lassen sich demzufolge in die
Grenzen

e .
N < {I"a), < a,t,
" (r>1) (69)
a;‘ r r
Trnr = ae<ar

einschliessen. Beispielsweise wird fiir r =1 und 2

=2 2
z

< (T ), < di,

=3 3
g z

a
- <(IIg),<a, s (IIa),<al.
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