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üie Berücksichtigung

der Sterblichkeitsverbesserung
in der Rentenversicherung nach der Optimalmethode

der Spieltheorie

Kon Par/rot IVo//i, .Ziiric/i

Zusammenfassung

Iiis wird gezeigt, wie die Frage der Berücksichtigung der Sterblichkeitaver-
besserung in der Rentenversicherung mit Hilfe der Spieltheorie gelöst werden kann.
Das Verfahren findet praktische Anwendung bei den Technischen Grundlagen für
Pensionsversicherungen VZ I960 der Versicherungskasse der Stadt Zürich.

Die Probleme, welche die Aktuarwissenschaft stellt, sind zweifellos
nicht weniger eigenartig und komplex als diejenigen anderer Wissens-
gebiete. Auch für sie gelten die Worte Bellmanns [1] *) : The actual
world is extremely complicated, and as a matter of fact the more that
one studies it the more one is filled with wonder that we have "order
of magnitude" explanations of the complicated phenomena that oc-

cur... — Tatsächlich ist es merkwürdig, dass es gelingt, über die Realität
Aussagen zu machen, die sich als wirksam erweisen, obwohl sie sich auf
Grundlagen stützen, die in ihren letzten Konsequenzen irreal erscheinen.
So kann mit Vorteil die Gültigkeit von Sterblichkeitsgesetzen postuliert
werden; obwohl eine solche Annahme der realen Wirklichkeit nicht go-
recht zu werden vermag, lassen sich trotzdem Schlussfolgerungen von
weitragender praktischer Bedeutung ziehen. Es gelingt auch, die wirk-
liehen Geschehnisse besser nachzubilden, wenn an Stelle eines absolut
verketteten Kausalzusammenhanges stochastische Abhängigkeit postu-
liert wird. Hierzu besitzt man in der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine

vielseitig ausgebildete Disziplin. Prüft man aber ihre Grundlagen, so

stösst man wieder auf erhebliche Schwierigkeiten. Sie bildeten Gegen-
stand eingehender Erörterungen in den Berichten zum ersten Thema
des zwölften internationalen Kongresses für Versicherungsmathematik

*) Die Zahlenangaben beziehen sich auf das Literaturverzeichnis.
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im Jahre 1940. Es sei diesbezüglich auf die klare und übersichtliche Be-

richterstattung durch Jecklin [2] verwiesen.

Warum Spieltheorie

Wenn wir hier einleitend erneut auf diese erkenntnistheoretischen
Auseinandersetzungen und Schwierigkeiten hinweisen, so geschieht das,

um der Ansicht entgegenzutreten, die mathematischen Errungenschaf-
ten, einschliesslich die Erfolge der modernen mathematischen Statistik,
genügen vollauf, um die Probleme der Versicherung zu meistern. - In
der Tat wird man sich fragen, warum soll die Versicherungswissenschaft
mit einer neuen Lehre wie die Spieltheorie «belastet» werden, gibt es

nicht genug mathematische Formeln, um die einfach erscheinenden Auf-
gaben der Versicherung zu lösen? - Wohl gibt es eine Unmenge von
wissenschaftlichen Abhandlungen, aber diese beweisen nicht, dass man
am Ziele angelangt ist, sondern eher das Gegenteil, nämlich, dass man
sich diesem Ziel sehr mühsam zu nähern sucht. Tatsächlich weist die

Versicherungswissenschaft noch viele ungelöste oder nicht in befrie-
digender Weise gelöste Probleme auf, und es darf erwartet werden, dass

ihre Klärung wesentlich zum Fortschritte und weiteren Ausbau dieser

volkswirtschaftlich so bedeutungsvollen Wissenschaft beiträgt. Ins-
besondere ist erfahrungsgemäss anzunehmen, dass durch neue Ideen
neue Mittel und Wege aufgedeckt werden, die sich bahnbrechend aus-
wirken.

Die Spieltheorie ist im wesentlichen der Ausfluss einer neuen Idee.
Sie bringt eine neue Methode, um gewissen Schwierigkeiten entgegen-
zutreten, eine andere Art, die Dinge zu beurteilen und vor allem wesent-
liehe Einsichten in das Sosein unserer rätselhaften Umwelt. Nicht um-
sonst ist das Aufkommen der Spieltheorie mit der Entdeckung der

Integral- und Differentialrechnung verglichen worden. Doch ist dieser

Vergleich nur bedingt richtig. Die Spieltheorie ist - wie ihr Name be-

sagt - anderer Art als die übrigen mathematischen Disziplinen. Das

Wort «Spiel» könnte leicht zu falschen Vorstellungen verleiten, ist aber
doch zutreffend, weil es auf eine wesentliche Eigentümlichkeit im
Existenzkampf des wirtschaftenden Menschen hinweist. Diese Eigen-
tümlichkeit besteht hauptsächlich im Umstand, dass - ähnlich wie beim

Spielen - immer wieder neue Entscheide getroffen werden müssen, von
denen der Erfolg unserer Bemühungen stark abhängig ist.
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Nun vermag auch die Spieltheorie nicht eine vollendete Darstellung
des Versicherungswesens zu bieten, sie liefert «bloss» einen Beitrag, aber
doch einen wesentlichen Beitrag. Dieser betrifft - wie angedeutet - den
Bereich des freien Entscheides, also eines Gebietes, dem im Wirtschafts-
leben und insbesondere auch im Versicherungswesen höchste Bedeutung
zukommt. Dabei hat es nicht die Meinung, dass der Bereich des freien
Willensentscheides eingeengt werden soll. Es werden vielmehr Eicht-
linien gegeben, um festzustellen, wie Entscheide -- namentlich solche

von grosser Tragweite - zu fällen sind. Im Buche von 11. Ducan Luce
and Honard Eaiffa, Games and Decisions [3], hoisst es: "The primary
topic can be viewed as the problem of individuals reaching decisions
when they are in conflict with other individuals and when there is risk
involved in the outcomes of their choices." Die so gekennzeichnete
Situation ist zweifellos ein Hauptmerkmal der Versicherung. Bei jedem
Vertragsabschluss werden durch die Vertragspartner Risiken einge-
gangen, die sich unter Umständen sehr empfindlich auswirken können.
Eine prägnantere Kennzeichnung der Zweckbestimmung der Spiel-
théorie hat J.D.Williams [4] gegeben: "While there are specific appli-
cations today, despite the current limitations of the theory, perhaps its
greatest contribution so far has been an intangible one: the general
orientation given to people who are faced with overcomplex problems.
Even though these problems are not strictly solvable - certainly at the
moment and probably for the infinite future - it helps to have a farme-
work in which to work on them." In diesen Worten liegt der Kern der
Sache. Die Spieltheorie ist eine zweckmässige Grundlage, um Entschei-
dungsfragen vorzuführen und zu beurteilen. Hierin liegt ihre primäre
und grundlegende Bedeutung. Sie erlaubt die Probleme zu formulieren.
Es ist allgemein so, dass eine gut formulierte Erago bereits wesentlich
zu ihrer Beantwortung beiträgt. Insbesondere wird damit die Möglich-
keit gegeben, diese in ihrer ganzen Tragweite in Erwägung zu ziehen.

Die Problemstellung

Über die Art und Weise, wie die Spieltheorie in der Versicherung
praktische Anwendung finden kann, liegen bereits verschiedene Ab-
handlungcn vor. So hat D. Bierlein [5, 6] in verschiedenen Arbeiten sich
mit diesen Fragen eingehend befasst. Instruktiv ist auch die Abband-
lung von E. Borges [7].
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Nachstehend soll gezeigt werden, wie ein ganz anderes Problem
mit dem neu gewonnenen Hilfsmittel der Spieltheorie abgeklärt werden
kann. Es handelt sich um die Frage der Berücksichtigung der Sterblich-
keitsverbesserung in der Rentenversicherung. Es ist unbestreitbar, dass

die ständige Verlängerung der Lebensdauer sich stark auf die Kosten
der Rentenversicherung auswirkt und dass ihre Nicht- oder ungenügende
Beachtung bei der Prämienkalkulation zu sehr empfindlichen Verlusten
geführt hat; andererseits aber wirkt sich eine Berücksichtigung der

Sterblichkeitssenkung stark verteuernd aus, was ausserordentlich zu
bedauern ist, weil damit der Ankauf von Rentenversicherungen - denen
eine besonders hohe soziale Bedeutung zukommt - sehr erschwert wird.

- Die Meinungen über die Notwendigkeit der Erfassung dieses Phäno-
mens und über dessen Ausmass gehen denn auch auseinander. Nicht
selten hört man die Ansicht, dieser Rückgang werde bald einmal ab-

brechen; da er nun über ein Jahrhundert angehalten hat, sei anzu-
nehmen, dass demnächst eine Wendung eintrete. Tatsächlich lassen
sich verschiedene Argumente dafür anführen, wie auch solche für die

gegenteilige Auffassung genannt werden können. Hieraus folgt eine

unerquickliche Situation, weil Massnahmen getroffen werden müssen,
für die keine zuverlässigen Anhaltspunkte bestehen. Der Aktuar ist ge-

zwungen, einen Entscheid zu fällen, der mit einem grossen Risiko ver-
bunden ist. - Die Überschätzung der Kosten führt - wie dargelegt - zu
einer schwer zu rechtfertigenden Verteuerung der Tarife und damit zu
einer prohibitiven Auswirkung derselben, während die Unterschätzung
direkten Schaden nach sich zieht. Beides muss nach Möglichkeit ver-
mieden werden, und da erscheint es nicht nur naheliegend, sondern
auch Pflicht, alle Hilfsmittel heranzuziehen, die Erfolg versprechen, so

insbesondere auch die zur Lösung derartiger Fragen besonders ge-
eigneten Methoden der Spieltheorie.

Dieser Weg wurde bei der Aufstellung der Grundlagen VZ
1960 [9] beschritten, die demnächst erscheinen werden. Es handelt
sich um netto Grundlagen für die Berechnung der Anwartschaften
auf Alters-, Invaliden- und Hinterlassenenrenten für Pensionsversiche-

rangen. Die Einzelheiten der Berechnungen sind dem in den Erläute-

rangen zur genannten Publikation gemachten Ausführungen zu ent-
nehmen. Hier soll lediglich das grundsätzliche Verfahren, soweit
dieses von allgemeinem wissenschaftlichem Interesse ist, dargelegt
werden.
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Nach der Terminologie der Spieltheorie hat dio soeben umschriebene
Aufgabe die Struktur eines Zweipersonenspieles, und zwar eines Spieles
zwischen dem Aktuar einerseits und der Natur andererseits. Man denkt
sich, die Natur vollziehe in diesem Spiel einen bestimmten Zug, der
darin besteht, dass sie eine a priori völlig unbekannte Sterblichkeit vor-
schreibt. Ähnlich wie bei einem Gesellschaftsspiel muss der Matheina-
taker - noch bevor er die Wahl der Natur kennt - seinerseits ebenfalls
einen Zug vollziehen, indem er für seine Vorausberechnungen eine mög-
bebst zuverlässige Sterbetafel wählt. Vermag er das Verhalten der Natur
einigormassen zu erraten, so wird es ihm gelingen, gute Grundlagen auf-
zustellen, andernfalls muss er mit unliebsamen Folgen rechnen. Ks ban-
delt sich also um eine strategische Aufgabe. Ohne zu wissen, was in Zu-
kunft geschieht, muss ein möglichst zweckmässiger Entscheid getroffen
werden.

Die informatorische Aufgabe

Als erster Schritt empfiehlt die Spieltheorie eine eingehende Aus-
kundschaftung des Gegners, hier der Natur. Der Mitspieler soll nach
allen Seiton «ausspioniert» werden, denn jedes Wissen über sein Ver-
halten kann unter Umständen von grösster Tragweite sein. Beim vor-
hegenden «Spiel» gehört zu diesem Wissen in erster Linie die Kenntnis
des Sterblichkeitsverlaufes und des allgemeinen Trends in den vor-
gangenen Jahren und vor allem in der letzten Zeit. Könnte man gestützt
auf solche Kenntnisse annehmen, der Aktuar hätte es gewissermassen
mit einem ermüdeten Spielpartner zu tun, der nur noch gewohnheits-
massig weiterspielt, so würde daraus folgen, dass durch eine adäquate
Extrapolation des Sterblichkeitsverlaufes auf die Zukunft die beste
Strategie gewonnen wird. Solche Verfahren wurden denn auch ohne
auf die Spieltheorie Bezug zu nehmen - in letzter Zeit den Berechnungen
weitgehend zugrunde gelegt [8, LI und 12]. Sie stützen sich indessen auf
Annahmen, die, spieltheoretisch gesehen, nicht als die besten erscheinen.
~ Die Kenntnisse des Verhaltens der Natur sind aber trotzdem, auch
wenn man nicht von den erwähnten Voraussetzungen ausgeht, von
massgebender Bedeutung, weil sie wertvolle Anhaltspunkte über die
Möglichkeiten der künftigen Entwicklung liefern. Da die Natur kein
bewusster Gegner ist, die Sterblichkeitsverbesserung jedoch wesentlich
durch die Entwicklung der Wissenschaft hervorgerufen wird, kann aus

3



solchen Kenntnissen mit einiger Zuverlässigkeit auf die Grenzen, inner-
halb denen sich die «wahre» Entwicklung vollziehen wird, geschlossen
werden.

Bei dem Versuch, die säkulare Sterblichkeitsänderung zu erfassen,
kann es sich weniger darum handeln, den genauen Verlauf in allen
Einzelheiten wiederzugeben, als vielmehr um die Festhaltung der all-

gemeinen Tendenz, d. h. um die Aufstellung einer kanonischen Formel,
welche die charakteristischen Merkmale dieser Erscheinung in einfacher
Weise zu 'erfassen vermag.

Die Einführung der Halbwertzeit

Es ist möglich, dieser Forderung zu entsprechen. Nach der üblichen
Bezeichnungsweise soll </(», t) die Sterblichkeit eines x-Jährigen zur
Zeit < wiedergeben. Der Verlauf von r/(r, /) bei konstant gehaltenem x
weist selbst bei grossen Personengesamtheiten, wie z. B. die Bevölke-

rung eines Landes, Unregelmässigkeiten auf. Dagegen ist eine gewisse
Tendenz, die auf eine anhaltende Abnahme der Sterbeziffern hinweist,
unverkennbar, und es ist unsere erste Aufgabe, den allgemeinen Trend
dieses Verlaufes durch einen einfachen analytischen Ausdruck zu er-
fassen. Verschiedene Autoren haben hiefür die Exponentialfunktion
benützt. Diese eignet sich deshalb besonders gut, weil sie eine immer
schwächer werdende Abnahme der Sterblichkeit vorsieht, also eine Vor-
minderungsweise voraussetzt, die bei konstant wirkenden Kräften zu
erwarten ist. Die einjährige Sterbewahrscheinlichkeit eines x-Jährigen
zur Zeit f wird somit gegeben durch

r/(.r, <) f,(.r,Wfr«<-'">, i W

Aus dieser Formel folgt nun allerdings, dass das Exponentialgesetz in-
soweit nicht zutreffend sein kann, als für < - - oo, g(x, oo) 0 wird, was
unrealistisch erscheint. Diesem Einwand lässt sich indessen durch den

Hinweis begegnen, dass die für die vorliegenden Zwecke erforderlichen
Berechnungen sich bloss auf die unmittelbare Zukunft - auf die nächsten
50 bis 100 Jahre - beziehen, also auf eine Zeit, während der das fest-

gestellte unrealistische Verhalten der Funktion noch lange nicht zum
Vorschein tritt. - Dafür weist diu Exponentialfunktion analytische
Eigenschaften auf, die sie für die vorliegenden Zwecke wesentlich ge-

eigneter erscheinen lassen als die für die Bestimmung der «unendlich
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lernen» Sterblichkeit besser geeignete logistischo Punktion. Sie gestattet
nämlich - und das erscheint im vorliegenden Fall besonders wünschen»-
wert ein anschauliches Mass über die Baschheit der Sterblichkeit»-
Verbesserung anzugeben.

Nach dem Vorbild der theoretischen Physik betreffend den Zerfall
radioaktiver Stoffe führen wir die //aMwwr/mt ein. Es ist das die Zeit,
die vergeht, bis die Sterbewahrscheinlichkeit eines Alters auf die Hälfte
ihres ursprünglichen Wertes gesunken ist. Formohnässig erhält man
dafür den Ausdruck

In 2

-
Die Halbwertzeit ist unabhängig von der Variablen /, sie richtet sich

lediglich nach der Intensität der Sterblichkeitsabnahme A*.

Auf Grund eingehender Untersuchungen über den Sterblichkeit«-
verlauf bei der schweizerischen Wohnbevölkerung und unter Verwen-
dung der vier letzten Sterbetafeln, d. h. unter Berücksichtigung der
Sterblichkeitsabnahnie in den letzten dreissig Jahren, konnte fest-
gestellt worden, dass die Halbwortzeit mit zunehmendem Alter ansteigt.
Grosso modo kann diese Erscheinung

für das männliche Geschlecht durch die Formel T* r— 10,

für das weibliche Geschlecht durch die Formel T »/ — 15

ausgedrückt werden.

Es zeigt sich damit, dass die Halbwertzeit nach den bisherigen Er-
fahrungen ausserordentlich kurz war. Bei einem 60jährigen Mann sinkt
die Sterbenswahrscheinlichkeit nach der aufgestellten Forniel innert
50 Jahren auf die Hälfte.

Die Schwankungen während der letzten Jahrzehnte sowie der un-
regelmässige Verlauf nach dem Lebensalter haben uns bewogen, für die
Beurteilung dieser Erscheinung eine weniger scharfe Formel zu wählen
und einfach T„ »; zu setzen. Zu diesem Schritt haben uns auch Er-
fahrungen im Ausland veranlasst. Aus einer Arbeit von G. Wünsche [13]
konnten für die durch 5 teilbaren Alter von # — "25 bis :c 100 die zu-
letzt festgestellten Sterbeintensitäton der männlichen Bevölkerung der
Deutschen Bundesrepublik entnommen und daraus die Halbwertzeit
berechnet werden. Es zeigt sich, dass diese länger ist als bei der Schwei-
zerischen Bevölkerung. Die Abhängigkeit vom Alter ist jedoch deutlich
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erkennbar, ho class die Formel T,^ ® die Verhältnisse auch hier wenig-
siens grosso modo einigennassen richtig wiedergibt. Einzig bei den

höheren Jahrgängen treten nach der deutschen Statistik grössere Unter-
schiede auf. So stellt sich die Halbwertzeit nach diesen Beobachtungen
für einen 80jährigen auf 117 Jahre, nach schweizerischen dagegen bloss

auf 81 Jahre. Dazu ist zu bemerken, class neuerdings ein bemerkens-

werter Bückgang der Sterblichkeit bei den höheren Jahrgängen ein-

gesetzt hat, so dass eine Fortsetzung der Senkung der Sterblichkeit in
diesen Altersstufen nach Massgabe der Relation 7',, ;r durchaus nicht
ausgeschlossen erscheint.

Wie bereits angeführt, kann nicht ohne weiteres angenommen
werden, die Natur werde nach den gleichen Prinzipien weiter «spielen»
wie in der Vergangenheit. Es ist durchaus möglich, class die Intensität
der Sterblichkeitsvenninderung bald einmal erheblich nachlässt. Jeden-
falls gibt es beachtenswerte Gründe, die für eine solche Auffassung
sprechen. Wir haben sie in den oben erwähnten Erläuterungen zu den

Grundlagen [9] eingehend in Erwägung gezogen. Namentlich die Be-

trachtung der Sterblichkeitsursachen, wie sie in der Arbeit von ITakly
und Taillens [14] durchgeführt wurde, zeigt deutlich, class wesentliche

Änderungen im Verlauf der Sterblichkeit durchaus nicht auszuschliessen

sind.

E in fache spieltheore t ische D arstellungen

Das Ergebnis von eingehenden und sorgfältigen Untersuchungen
über die säkulare Sterblichkeitsänderung zeigt, class wohl Mutmassungen

angestellt werden können, class es aber zu gewagt wäre, nur auf Grund
solcher Beobachtungen endgültige Schlüsse zu ziehen. Je nach der

Stellungnahme, die man zu diesen Dingen bezieht, kann man sowohl

ein Anhalten der bisherigen Entwicklung als auch eine langsame oder

sogar abrupte Änderung als wahrscheinlich dartun. Jedenfalls besteht

kein einigennassen gesichertes Wissen, das einen Entscheid in dieser

oder jener Richtung bevorzugen Hesse. Man kann jedoch mit einiger
Begründetheit sagen, dass der «wahre» Verlauf innert gewissen Grenzen

liegt, etwa zwischen den Werten, die sich durch ein Anhalten der Sterb-

lichkeitssenkung und durch einen Stillstand derselben ergeben. Inner-
halb dieses Spatiums erscheint es ausgeschlossen, die Lücke der be-

stehenden Ungewissheit hinsichtlich der zu erwartenden Mortalität zu

schliessen, ohne den Dingen Zwang anzutun.
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Die «verzweifelte» Situation, in der sieh damit der Aktuar befindet,
gleicht weitgehend derjenigen eines Schachspielers, der mitten in einer
Partie wohl gewisse Anhaltspunkte über die Spieltaktik seines Gegners
besitzt, insbesondere auch über die bereits erfolgten Züge orientiert ist.
aber über die folgenden Züge nichts Bestimmtes aussagen kann. Wie
man sic,h in einer solchen Lage zu verhalten hat, das lehrt die Spiel-
theorie, weshalb wir nun diese zu Hilfe nehmen.

Wir gehen zunächst von der Annahme aus, die Natur habe nur zwei

Wahlmöglichkeiten, nämlich entweder die Strategie 2^ .r oder die

Strategie 2^ : <x> zu befolgen. Das heisst also, dass entweder ein An-
halten der Sterblichkeitsverbesserung oder dann ein Verbleiben auf dem

nunmehr erreichten Niveau zu erwarten ist. Unter diesen Voraus-
Setzungen vereinfacht sich die Problemstellung auf ein 2x2-Strategien-
spiel. Für den Ausgang eines solchen Spieles gibt es 4 Möglichkeiten, die
wir in den vier Feldern des nachstehenden Quadrates eingetragen haben.

Spieler II (Aktuar)

1

Spieler I (Natur)
2

Pie Zahlen 1 bzw. 2 am Rande des Quadrates bezeichnen die von der
hfatur bzw. vom Aktuar zu wählenden Strategien.
Strategie I bedeutet die Wahl einer Sterblichkeit nach der Formel
T — CO,

Strategie 2 dagegen den Entscheid für T.,. :c.

Wählen beide Spieler die erste Strategie, dann muss der Ver-
sicherer keinen Verlust erleiden, da er das Verhalten der Natur
richtig erraten hat. Das gleiche tritt ein, wenn beide Spieler sich
Pir die zweite Strategie entscheiden. In beiden Fällen erleidet der
Versicherer keinen Schaden, weshalb im ersten und vierten Feld des
Quadrates eine Null erscheint. Anders verhält es sich, wenn der Aktuar
öinern Irrtum verfällt und z. B. Strategie 1 wählt, also ein Verbleiben
uer Sterblichkeit auf dem erreichten Niveau voraussetzt, während in
Wirklichkeit eine weitere Verbesserung gemäss 2). ® (nach Strategie 2)
"Uni ritt. Wegen der damit bedingten Unterschätzung der Kosten erleidet

l 2

0

0



der Versicherer einen Verlust, der mit V, bezeichnet wurde. - Es vor-
bleibt nun noch, den vierten Fall zu umschreiben, nämlich die Möglich-
keil, einer Überschätzung der Kosten durch den Aktuar. Seine Tarife
wirken sieh in diesem Falle prohibit iv aus. Der Versicherer erleidet eine

Geschäftseinbusse, während gleichzeitig auch volkswirtschaftlich ein

Verlust eintritt, weil weniger Interessenten sich die Vorteile eines

Rentenkaufes sichern. Dieser Verlust wurde mit Ig, bezeichnet.
Durch die gegebene Darstellung wird das Spiel infolge der ge-

troffenen Einschränkungen auf eine elementare Gestalt gebracht. Wir
haben absichtlich vorerst diesen Weg über eine vereinfachte Beschroi-

bung gewählt, um grössere Klarheit in den Darlegungen dieser vielleicht
noch wenig bekannten Aufmachungen zu gewinnen.

Nach der Optimalmethode der Spieltheorie folgt, dass Spieler '2.

d. h. also der Aktuar, unter den gegebenen Umständen am vorsichtig-
steu verfährt, wenn er eine gemischte Strategie anwendet, d.h. die
reinen Strategien im Verhältnis E zu Ig spielt. Oder was auf dasselbe

hinauskommt, es ist für den Aktuar am ratsamstem eine ausgemittelte
Tafel zu wählen, so dass die Kosten als interpolierte Werte zwischen
der Periodontafel co) und der Genoraticmontafel (T, a;) er-
scheinen. Die Interpolation hat dabei im Verhältnis K, zu U, zu erfolgen.
Praktisch ergibt sich damit folgendes Verfahren : Bezeichnet man mit
den Grenzzuschlag, der erforderlich ist, um aus der Einmalprämie einer

Versicherung, berechnet auf Grund der Periodenstorhlichkeit oo),

diejenige nach der Generationensterblichkeit (7j. — .r) zu erhalten, so

besagt das gewonnene Ergebnis, es sei dieser Zuschlag im Verhältnis
K, zu K in Rechnung zu stellen oder die Werte nach der Perioden-
Sterbetafel mit dem Zuschlag s zu vorsehen, wobei

U,-
" — - r — ir.: zu setzen ist.

'
i + '

a

Dieses Ergebnis ist bereits sehr interessant. Die Lösung unseres
Problems wird damit auf die Feststellung der Verluste fj und IE zu-

rückgeführt. Bevor wir dieses Resultat besprechen, soll gezeigt werden,
dass die gleiche Formel auch noch unter verallgemeinerten Voraus-

Setzungen zu Recht besteht. In Wirklichkeit haben sowohl der Ent-
schlussfasser als auch die Natur nicht nur die Wahl zwischen zwei Mög-
lichkoiten, sondern zwischen unendlich vielen. .Jedem der beiden Spiel-

partner stehen grundsätzlich unzählig viele Strategien zur Verfügung.
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Pie Natur kann die Sterblichkeit auf unondlich viele Arten festlegen,
andererseits kann auch der Aktuar die Sterbetafel nach unendlich vielen
Varianten bestimmen. Im Sinne einer vertretbaren Einschränkung
wollen wir jedoch annehmen, für die Wahl können nur Fälle in dem
durch T.,, oo und - ;c abgegrenzten Spatium in Frage kommen.
(.Grundsätzlich könnte sie auch ausserhalb dieses Intervalles fallen.
Solche Möglichkeiten sind jedoch nur bei einem ausgesprochenen a nor-
malen Gang der Dinge zu befürchten, d. h. sie können nur bei ausser-
gewöhnlichen Vorkommnissen eintreten, für die der Aktuar nicht, zu
Hecht verantwortlich gemacht werden kann.

Aus unserem 2 X 2-Stratcgienspiel ist durch die vorgenommene Er-

Weiterung ein Spiel mit unendlich vielen Strategien für beide Partner
entstanden. Solche Spiele sind in der Literatur schon mehrfach ein-
behend erörtert worden. Sie haben die Eigentümlichkeit, dass bei ihnen
•1er Hauptsatz der Spieltheorie nicht immer erfüllt ist. Indessen ist dies
für eine grosse Kategorie doch der Fall, so dass eine .Lösung gefunden
werden kann.

Im vorliegenden Falle gestaltet sich die Darstellung wie folgt. Wir
hellen aus von einer bestimmten Versicherungskombination und nehmen

die Ansprüche des Versicherungsnehmers seien in rechtlicher Hin-
sieht vertraglich genau festgelegt, so dass die Prämienkalkulation nur
noch von der Wahl der übrigen Grundlagen, nach Festsetzung des teeh-
•tischen Zinsfusses, also nur noch von der Sterbetafel abhängt. Einfach-
heitshalber betrachten wir nur die Einmalprämie und bezeichnen sie

mit If. Der Wert von /f gibt somit das Ergebnis der Kostenberechnung
mi, die der Aktuar auf Grund der von ihm gewählten a-priori-Sterbe-
Lafol kalkuliert hat. Die effektive Höhe der Kosten wird durch die Natur
mtf Grund der a-posteriori-Sterbetafel bestimmt, wir bezeichnen sie

mit /F und betrachten - wie bereits angedeutet - nur den Einfluss der
Sterblichkeit. Das Anliegen des Aktuars ist nun, den Wert /f so nahe
mi das unbekannte IF zu bringen, wie nur möglich, weil, wie dargelegt,
om Auseinanderfallen dieser Werte, d.h. eine ungeschickte Wahl von If.
•m Verlusten Anlass gibt. Je grösser die Differenz zwischen If und IF
wird, um so grösser wird der Schaden. Eu seiner näheren Kennzeichnung
führen wir nach dem Vorgehen der Spieltheorie eine Schadenfunktion
•mi und bezeichnen sie mit »S'(/f, VF). Fällt die Kostenberechnung If
mit IF zusammen, so erleidet der Versicherer keinen Verlust, und es ist
infolgedessen >S'(If,IF) 0 für IC — IF. In allen anderen Fällen also,
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sowohl für Iv>Â" als auch für ist S'(A,A')>0. Die optimale
Strategie des Aktuars wird durch den Wert: — min max S'(A,A')
festgelegt..

Für die Berechnung von .Sj, muss jedoch die Schadenfunktion näher
determiniert werden. Ein geeigneter einfacher Vorschlag ist folgender
Aa,tz: 3^^ ^ ^ -, (ft'_ ft. für ft' .ft und

S'(A,A') /? (AI- -A") für A' A.

a und /? sind dabei zwei positive Konstanten. Durch sie werden die
beiden Halbmonotonie-Bedingungen der Funktion S'(A, AI') erfüllt. Be-
zeichnet man weiter mit A\ die Kosten, errechnet nach der Perioden-
Sterbetafel (ï,„ 00) und diejenigen nach der Generationensterbetafel

- jj mit A„, so erhält man die optimale Strategie

a Ah, b/lA,.
o'o min max $(ff,ff') mit .ff —

ff ff' a h/1

Nach den oben getroffenen Festsetzungen ist nun aber

A'., A
—— 1 -b £ unci — 1 -f 0.
A',_ Ab

Ferner erhält man:

.S'jA'iiA'.,) a(Ah A",) - F, und

,S'(Ah;A-r) /î(/^ A',) F,.

Durch Einsetzen dieser Werte im Ausdruck für A' ergibt sich:

1;
2 — £ bzw. 0 — w#.

>h + ^
Man erhält also für 2 den gleichen Ausdruck wie unter den ein-

schränkenden Voraussetzungen des '2 x 2-Strategienspieles.
Wie in der Spieltheorie vielfach festgestellt werden kann, tritt der

Fall, wonach verschiedene Spieldispositionen zu denselben Ergebnissen
führen, d. h. den Spielern dasselbe strategische Verhalten nahelegen,
nicht selten auf. Betrachtungen über solche Fälle sind von Kemeny and
Thompson [15] angestellt worden. Insbesondere werden unter Hinweis
auf das Versicherungsspiel Auszahlungsfunktionen, die keinen Einfluss
auf die optimalen Strategien der Spieler nehmen, untersucht. Es folgt
daraus, dass eine adäquate Festlegung der Schadenfunktion im all-
gemeinen Aussicht hat, zu zuverlässigen Ergebnissen zu führen.
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Im vorliegenden Fall wird man nach beiden Verfahren auf die Fe-
Ziehung 2 tos geführt. Diese hat den Vorzug, dass sie einen einfachen
Zusammenhang aufzeigt. Die Grösse w hängt nur von Fj und K, ab,
also von den Extremwerten der Verluste, die eintreten, wenn der Aktuar
und die Natur gerade die beiden äusserst entgegengesetzten Strategien
gegeneinander spielen. Während die Berechnung von F| keine Schwie-
rigkeiten bietet, kann das hinsichtlich der Bewertung von F nicht
gesagt werden. U bedeutet den Schaden, der dem Versicherer durch
eine Unterschätzung der Kosten erwächst, und kann in Geldeinheiten

ausgedrückt werden, was beim Schaden I G nicht unmittelbar der Fall
ist- Bei diesem letzten tritt primär sogar ein Gewinn in Erscheinung.
Dadurch, dass der Versicherer eine übersetzte Prämie verlangt, werden
seine Einnahmen grösser als die Ausgaben, so dass, oberflächlich gesehen,

'm Uberschuss resultiert. Dies ist indessen nur scheinbar so. Wie bereits
dargelegt, entsteht dem Versicherer durch das Ansetzen von prohibitiv
wirkenden Tarifen eine Geschäftseinbusse, und dazu tritt gleichzeitig
©in volkswirtschaftlicher Schaden, weil die betreffende Versioherungsart
nicht die Verbreitung erfährt, die ihr eigentlich zukommen sollte. Es

dürfte aber nicht leicht sein, diesen volkswirtschaftlichen Schaden zu
bemessen. Jedenfalls ist er zweifellos vorhanden und darf nicht unter-
schätzt werden. Auf Grund von eingehenden Überlegungen, die hier
nicht weiter erörtert werden sollen, gelangt man zum Schlüsse, dass F,

höher zu bewerten ist als U,, weil der Eintritt von F, einen grösseren
und empfindlicheren Schaden verursacht und zu Kürzungen der Kenten-
leistungen an erwerbsunfähige Personen zwingt.

Unsere bisherigen Ergebnisse zeigen, dass durch die Spieltheorie
die Aufmerksamkeit des Forschers unmittelbar auf die wesentlichen
Grössen, die für die Beurteilung des vorliegenden Problems in Betracht
fallen, gelenkt wird. Das ist zweifellos ein beachtenswertes Resultat.
Unbefriedigt bleibt jedoch die Tatsache, dass nach dem bisherigen Vor-
fahren unmittelbar keine numerischen Werte gewonnen werden.

Einführung einer Nutzenfunktion

Dieser letzte Mangel kann nun durch Einführung einer geeigneten
Nutzenfunktion weitgehend behoben werden.

Wir bezeichnen mit L die I jcistungen, die der Versicherer auf Grund
der vertraglichen Bestimmungen und nach den von ihm gewählten



Grundlagen verspricht. L bedeutet z. ß. eine Altersrente, zahlbar vorn
65. Altersjahr an. Sind et die verfügbaren Mittel und ist A die vom Ver-

sicherer pro Einheit vorgesehene Einmalprämie, so gilt G Die tat-

sächlichen Leistungen, die auf Grund der von der Natur vorgeschrie-
benen Sterblichkeit gewährt werden können, stellen sich demnach auf

.1 .1

G'= Insbesondere sind L. und G„ -- die Leistungen, die
Ä" A:, " if a

sich bei Anwendung der Periodensterbetafel bzw. der Gene-

rationensterbetafel (ï^ ») ergeben.

Gestützt auf diese Festlegungen führen wir nun - zunächst in un-
bestimmter Form - eine Nutzenfunktion r (G) ein. r(G) soll den Nutzen,
der dem Versicherungsnehmer aus dem Kauf einer Rentenversicherung
erwächst, angeben. (Eine einlässliche Analyse des Begriffes Nutzen
findet man im ersten Teil des Standardwerkes von Neumann und

Morgenthal über Spieltheorie [16].) Wir wollen zeigen, wie man mit
Hilfe von r(G) den Schaden berechnen kann, der aus einer Fehlfinan-
zierung entsteht. Wir fassen die Verhältnisse bei Personalfürsorge-
Stiftungen ins Auge und nehmen an, dass diese auf Grund ihrer Regio-
mente die Versicherungsleistungen durch Kürzung oder Erhöhung der-
selben den verfügbaren Mitteln anpassen.

Müssen die in Aussicht gestellten Altersrenten infolge einer Unter-
bewertung der Kosten herabgesetzt werden und betragen sie statt G

nur G', so erleidet der Versicherungsnehmer eine Einbusse im Nutzen,
die durch S'(G, G') r(G) — r(G') ausgedrückt wird.

Schwieriger gestaltet sich die Abschätzung des Schadens bei einer

Uberfinanzierung, also bei G'>G. In diesem Falle können nachträglich
höhere Leistungen gewährt werden, als die Stifterin als angemessen be-

trachtet hatte. Es muss zumindest von einer unbeabsichtigten Ver-

wendung der verfügbaren Mittel gesprochen werden. Die überschüssigen
Mittel wären zweckmässiger anderweitig eingesetzt worden. Ist doch
die Aufgabe eines gut geführten Betriebes und, allgemein gesehen, einer

Volkswirtschaft, die verfügbaren Einnahmen rationell zu verteilen und
sie so zu verwenden, dass der resultierende Nutzen nach den einzelnen

Sparten möglichst ausgeglichen wird. Ein solcher Idealzustand kann

zwar zugegebenermassen in Wirklichkeit nicht restlos realisiert werden.
Das hindert aber nicht - rein fiktiv - von einer solchen idealen Ordnung
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auszugehen, um daraus die anzustrebenden Verhaltungsniassnahmen
kennenzulernen. In dieser Möglichkeit der Deduktion offenhart sich ja
der Vorzug der mathematischen Methode. Auf Grund dieser Vorstellung
kann für die Schadenfunktion >9(L,77) im Falle 77>L folgender Aus-
druck gefunden werden. Infolge der durch die Ü berbeWertung der Kosten
sich ergebenden Gewinne können dem Versicherten die Leistungen 77

ausgerichtet werden, statt bloss die Leistungen L, daraus resultiert zu-
nächst für diesen eine Erhöhung des Nutzens von r(/7) — j>(L). Aus den
zur Finanzierung der Differenzleistungen 77 - L entstandenen über-
schüssigen Mitteln hätte jedoch im Idealfall durch anderweitige bessere

Verwendung ein grösserer Nutzen erzielt werden können, der mit

r(/.) -„{L_(/7 7,)} r(G) - WM -77)

Eingeschätzt werden kann. Diese zweite Differenz ist unter der praktisch
zutreffenden Voraussetzung, class r(7.) eine monoton immer schwächer
wachsende Funktion ist, grösser als r(77)—so dass der gesuchte
Vorlust sich aus der Differenz dieser Differenzen mit:

N(7;,/7) 2r(/y)—r(2/j -77) - r(77) ergibt.

Da die Schadenfunktion N(F, 77) sowohl für 7>>/7 als auch für
77 monoton wachsend verläuft, folgt, dass die gesuchte beste Strafe-

die aus der Minimax-Gleichung

-v(L) + r(/,,)-r(2L : 0

ermittelt werden kann. Durch Auflösung derselben nach dor Hube-
kannten L erhält man die Lösung der Aufgabe.

Wir haben unsere bisherige Darstellung abstrakt gehalten, um
damit auch allgemeingültige Ergebnisse zu gewinnen. Dies war insu-
weit möglich, als es gelungen ist, eine Minimax-Gleichung für die Be-

Stimmung von L herzuleiten, ohne dass die Nutzenfunktion näher fest-
gelegt werden musste. Bekanntlich bietet die Determinierung der
Nutzenfunktion mitunter erhebliche Schwierigkeiten, weil man für ihre
Festlegung meistens mir vage Anhaltspunkte besitzt. Wie wir aber
bereits ausgeführt haben, dürften plausible Annahmen für eine all-
gemeine Orientierung-- und um eine solche handelt es sich hier - bereits
genügen.

Der nächste und letzte Schritt unserer Aufgabe besteht demnach
darin, einen möglichst zutreffenden Ansatz für die Festlegung der
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Nutzenfunktion zu finden. Wir erinnern daran, dass in einem andern

Znsammenhang [10] gezeigt werden konnte, dass die Funktion

r(L) - Infi ' • I' j

im allgemeinen den Belangen der Versicherung zu genügen vermag. Im
aufgeführten Ausdruck bedeutet e= 1 + ë die .Basis der natürlichen
Logarithmen und B den Bedarf eines Individuums an Versicherungs-
schütz. Bei einer Rentenversicherung ist B von der Grössenordnung dos

notwendigen Aufwandes des Versicherten für den Lebensunterhalt, also
auch abhängig vom Lebensstandard, das entspricht der Tatsache, dass

der Nutzen grundsätzlich eine individuelle Bosse ist, eine Feststellung,
auf die Neumann und Morgenstern mit Nachdruck hingewiesen haben.

- Man könnte befürchten, dass durch das Auftreten einer solchen Grösse

in unseren Formeln unüberwindliche Schwierigkeiten entstehen. Wie
es sich nachfolgend herausstellt, ist das glücklicherweise jedoch nicht
der Fall.

Die Ergebnisse

Durch Einsetzen des angeführten Ausdruckes für r(L) in die

Minimax-Gleichung erhält man für G folgenden Wert:

/>•/., + C/.T
/. ' '

B !-ß(2JV G.,)

Entsprechend unserer Bemerkung über die Bedeutung von B lassen wir
diese Bosse noch unbestimmt, machen jedoch die Substitution B : AG,.
Beachtet man ferner, dass nacli unseren früheren Festsetzungen:
Gj:Lg Z-!- 2 und G,:G / ist, so erhält man nach einigen [Jtn-

formungen die einfache Relation

- y 2 A

2 : wobei y I.
_ ist.

y I- 2 '
Es zeigt sich somit, dass der auf die nach der Feriodonsterbetafel be-

rechneten Kosten zu erhebende Zuschlag s in einfacher Weise vom
Grenzzuschlag 2 und von y abhängt. Einen noch anschaulicheren Aus-
druck erhält man für die zulässige Reduktion von 2. also für den Aus-

druck „
>•2 - 2 -2, nämlich r

y -r 2
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Hieraas wird ersichtlich, dass r mit 2 ansteigt. Praktisch lieisst das, dass
«udi bei einem grossen Unsicherheitsspatium eine grössere Verminderung
des Zuschlages rechtfertigen liisst als bei einem kleineren.

Es verbleibt noch die Abhängigkeit von r von der unbestimmt ge-
lassenen Grösse A erkenntlich zu machen. Aus 7i A 7.^ folgt, dass A das
Verhältnis des Bedarfes zu den Leistungen angibt, die auf Grund der
Periodensterbetafel und nach Massgabe der vorhandenen finanziellen
Mittel zugesichert werden können. Im allgemeinen erlauben diese Mittel,
den Bedarf weitgehend zu decken, so dass A in der Nähe der Einheit liegt.
1st dagegen der Bedarf sehr klein, so erhält man im Grenzfall (für A 0)

die Relation r Ist der Beds irf im Verhältnis zu L, gross, so wird
1 -f £

'm Grenzfall (für A 00) r 0 bzw. 2 2. Dieser letztere Fall dürfte
angenähert bei Personalversicherungen vorliegen, die aus finanziellen
Gründen nur sehr bescheidene Leistungen (/;,-> 0) vorsehen können.
Spieltheoretisch ist iti solchen Fällen zu empfehlen, den Grenzzuschlag
nur leicht zu kürzen, damit die vorgesehenen bescheidenen Leistungen
womöglich ungekürzt ausgerichtet werden können. Auch dieses Resultat
'"'scheint plausibel und bestätigt die Richtigkeit der Darstellung.

Im allgemeinen und im grossen Durchschnitt wird man annehmen
können, dass A zwischen 1 und 2 liegt. Andererseits zeigt es sich, dass der
Grenzzuschlag je nach Versicherungskombination etwa bis 2 — 0,80,
"'so bis 80 % ansteigen kann. Innerhalb dieses für den praktischen Ge-
brauch massgebenden Gebietes variiert die zulässige Reduktion r mit A

nur schwach. Dies ist aus der nachstehenden Aufstellung genauer er-
sichtlich:

2 r in Prozenten

2 A i A 2 A

0.1 0,094 0,096 6

0,2 0,17« 0,188 1 1

0,8 0,252 0,268 16

Es zeigt sich also, dass die oben eingeführte Nutzenfunktion als

strategisch-quasi-invariant bezeichnet werden kann. Dieser Eigenschaft
'st es zu verdanken, dass das vorgelegte, auf schwer erfassbarer Grund-
Mgo beruhende Problem doch einer Lösung zugeführt werden kann.
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Dus erhaltene Resultat erlaubt, die nach den Grundsätzen der Spiel-
théorie erforderlichen Utnwancllungssmschläge für den Übergang von
den nach der l'eriodonsterbetafel (7',. oo) berechneten Barwerte zu
den strategisch bestmöglichen Werten wenigstens der Grössenordnung
nach abzuschätzen. Das genügt, praktisch gesehen, vollkommen, denn
hei solchen schwer zu beurteilenden Problemen reichen allgemeine Rieht-
Union aus, und es wäre unvernünftig, auf eine überspitzte Genauigkeit
abstellen zu wollen.

Zum besseren Verständnis sei noch ein Beispiel angeführt:

Der Barwert einer Altersrente, beginnend mit dem (55. Altersjahr,
für einen 50jährigen Mann beträgt

nach der Periodensterbetafel VZ 1900 / 8% Zins. „ % (5,(Mit

nach der Generationensterbetafel (7], ,r) dagegen „ % Ii,7 10

Der Grenzzuschlag wird somit 2 - : 0,114

Hieraus ergibt sich für /. 1 2 =; 0,100, effektiv wurde ein Umwand-

lungszuschlag von 10,5% in Rechnung gestellt.

Die Festsetzung der Umwandlungszuschläge

Bei der Restsetzung der Tarifansätze nach den neuen Grundlagen
VZ 1900 wurde Wert darauf gelegt, ein möglichst übersichtliches Zu-

schlagssystem zu erhalten, damit sich der Aktuar jeweils über die vor-

genommenen Erhöhungen leicht Rechenschaft gehen kann. Idas hat

zur Folge, dass die effektiv eingerechneten Uniwandlungszuschläge
nicht genau, aber doch weitgehend dem durch die Spieltheorie gegebenen

Zuschlagsniveau entspricht. Wie Zwinggi in seinem Lehrbuch der Ver-

Sicherungsmathematik | 17] ausführt, lässt es sich verantworten, «für
die Extrapolation der Sterbenswahrscheinlichkeiten den Grad der Ge-

nauigkeit herabzumindern, zugunsten einer möglichst einfachen prak-
tischen Handhabung der Ergebnisse; diese Auffassung ist berechtigt,
denn das Resultat joder Vorausberechnung der Sterblichkeit wird in
verhältnismässig grossen Bereichen schwanken».

In Übereinstimmung mit dieser Feststellung muss auch die Frage,
ob durch das beschriebene Verfahren Gewähr für einen garantiert ver-
lustfreien Geschäftsablauf geboten wird, verneint werden. Ebensowenig
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voo din VVa.hrs(fhoinlic.likoil.sr«chinmg vi^rnia» auch die Spieltheorie die
Zukunft nicht aufzudecken, sie vermag aber Verlmltungsregoln an die
Hand zu gehen, die nach aller Voraussicht auf Irund einer eingehenden
bestmöglichst fundierten Analyse anempfohlen werden können. An-
Resichts der Schw ierigkeiten und der Tragweite der Aufgabe sind solche
Htiglie Ii keifen beachtenswert.
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Résumé

L'auteur démontre comment le problème de la mortalité décroissante dans
l'assurance de rentes peut être résolu au moyen de la «Théorie «les Jeux». La
méthode est ensuite appliquée aux «Technische Grundlagen für Pensionsversiche-

rungen V/ 19(10» (Bases techniques pour assurances de pension de la ville de

Zurich).

Riassunto

L'autore dimostra corne pub essore risotto il problema délia mortalité decre-
scente per mezzo délia «Teoria «loi Giochi». Il metodo è poi applicato alle «Tech-
nische Grundlagen für Pensionsversicherungen VZ 19(10» (Basi tecniche per assi-
curazione pensioni délia città di Zurigo).

Summary

The author shows how in annuity assurance the improvement of the mortality
can be taken into account by applying the «Theory of Games». The method is

applied for the «Technische Grundlagen für Pensionsversioherungen VZ 19(10»

(Technical bases for pension plans of the Town of Zurich).
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