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La correspondance prospective-retrospective
et les rnethodes de calcul par groupes des reserves

mathematiques

Par Auguste Urech, Berne et Lausanne

Resume

he theoröme connu suivant lequel les reserves mathßmatiques prospective et
•'etrospective sout egales si elles sont calculßes d'apres les merries bases techniques
Permet de dßfinir une correspondance P->R entre les Clements de la Periode d'assu-
rance qui s'etend au-dela de l'inventaire et ceux de la pßriode qui precede. Appli-
quee aux rnethodes de calcul par groupes des reserves math&matique» d'un porte-
Icuille d'assurances, la transformation P->R, ou son inverse Ji->P, fait alors
''orrespondie ii toute mßthode donnße de groupement une methode dßrivße, ohtenue
l'er la transformation de la premiöre. Aux propri6tes de la methode primitive
correspondent des proprietes symetriques de la methode dßrivße. IVetude s'etend a la
•nöthode de groupement (*, derivee de cello d'Alten burger, a la methode /, derivee
de celle de Lidstone, aiusi (|u'ä la methode de Ifouret qui se correspond ii olle-mßme.

lies rnethodes cle groupement pour le calcul des reserves mathe-
hiatiques d'un portefeuille d'assurances sont fort nombreuses et varices,
dependant, boaueoup de cellos qui ont ete publiees ne se distinguent
Pas d'uno maniere essentielle les unes des autres.

Ce qui frappe lorsqu'on etudie ces rnethodes, dont plusieurs re-
montent bientöt ä, une centaine d'annees, c'est qu'on n'a guere cherche
& en faire des etudes systematiques. En particulier, ort ne s'est pas
applique a decouvrir des precedes generaux qui permettraient, en
Partant de rnethodes connuos, d'en trouver d'autres.

E'aetuaire est un homme de science it qui l'on demande de trouver
fapidement des solutions it toutes sortes de problemes, en tenant compte
de necessites connnerciales, souvent sans lui laisser le loisir d'etudier ces
solutions sous tous leurs aspects. II n'est des lors point surprenant qu'on
ait imagine une multitude de rnethodes de groupement des polices d'un
Portefeuille d'assurances en vue du calcul des reserves mathematiques,
du on les ait ameliorees pour err tirer le profit maximum du point de vue
administrate, sans toujours en examiner ft fond les aspects scientifiques.
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Dans une these de doctorat presentee k l'Universite de Lausanne
en 1959, M. Kenan Ural a etudie un procede qui perinet de faire cor-
respondre ä toute methode de groupement une autre methode, dite
derivee de la premiere. La correspondance envisagee est definie en par-
tant du theoreme connu: pour toute assurance, les reserves mathe-
matiques prospective et retrospective sont egales si elles sont calculees

d'apres les meines bases techniques.

Considerons une assurance quelconque, de capital C, x designant
l'äge d'entree de l'assure, n la duree de l'assurance, s x + n l'äge-
terme et P la prime pure. La reserve mathematique prospective apres
t annees peut s'ecrire:

Ctvr C tA — P tä,

et la reserve mathematique retrospective:

CtV= Pgx:Ti-CUAl
Nous utiliserons autant que possible la notation actuarielle internationale.

Le Symbole \tA* n'en fait cependant pas partie. U designe la
valeur finale du risque, suivant l'expression introduite par M. Ch. Je-

quier sous la designation |trx dans son ouvrage: «De la capitalisation
viagere», Lausanne, La Concorde 1949, page 41. SI:est le facteur de

capitalisation viagere du meine auteur (page 29). L'asterisque signifie
qu'il s'agit d'une quantite concernant le calcul retrospectif ou decou-

lant de la transformation P^-B definie plus loin.
On aurait des forinules analogues pour les assurances de rentes.
La methode prospective fait intervenir des elements futurs: primes

et prestations k echoir, duree restant ii courir, age-terme, etc. Dans
la formule retrospective, on trouve en revanche des elements du passe:
primes et prestations payees, duree courue, age d'entree, etc. Puisque
le resultat numerique est le meine dans les deux cas ä, la seule
condition qu'on utilise les meines bases techniques, il doit etre possible
d'etablir, ä, partir du moment t, une correspondance entre les elements
de l'avenir et ceux du passe.

A la periode future, nous faisons done correspondre celle qui est

passee. La valeur actuelle Ptä des primes futures se transforme en la
valeur finale Psx.^ des primes versees dans le passe; celle des prestations

futures C tA, en la valeur finale du risque G\tA*. Le moment t

de l'inventaire se correspond ä lui-ineme tandis que l'äge d'entree x
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s oppose ü l'echeance s. A tout calcul par la methode prospective
correspond un calcul bien determine de la methode retrospective, et reci-
Proquement.

Pour toute assurance, il existe ainsi une correspondance entre les
elements futurs et passes, que nous designerons avec M. Ural par le
Serine: «correspondance prospectif-retrospectif», ou simplement par
P-+R. II ne s'agit pas d'une correspondance point par point telle qu'on
la rencontre par exemple dans 1'homologie, mais d'une transformation
speciale qui doit etre definie pour nos besoins et qui rappellerait plutot
certains problemes de l'analysis situs.

Oes remarques sont valables pour n'importe quelle assurance.
A elles seules, elles permettent quelques applications interessantes.

Considerons par exemple un portefeuille d'assurances ä un
moment t. La correspondance P->It s'applique ä chaque assurance. A une
Methode de groupement utilisant la formule prospective, il doit done
etre possible d'en faire correspondre une autre fondee sur la formule
retrospective, precisement la methode derivee de la premiere, et in-
versement.

En cherchant les methodes derivees de methodes de groupement
connues, on peut esperer en trouver de nouvelles ou eclairer des
methodes connues sous un jour nouveau. A des proprietes connues d'une
methode doivent correspondre certaines proprietes de la methode derivee.

Partons par exemple de la methode d'Altenburger. On sait qu'elle
est fondee sur la formule prospective du calcul de la reserve mathe-
matique. Pour une assurance mixte de capital C, dont la duree du
Paienient de la prime est de m annees et la prime pure constante P,
°n a pour t m:

C V n t ~h Ac, n D Ac,, N.
t x:n\ L — " P x \- m

Ac i-t Ac k
Mr, Nr, 1

r
°DX, -P~n;;+ D-lPN>i~ + CD.»-CMalJ

K
— 0 A i — P äri +

Dx,
en posant: x'= x + t et K P Nx ,m + GDxl n-CMx, „.
K est le coefficient d'Altenburger.
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La reserve mathematique s'exprime au moyen d'uno nomine alge-
brique dont chaque terme est, pour une police determinde, le produit
d'une constante independante de x' par uti multiplicatour qui tie depend

que de Tage x' ä l'inventaire.

Si done dans un portefeuille d'assurances on groupe toutes les

polices dont les assures ont le meine äge x' ä l'inventaire, les multipli-

cateurs Ax,, äx, et -

^
out les memos valeurs pour toutes les polices

Ac'
du groupe. Les reserves mathematiques du groupe seront donnees par
la formule:

1
V K„

i i i * x1 i

ou l'indice i s'etend ä toutes les polices du groupe considers, dont l'äge
ä l'inventaire est x'.

Pour d'autres formes d'assurances (vie entiere, terme fixe,
assurances ä prime croissante, assurances de capitaux differes avec ou

sans contre assurance, rentes, assurances sur deux totes, etc.), on peut
pratiquer d'une maniere analogue; de nouveaux multiplicateurs, fonc-
tions de x', apparaissent: vx, (LA)X,, <ix,yi, etc.; mais les reserves
mathematiques d'un groupe de polices ayant le memo age a l'inventaire
peuvent s'exprimer en fonction des multiplicateurs Ax,, <lx,, vx', (IA)X,,

(lx,y,,
^

etc., qui dependent de Läge x', et de sommes de quantit.es

caracteristiques des polices du groupe, independantes de l'age a

l'inventaire. C'est le propre de la methode d'Altenburger, sa caracteris-

tique essentielle. La methode de Whiting n'en est qu'une Variante. Tandis

qu'Altenburger exprime sa constante en fonction de l'äge l'echeanco,

Whiting le fait au moyen de l'äge d'entree. II peut y avoir certains

avantages d'ordre pratique en faveur do l'un ou de l'autre de ces caleuls.

Cependant, les deux methodes ne sont pas essentiellement differentes.
Du reste, pour toute police, la valour nuinerique du coefficient de

Whiting est egale ä celle du coefficient d'Altenburger.

Apres avoir rappele les principes qui sont ä la base de la methode
d'Altenburger et le caractere fondamental de celle-ci, nous allons

essayer d'en deduire la methode derivee par le moyen de la correspon-
dance P^-B.
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A la methode prospective du calcul de la reserve mathematique
d une police, nous substituons la methode retrospective. Pour las-
sv,rance mixte, la forinule s'ecrit:

C yrftr. _ p Nx-Nxlt CMx-CMtlt
' x:M|_ D ~ 1)uxIt "x\ t

Ij'äge ä l'inventaire x' ~ x + i ne changeant pas dans la corres-
Pondance P-+R, la methode derivee de celle d'Altenburger groupera
de nouveau les polices d'un portefeuille d'assurances d'apres l'äge
atteint ä l'inventaire, ou ce qui revient au meine, par groupes d'assures
de meine äge. Dans la methode d'Altenburger, on introduit les valeurs
actuelles Ax, et äx, de l'assurance vie entiere et de la rente viagere. Cela
Slgmfie qu'on fait entrer dans la formule des assurances auxiliaires
d age 1'entree x' et d'äge-terine cu-fl, a> etant le plus grand age
represents dans la table de mortalite.

Nous n'avons pas encore defini quel age doit correspondre ä
W+1 dans la transformation V -> H. m + 1 est l'äge tres special on
tous 'es vivants de la table ont disparu. On est tente de lui faire
correspondre l'äge 0, puisque dans la vie des homines on oppose volon-
hers la naissance ä la mort. Mais rien ne nous oblige ä le faire ici.
Nous pouvons tout aussi bien faire correspondre t\ l'äge co I-1 on la
table de mortalite prend en quelque sorte fin, un age a convenablement
eboisi, qu'on peut considerer comme debut de la table. La signification
des assurances auxiliaires que l'on va introduire est facilitee par le
ehoix pour a, d'un age plus petit que tous les ages d'entree des
assurances du portefeuille; inais cela n'est pas une condition necessaire
P°ur les transformations algebriques des formules.

A l'assurance vie entiere de valeur actuelle Ax, correspondra alors
dans la transformation P->li une assurance temporaire en cas de deces
flUl prend effet ä l'äge a. A la rente äx, correspondra la rente äa.x, a|.

A la formule prospective de la reserve mathematique, que nous
aurions pu ecrire:

C.Fpr- — n ^x' ^a>n j3Nx, — Na)l_l

+ [p(^x hm -Nall) + CDx ,n- C(MX hn-Mat)],
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correspond la formule retrospective:

x' x' JJx'

c'est-*Vclire, ä l'aicle des symboles s et /[*:

Vx>

od K* P(Na-NJ - G(MX-MX).

La reserve mathematique apparait sous la forme d'une somme

algebrique de termes ou la rente temporaire la valeur finale du

* .1risque et le quotient -, facteurs qui dependent tous de l'äge

ä, l'inventaire x', sont multiplies respectivement par des quantites P,
C et K*, toutes independantes de x', qui sont des constantes carac-
teristiques d'une police.

Des lors, nous avons une nouvelle methode de groupement pour
calculer les reserves inathematiques d'un portefeuille d'assurances, que
M. Ural designe par la lettre U; c'est la methode U. Comme dans la
methode d'Altenburger, on range dans un meme groupe toutes les

polices de meme äge ä, l'inventaire. Les reserves mathematiques du

groupe se calculent par la formule:

2 o, wsi 2 2 c, - ?- 2 Ki i i i

U est clair que nos considerations peuvent s'etendre sans diffi-
culte aux autres formes d'assurances: vie entiere, terme fixe, assurances
de capitaux croissants ou decroissants, etc. De sorte que la methode U
est generale au meme degre que la methode d'Altenburger. K* est la
constante de la methode U; eile correspond dans la transformation
P R it la constante d'Altenburger.

La methode U est apparentee ä la methode d'Altenburger par le

moyen de la transformation P->E. Tandis que celle-ci est fondee sur
la methode prospective de calcul de la reserve mathematique, celle-lä,

part de la methode retrospective. On reconnait immediatement une
symetrie entre les deux methodes, qui vient precisement de la symetrie
des methodes prospective et retrospective de calcul des reserves
mathematiques. Les rentes äx, et se correspondent; il en est de meine
des elements Ax, et jx,_aA* ainsi que des coefficients K et K*.
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Cependant, cette symetrie n'est pas parfaite. D'une part, nous avons
des elements viagers en regard d'elements temporaires. Cela vient de ce
lie, dans la methode d'Altenburger, l'äge w + 1 est un element singulier
auquel nous avons fait correspondre, si nous pouvons nous exprimer ainsi,
un element regulier: l'äge a. D'autre part, des dissymetries apparaissent
du fait de la presence de Dx, „ et de l'äge x + m dans la constante K.

Le choix des elements viagers &x, et Ax, dans la methode d'Altenburger,

et done de l'äge w +1, repond uniquement h des preoccupations

d'ordre pratique, decoulant de la presentation usuelle des tables
de mortalite et de la definition des nombres de commutation.

II est cependant aise de generaliser un peu la methode d'Altenburger

afin d'eliminer l'emploi de l'äge singulier o> +1.
Partons de la nouvelle methode U et appliquons-lui la transformation

R-+pt inverse de P-+R. Si l'on faisait correspondre ä l'äge a de
la methode U, l'ägeco + 1, on rotrouverait la methode usuelle d'Altenburger.

Mais rien ne nous empeche de faire correspondre ä l'äge a. un
autre äge de la table de mortalite, q, qu'il est parfois commode de
supposer plus grand que tous les äges-termes des assurances du porte-
teuille considere. A l'assurance temporaire a;®'-a| correspondra alors
une assurance temporaire x'-.q-ir'|; aux valeurs finales |X,_XA* et Sa.x,T-,,
les valeurs actuelles A^.pp| et äx,.pp|. La transformation 7?-^P fait
correspondre ä la forinule retrospective de la reserve mathematique la
lormule prospective:

G tPpr-- C M"~M» + + D^» _p N*' ~Ne + Ne~ N,±«
x:" "

'V ^
_ r 1

K
' x': q-x' | äx>: q~x' | '

K P(Nx,m-Ne) + C(Dxin-(Mxbn-Me)).

Les reserves mathematiques du groupe d'assurances d'äge x' h
1 inventaire sont alors donnees par la formule:

Gi tVxi-.nl] 4-1,.pz1 2 Gi—äx':f-x'\^,Pi + V-f 2 '
* i i -L>x, i

°u l'indice i s'etend ä toutes les assurances du groupe.
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Noil seulement nous avons obtenu cl'une maniere elegante la me-
tliode d'Altenburger generalisee, inais la svmetrie avec la methode TJ

est maintenant meilloure.

Cependant, la methode d'Altenburger generalisee peut paraitre
plus compliquee que la methode originale, en particular pour les

applications pratiques, ä cause des elements teinporaires. En realite il n'en
est rien. II suffit d'etablir l'mstrument convenant aux calculs, soit une
table de commutations et autres valeurs actuarielles adaptee ä nos
besoins. Arretons la table ä l'äge p — 1 comme on le fait parfois; c'est-
ä-dire, partant des Dx et Cx habituels, inscrivons dans la table les

commutations iV,.---, Mx.^ et Bx.^ par addition des I)x,
Mx, etc., des l'äge p -1, au lieu de le faire des l'äge w. En utilisant
la table de mortalite de la population masculine suisse ST\I 1948/53, on
obtient, pour p 85, la table 1° ci-apres. Nous y inscrivons egalement
les valeurs actuelles de la rente teinporaire et de l'assurance temporaire
de 1: y xj

_
x (l _ __

X: O X\ rs » ^ ^XIQ-X | r-s
' x

Pour siinplifier, nous designerons les quantites ci-dessus par: \NX, \SX,

iMx, jBx, ~AX et \äx. lies nombres de commutation \S et iIi permettront
en outre de calculer rapidement les valeurs actuelles de rentes ou d'as-

surances croissantes.
De meine, la methode U n'est ni plus ni moins compliquee que

la methode d'Altenburger. Cependant, il s'agit ici aussi d'etablir une
table de commutations et de valeurs finales pour faciliter les calculs.
Nous sommes partis ci-apres, (table 2"), de a 20 et de la table
SM 1948/53. Les nombres de commutation N, S, M, Ii tels qu'on les

definit en general conviennent essentiellement aux calculs prospectifs.
La methode U etant fondee sur des calculs retrospectifs, il vaut la peine
d'en introduire de nouveaux definis de la maniere suivante:

£C~l

K Dr ' aVeC 0 '
r=a
x—l

|S* 2 Nr' aVeC 0 '
T=0C

\M*X 2 °T> avec Ma=0,

\B* ^Mr, avec Ba =0.
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Jjes valeurs finales s'en deduisent facilemenf. On a:

,v* M*.
4 _ ' x pf A* I *'
ö<x-.x' a | h t r \

SJx'

Les nombres de commutation |»S'* et iE* servent a calculer les
valeurs finales de rentes et d'assurances decroissantes.

He cette maniere, la symetrie entre la methode d'Altenburger et la
methode U est bien apparente. Toutes deux sont du reste des methodes
exactes. Miles hp valent theoriquenient et pour les applications.

Cependant, nous l'avons vu, la presence de l)x Vn
dans la constante

d'Altenburger est encore une cause de dissymetrie qui tient ä la nature
speciale du capital differe; nous ne pouvons pas l'eliminer. Du point
de vue auquel nous nous plagons, une assurance teniporaire en cas de
deces peut etre consideree comine symetrique par rapport au
moment t, de 1'inventaire en ce sens que les deces de la periode future
x s sont assures au meine titre que les deces de la periode passee

II n'en est pas de meine d'un capital differe; la prestation
assuree n'apparait que dans la periode future; on ne peut rien lui faire
correspondre dans le passe. C'est une assurance asymetrique. De meine,
1'assurance mixte, l'assurance it tenne fixe, les assurances ii prestations
croissantes, celles h primes decroissantes, etc. sont asymetriques. Tant
du'on n'envisage pas de cas numeriques, on pourrait etablir la syinetrie
en cornpletant ou en modifiant convenablement l'assurance. Le capital
differe ou l'assurance mixte, par exemple, seraient theoriquenient
completes par une prestation C* payable au debut de l'assurance, ce qui
conduirait h une symetrie parfaite, et C* serait egal t\ zero pour le
capital differe ordinaire ou l'assurance mixte.

Quoique ces remarques soient interessantes du point de vue theo-
nque, nous n'en poursuivrons pas l'etude ici. Elles ont pourtant l'avan-
tage de faire comprendre pourquoi la symetrie entre les formules pros-
pectives et retrospectives n'est souvent pas complete. Cela viont de ce
due l'assurance doit etre adaptee aux besoins de la vie humaine. Celle-ci
se deroule dans un seul sens. Les besoins qu'elle engendre ne sont pas
symetriques par rapport ä un moment t. II est naturel d'assurer un
capital differe C; en revanche, l'assurance d'une prestation C* payable
au debut de l'assurance ne convient que dans des cas speciaux. Les
calculs prospectifs ont certains avantages sur les formules retrospectives.
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SM 1948153 21l2°lo, « 20, Q 85

1° Table de commutations et de valeurs actuelles

X Dx \NX jS^IOOO \üx cx \MX 1^:1000 \AX

20 57 531 1 631 131 34 321,4 28,352 92 16 444 709,34 0,2858
21 56 037 1 573 600 32 690,2 28,081 94 16 352 692,90 2918
22 54 576 1 517 563 31 116,6 27,806 95 16 258 676,54 2979
23 53 151 1 462 987 29 599,1 27,525 96 16 163 660,29 3041
24 51 758 1 409 836 28 136,1 27,239 95 16 067 644,12 3104

25 50 401 1 358 078 26 726,3 26,945 94 15 972 628,06 0,3169
20 49 077 1 307 677 25 368,2 26,645 93 15 878 612,08 3235

78 4 397,7 20 347 68,4 4,627 453 2 599 9,56 5910
79 3 837,2 15 949 48,1 4,156 432 2146 6,96 5593

80 3 311,4 12 112 32,1 3,658 406 1 714 4,82 0,5176
81 2 824,0 8 801 20,0 3,116 376 1 308 3,10 4630
82 2 380,1 5 976 11,2 2,511 344 932 1,80 3916
83 1 977,7 3 596 5,2 1,818 311 588 0,86 2972
84 1 618,2 1 618 1,6 1 277 277 0,28 1709

2° Table de commutations et de valeurs finales

X Dx \K |SJ : 1000 sa: x-<x | Cx 1
M*x 1^:1000 \Al

20 57 531 0 0 0 92 0 0 0
21 56 037 57 531 57,5 1,027 94 92 0,092 0,0016
22 54 576 113 568 171,1 2,081 95 186 278 34
23 53 151 168 144 339,2 3,164 96 281 559 53
24 51 758 221 295 560,5 4,276 95 377 936 73

25 50 401 273 053 833,6 5,418 94 472 1,408 0,0094
20 49 077 323 454 1 157,0 6,591 93 566 1,974 0,0115

78 4 397,7 1 610 784 61 973 366,28 453 13 845 267,81 3,148
79 3 837,2 1 615182 63 579 420,93 432 14 298 282,11 3,726

80 3 311,4 1 619 019 65 198 488,9 406 14 730 296,84 4,448
81 2 824,6 1 622 330 66 820 574,4 376 15 136 311,98 5,359
82 2 380,1 1 625 155 68 445 682,8 344 15 512 327,49 6,517
83 1 977,7 1 627 535 70 073 822,9 311 15 856 343,34 8,017
84 1 618,2 1 629 513 71 702 1007,0 277 16 167 359,51 9,991
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Cependant, comine M. Ch. Jequier l'a si bien montre clans l'ouvrage
cite plus haut, les methodes retrospectives sont parfois fort interessantes.

La methode U pour le calcul par groupes des reserves mathe-
matiques et celle d'Altenburger sont äquivalentes du point de vue
theorique et pour les calculs des qu'on utilise cles tables de commutation,

de valeurs actuelles et de valeurs finales telles que Celles de
la page 140.

A premiere vue, il pent sembler que les nombres de commuta-
tion Dx font par tie integrante cles deductions prospectives et qu'on
ne les utilise clans les calculs retrospectifs que par un retour ä la forme
prospective. Dx est en effet un nombre escompte de vivants. Cependant,
8 d est commode d'escornpter jusqu'ä Läge 0, on pourrait tout aussi
Men etablir les nombres de commutation en introduisant les valeurs
actuelles des vivants k un autre moment, anterieur ou posterieur ä
1 age x, par exemple ä l'äge 85, en posant: D{x5] v^mlx. L'exposant
£—85 peut etre positif ou negatif; cela n'a aucune importance. On peut
parier d'escompte si l'exposant est positif et de valeur finale s'il est
negatif. T)x est une simple expression algebrique, inclependante de
1 emploi des methodes prospective et retrospective.

La methode de Whiting, avons-nous vu plus haut, n'est qu'une
Variante de la methode d'Altenburger, celle dans laquelle la constante
est exprimee en fonction cle l'äge d'entree.

Partant de la constante d'Altenburger pour l'assurance mixte:

K PNx+m + CDxln-CM^n,
et de la formule cle la prime:

P CMx-CMx+n + CDx+n

Nx-Nz+m
°n peut eliminer les ages x + m et x + n et introduire dans la
constante Page d'entree x. On a:

PNx+m + CDx,n-CMx„t PNX — C Mz,
d'ou K PNX — CMX,

qu'on ecrit souvent: R
°u Px designe la prime de l'assurance vie entiere de capital C, et P
la prime de l'assurance mixte.
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(Jonsiderons d'autre part la methode U. 1'our l'assurance mixte,
la constante K* est:

K* P(Na—Nx) — C(Ma—M^j.

Pile est exprimee en fonction de Page d'entree x qui, dans la
transformation L'-> R, correspond a l'age-terme s de la methode d'Alten-
burger.

La formule de la prime permet d'eliminer Page x et de le remplacer

par l'äge-terme x + n et par x + m. On trouve:

It* P(Na-NT+J - C(MX—MX rB + I)x („),

qu'on pent ecrire:

It* (Na-Nx^[P-P(Aa;xl1^)],
ou P(Aa.x designe la prime d'une assurance mixte conclue ft Page a,
d'äge-terme s x + n, dont la prime est payable jusqu'ä, Page x + m.

La methode de Lidstone ou methode /, bien connue eile aussi, va
nous permettre une nouvelle application de la transformation P-+B.
Fondee sur le calcul prospectif de la reserve mathematique, eile groupe
les polices d'apres la duree d'assurance restant fi courir depuis l'inven-
taire jusqu'fi l'echeance, n' — s — t, c'est-a-dire par annees d'echeance.

En revanche, les ages atteints it l'inventaire et les ages ä l'echeance

des assures de chaque groupe sont des plus divers.

Toutes les polices d'un meme groupe, de duree restant ft courir n',
sont remplacees pour le calcul des reserves mathematiques par des

polices de meme capital assure, de duree restant ft courir n' et de

meine äge f' ft l'inventaire et f' + n' ft l'echeance, £' etant une moyenne
entre les äges ft l'inventaire des polices en question. Coinme on le sait,
dans la methode de Lidstone on considere pour les assurances mixtes
deux äges inoyens:

i

y, t7,

ou yp/ii 1

T' '

y p. '
/1 i
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°u c est la constante de Makeham si la table de mortalite est ajustee
d apres la loi imaginee par cet. actuaire. Ges deux ages different en
general Iegerement. Nous ne nous etendrons pas iei sur celui qu'il con-
vient d'adopter pour les calculs.

Bappelons encore qu'il est eonnnode, pour exposer la methode,
de supposer d'abord que la table de mortalite est ajustee d'apres la loi
de Makeham. II est alors possible de developpor la valeur actnelle do
toute rente (ix< n en une serie convergente de la forme:

dcGn'l ^o(n') + hin') C%i + h(n') C2*' +

ou les coefficients A0, Aj, sont fonction de la duree n' restant a
courir, mais independants de l'äge x[, c etant la constante de Makeham.
En ne conservant que les deux premiers tennes de la serie, on arrive
pour la rente nx> au developpement lidstonien:

ä«;-:«! 4>K) + AiK) °x''

°e qui conduit aisement pour le groupe considere a l'un ou l'autre des

'iges moyens de ludstone. La niethode est du reste applicable indepen-
damment du fait que la table de mortalite est ajustee d'apres la loi
de Makehain ou non. 0 suffit que la valeur actnelle de la rente puisse
etre mise sous la forme d'un developpement lidstonien.

Bien que la methode ne soit pas mathematiquement exacte, puisque
nous avons neglige ci-dessus tons les termes de la serie it partir du troi-
sierne, on sait que pour les portefeuilles qu'on rencontre d'habitudo
1'approximation obtenue est en general tres bonne; la methode pent
etre appliquee sans crainte dans la pratique. Cependant, l'approximä-
Bon depend de la composition du portefeuille. Jui seule coinparaison
des reserves mathematiques de portefeuilles donnes, calculees d'apres
la methode de Lidstone, aux reserves exactes fait courir le risque de
ne considerer que des portefeuilles bien equilibres. Les exeinples qu'on
cite sont parfois repris d'un auteur ä l'autre. Si l'on considere des
portefeuilles specialement choisis, on s'aper^oit que l'approximation
n est pas aussi universellement bonne qu'on l'a souvent adinis. L'etude
theorique de la convergence des series introduites par Lidstone n'est pas
tres aisee. Citons cependant un memoire fort interessant de J. Podtia-
gume:«Quelques remarques sur la methode de Lidstone dans l'assurance
sur la vie» (Aktuarshe Vedy, Vol. VII, 1937/38).
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Dans la transformation P->R, le moment t se correspond b, lui-
ineme. A la periode future x +1 -> x 4- n, de duree n', correspond la

periode passee x-\-l-> x, de duree ecoulee t. A 1'echeance s= x+n
d'une police correspond l'entree dans l'assurance ä l'äge x. Au groupe
des polices d'un portefeuille ayant la meme duree future n', et done

la meme echeance, nous faisons correspondre le groupe des polices de

meme duree ecoulee t au moment de l'inventaire, soit celles qui ont
la meme epoque de souscription; leurs ages & l'entree et ä l'inventaire
cependant sont differents.

Au calcul prospectif de la reserve mathematique dans la methode
de Lidstone correspond dans la methode derivee le calcul retrospectif:

CtV?*- Psx:Tl-CuA*x.

Pour le groupe des polices de duree ecoulee t, les reserves mathe-
matiques s'ecrivent:

y,c,,v;;"=2pA,:n-2c<K-
i i i

La methode derivee de celle de Lidstone n'est pas autre chose

que la methode t qui a ete etudiee en particulier ces annees passees dans
le Bulletin de l'Association des Actuaires suisses par plusieurs actuaires
de notre pays. Nous l'examinons ici, comme M. Ural dans la these pre-
citee, un point de vue different, soit precisement comme methode
derivee de celle de Lidstone.

Tout comme pour la methode de Lidstone, il est commode de

supposer d'abord que la table de mortalite est ajustee d'apres la loi
de Makeham.

La valeur finale de la rente £ ,-j peut alors s'ecrire sous la forme
d'une serie convergente dont nous ne retenons que les deux premiers
termesi i

sxVT\ 4o(0 + Mt)c S

ou les coefficients AjJ et sont fonction de la duree ecoulee t, mais

independants de l'äge x\.
La premiere somme du deuxieme inembre de la formule des reserves

mathematiques peut alors s'exprimer en fonction d'un äge moyen ä

l'inventaire, £'*, choisi de maniere que:

K(t)I1pi+^)?ipiCx'i



145

II auffit que f* soit determine d'apres l'equation:

V P <*i
*

MM t
c YP '

J-J 1

i

ou> ce qui revieut au meine, en fonction des ages ä l'entree:

^P^r' VP(^
rc*-t _ * —

»

~ V P V P.
•

p I * l %

i i
£ *~t est l'äge inoyen des polices du groupe a la conclusion. Si Ton
affecte chaque police d'un coefficient:

Z* PiCXi,

on voit que, parallelenient a la methode de Lidstone, l'äge moyen se
calcule ä l'aide des coefficients Z*:

^Z*
rc*-i _ 1

_ Vpi '

i
De meine, la valeur finale du risque, pent s'exprimer sous

la forme d'un developpement lidstonien:

,X fh®+ri® <?'.

lea coefficients p* et /<* etant fonction de t, mais independants de
''age x\.

Des lors, on peut exprimer la secoride somme du deuxieme membre
de la forinule des reserves matheinatiques en fonction d'un äge inoyen
d l'inventaire, f'*, clioisi de maniere que:

£ C{ l(<- ^(f) 2 Ct+rf(t) 2 Gi <*

i i
£'* doit satisfaire ä l'equation:

i i

°u bien, en fonction des äges ä l'entree:

VCiC^' %Cic*<

_ >

_ _ _"2^ y^cr-
i i

10
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£'* — t est l'äge d'entree moycn des polices du groupe, ce qui conduit
a introduire pour chaque police une constante

Z* CicXi, en fonction du capital.

CJomme dans la methode de Lidstone, les äges moyens f* et £'*
ne sont pas exactement les meines. Nous ne discuterons pas ici s'il est

preferable d'adopter le premier de cos ages, le second ou peut-etre une

moyenne des deux, ni le degre d'approximation auquel conduit la
methode. Cos questions sont paralleles a cellos qui se posent dans la
methode de Lidstone.

La transformation P->li a l'avantage de conduire tout naturelle-
ment ä la methode t. Du degre d'approximation de la methode de

Lidstone on doit pouvoir tirer dos indications sur celui de la methode t.

L'etude precitee de Podtiaguine, transposee ä la methode t, serait tres
precieuse.

Reciproquement, en appliquant ä la methode t la transformation
inverse B->P, on obtiendrait la methode de Lidstone. Partant des

proprietes connues de la methode t, on pourrait peut-etre en trouver
de nouvelles concernant celle de Lidstone.

II est parfois admissible de remplacer la methode de Lidstone par
un procede moins precis mais plus simple. Le groupement par durees

restant & courir c'est-ä-dire par annees d'echeance subsiste. En
revanche, on evite les nombres auxiliaires Z et Ton calcule l'äge moyen £'

comme moyenne ponderee des äges x\ par la formule:

£' '

i

II parait cepondant indispensable pour obtenir une approximation
süffisante de partager chaque groupe en trois tranches: l'une comprenant
par exemple les polices avec echeance avant l'äge de 30 ans; la deuxieme,
celles dont l'echeance est comprise entre 30 et 55 ans; la troisieme, les

assurances ä echeance plus tardive. L'approximation obtenue est moins
bonne qu'avec la methode de Lidstone et les reserves ainsi calculees

sont dans la regie un peu trop faibles de sorte qu'il y a lieu de les

augmenter d'environ 2% de leur montant.
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L'application a cette methode de Lidstone simplifiee de la
transformation P->R conduit une methode t simplifies. Le groupement par
durees ecoulees, c'est-t\-dire par annees de conclusion, subsiste. On evite
en revanche les nombres auxiliaires Z* et l'on calcule I'age moyen f*
conimo moyenne ponderee dos ages x' par la formule:

2^£'# — _
4

_

VC. "

i
Le degre d'approximation et la division de chaque groupe en tranches
pose des questions analogues k celles de la methode de Lidstone simplifiee.

Par rapport ä la transformation P->R et k son inverse B->P, la
methode de Fouret ou methode de recurrence, occupe une place k part.
Fondee sur la formule de recurrence des reserves mathematiques qui
s ecrit par exemple pour les assurances mixtes et les temporaires en
°as de deces:

(P i-i^x + p) (f "h f) G qx+t_1 + C Px+t-i iVx,

elle groupe les polices d'un portefeuille d'apres l'äge ä, 1'inventaire. Les
reserves mathematiques du groupe de polices d'äge x' k 1'inventaire
sont:

(2 °i + 2 pi) (1+*) - ?«--! 2 °i
2cit.vx. -

1 !—.

La formule de recurrence ne s'applique qu'aux assurances qui font
Partie du portefeuille pendant toute l'annee. Les entrees et sorties de
l'exercice ne peuvent pas etre englobees dans le groupe; elles sont
traitees individuellement.

La methode de Louret est fondee sur le calcul retrospectif. Si Ton
applique la transformation B->P k la formule de recurrence des
reserves mathematiques, on constate que cette formule se correspond
& elle-meme, ce qui ne surprend pas. La transformation conduit en
effet ä, une relation entre les reserves mathematiques au debut et a la
fin de la (t + l)e annee et les prestations et contre-prestations durant
cette annee-lä; on retombe necessairement sur la formule de recurrence
appliquee ii la nouvelle annee. On le verifie aussi directement en eta-
blissant la formule qui, dans la transformation B -> P, correspond ä la
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formale de recurrence; aux valeurs finales des reserves mathematiquos
et des prestations et contre-prestations de l'annee t->t — 1, calculees

au moment i, correspondent les valeurs actuelles h ce meine momont
des reserves mathematiques et des prestations et contre-prestations de

l'annee <->1 + 1. On trouve:

»P*. iC mVx + vC(Ixit ctK + P,

soit la formale primitive, daris laquelle t a ete reinplace par <+1.

Exprimant tVx cn fonction de t\^Vx pour toutes les assurances
du portofeuille considere en vigueur pendant la (1+ l)e annee entiere,
dont les assures sont d'äge x' ä l'inventaire, on obtient la formule:

Z c'; t&i ® [Z c.-v* 2^0-^ tvx)] - 2 p, •

i i i i

Elle n'est cependant d'aucune utilite dans la pratique puisque, au
moment t, on ne connait ni les reserves ([ hlF ni le deroulement du

portefeuille au cours de la prochaino annee.

Les quelques exemples qui precedent montrent quel usage on pent
fairo de la correspondance P->R ou de son inverse R->P. Elle etablit
un lien de symetrie entre une methode tie calcul par groupes des reserves

mathematiques d'un portefeuille d'assurances et la methode derivee

qui a ete definie. En cherchant la methode derivee d'une methode de

groupernent donnee, il ost possible qu'on en decouvre une nouvollo ou

qu'on retombe sur une methode dejä. connue qu'on pent considerer
alors sous un angle nouveau. La correspondance P->R, ou son inverse
R-> P, est un guide precieux pour l'etude des methodes de groupernent;
les proprietes de la methode primitive eveillent l'idee de proprietes
symetriques de la methode derivee et dirigent les recherchcs. Le
moment t de l'inventaire est utilise coinine un pivot. Le procede, applique
systematiquement, promet d'etre assez fecond.
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Zusammenfassung

_

Der bekannte Satz, wonach das prospektive und das retrospektive Deckungskapital

übereinstimmen, wenn sie nach denselben technischen Grundlagen
berechnet werden, gestattet die Herleitung einer Beziehung P-*Ii zwischen den in
der prospektiven und der retrospektiven Methode vorkommenden Grössen. Mit
Hilfe der Transformation P->R bzw. ihrer Inversen kann zu jeder
vorgegebenen (Iruppenmethode eine abgeleitete Methode angegeben werden. Den
Eigenschaften der ursprünglichen Gruppenmethode entsprechen symmetrische
Eigenschaften der transformierten Methode. Die Untersuchung befasst sich mit
der Gruppenmethode U, die sich aus der Methode von Altenburger ergibt, der
'-Methode, die als Transformierte der Methode von Lidstone erscheint und der
Methode von Kouret, die im wesentlichen unverändert bleibt.

Riassunto

II teorema conosciuto, secondo il quale le riserve matematiche prospettive
R i'etrospettive sono eguali se esse sono calcolate secondo le Stesse basi tecniche,
permette di definire una relazione P->ll tra gli elementi del periodo d'assicurazione
che si estende al di lä dell'inventario e quelli del periodo che precede. Applicata ai
nietodi di calcolo per gruppi delle riserve matematiche di un portafoglio d'assi-
ourazioni, la trasforcnazione lod il suo inverso 11-*P, fa cosl corrispondere
ad ogni metodo dato di aggruppamento un metodo derivato, definito colla trasfor-
mazione della prima. Alle proprietä del metodo primitivo corrispondono proprietä
simmetriche del metodo derivato. Lo studio si estende al metodo di aggruppamento
U, derivato da quello dell'Altenburger, al metodo t, derivato da quello del Lidstone,
üonchä al metodo del Fouret che corrisponde a se stesso.

Summary

The well-known theorem, according to which both the prospective and
retrospective mathematical reserves are equal if they aro calculated on the.same technical

bases, permits to define a correspondence P->7? between the elements of the
Wsurance term extending beyond the valuation and those of the preceding term,
from any given grouping method can be derived a corresponding method by means°f the transformation P-*-/?, or the inverse fl->P. To the properties of the original
method correspond symmetrical properties of the derived method. The study
relates to the grouping method U, derived from that of Altenburger, to the method t,
derived from that of Lidstone, and to that of Fouret which remains practically
"nchanged by the transformation.
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