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MEM. SOC. VAUD. SC. NAT. 18.3, 1990

MODELES DYNAMIQUES EN BIOLOGIE, R. ARDITI (DIR.)
DYNAMICAL MODELS IN BIOLOGY, R. ARDITI (ED.)

Une remarque sur
les événements élémentaires

PAR

JEAN-PIERRE GABRIEL ! ET TPHILIP MILASEVIC 2

Résumé— GABRIEL J.-P. et MILASEVIC P, 1990. Une remarque sur les événe-
ments élémentaires. /n: Modeles dynamiques en biologie, R. Arditi (dir.). Mém. Soc.
vaud. Sc. nat. 18.3: 345-351.

La modélisation d’une épreuve aléatoire fait en général appel a la notion d’événement
élémentaire. La construction d’un espace probabilisé pour représenter 1’épreuve en
question est évidente si celle-ci comporte un nombre fini de tels événements. Le cas
dénombrable a été traité par HANISCH, HIRSCH et RENYI (1969). La présente
note se propose d’éclairer la situation générale.

Summary— GABRIEL J.-P. and MILASEVIC P, 1990. Elementary events and prob-
ability spaces. /n: Dynamical Models in Biology, R. Arditi (ed.). Mém. Soc. vaud.
Sc. nat. 18.3: 345-351.

Modelling a random experiment usually requires the notion of elementary event.
The construction of a probability space representing the experiment is obvious in
the case of a finite number os such events. The countable case has been treated by
HANISCH, HIRSCH and RENYT (1969). The present note is a tentative discussion
of the general case.

Key words: probability space, elementary event, outer measure.
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1. INTRODUCTION

Le but de cet exposé est de mettre en évidence certains aspects de 1’axiomati-
que probabiliste qui, nous semble-t-il, permettent une meilleure compréhen-
sion de son interprétation phénoménologique. Le concept fondamental de
la théorie de Kolmogorov, et sous-jacent a tout modele probabiliste d’une
expérience aléatoire, est celui d’espace de probabilité, ou espace proba-
bilisé, consistant en un triplet formé d’un ensemble (), d’'une o-algébre F
de parties de {2 (les ensembles mesurables), et d’'une mesure de probabilité
P sur F. Lintroduction de ce concept peut étre motivée de la maniére
suivante.

La structure algébrique la plus simple sur un ensemble «d’événements »
permettant de parler de «réunion», «d’intersection» et de «complémentaire »
d’événements est celle d’algébre de Boole. Par le théoréme de Stone
(HALMOS 1974), toute algebre de Boole est isomorphe a une algebre de
parties d’un ensemble; il suffit donc de considérer de telles algebres. Par
le théoréeme d’extension de Carathéodory (LOEVE 1977), on sait que toute
probabilité (continue) sur une algeébre de parties A posseéde une exten-
sion unique 2 la o-algébre de parties engendrée par .A. On obtient ainsi de
mani¢re «naturelle ) une structure d’espace probabilisé. Phénoménologique-
ment, les éléments de F sont des événements et les points de 2 les
événements élémentaires ou les résultats (indécomposables) de 1’expérience.

Il est toutefois possible de se passer d’ensembles et de modéliser la notion
d’événement a I’aide de o-algebres de Boole (KAPPOS 1969). Bien que cette
approche semble plus générale en vertu du théoréme de Loomis (HALMOS
1974), elle s’aveére, du point de vue mathématique, équivalente a 1’approche
ensembliste (KAPPOS 1969; SIKORSKI 1969).

Une question reste cependant en suspens: comment construit-on un es-
pace (§2,F, P) pour représenter une expérience aléatoire? Un chemin pos-
sible et naturel consiste a partir des événements élémentaires qui deviendront
les points de I’ensemble 2. Le choix de la o-algebre sera plus ou moins
délicat selon la cardinalité¢ de €2, mais dans tous les cas la cohérence de
cette approche exige de pouvoir interpréter les singletons de )} comme
événements, ce qui équivaut dans ce contexte & demander que {w} € F
pour tout w € 2. Le modele de Kolmogorov ne précisant pas cette exi-
gence, la question se pose de savoir s’il est plus général que le modele
obtenu a partir des événements élémentaires. Une réponse a cette ques-
tion nous parait importante pour la cohérence de 1’approche ensembliste.
Dans le cas d’une réponse positive, il nous faudrait interpréter le surplus de
généralit¢ du modele de Kolmogorov, alors que dans le cas d’une réponse
négative, la construction par les événements élémentaires nous permettrait
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d’atteindre le méme niveau de généralité. Nous allons voir ci-dessous que
ceci est effectivement le cas.

2. MODELES ISOMORPHES

Dans ce qui suit nous appellerons modéle un espace de probabilité et nous
dirons qu’un tel modele est complétement atomique si tous les points de
I’ensemble, en tant que singletons, se trouvent dans la o-algebre.

DEFINITIONS. Nous dirons que deux modeles (Q,F,P) et
(Q,F',P'") sont

— isomorphes, s’il existe un isomorphisme ¢ : F — F’ tel que P/(¢(A)) =
P(A), VAeF,

— essentiellement isomorphes, s’il existe une sous- o-algébre G de F et
une sous-o-algébre G’ de F' telles que (2,G,P) et (2',G', P') sont
isomorphes et telles que pour tout A € F ettout A’ € F/,ilexiste B€ G
et Beg tq PAAB)=P (A AB)=0.

Intuitivement, deux modeles sont isomorphes (essentiellement isomor-
phes) s’ils peuvent modéliser la méme expérience aléatoire (a des €véne-
ments de probabilité nulle pres).

Etant donnés un ensemble () et une o-algebre F de parties de (2,
considérons, pour w € €2, le sous-ensemble de (2

A,= [V F ot F,={FeFlweF}.
FeFy,

Remarquons que A, € F si et seulement si w appartient & un atome
de F, A, étant alors I’atome en question. On vérifie facilement que ces
sous-ensembles satisfont les propriétés suivantes

Vw,w' € Qwe Ay < A, = Ao, (1)

VweQVFeF,FNA, #0= A, CF. (2)

Considérons maintenant la relation d’équivalence sur €2 x {2 définie par
wr~w = JeA,.

Il découle de la propriété (1) que cette relation est bien définie et que la

classe d’équivalence de w € §2 est donnée par w* = A, .

Désignons par {2* I’ensemble de ces classes et par F* la o-algebre de
parties de Q* donnée par {{w*|lw e F} | F € F}.
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Les o-algébres F et JF* sont isomorphes par I’application
F F*:={w" |weF}

et si, étant donnée une probabilité P sur F, on définit la probabilité¢ P*
sur F* par P*(F*) = P(F), les modeles (Q, F,P) et (Q*,F*, P*)
sont isomorphes. Notons que w* € F* si et seulement si A, € F.

3. LE CAS DENOMBRABLE

Si  est dénombrable, les sous-ensembles A, sont tous mesurables
(HANISCH et al. 1969). 1l suit alors de la définition de ces ensembles
que ce sont des atomes de F (si B € JF est contenu dans A, alors
B =10 ou B=A,) al’aide desquels on peut, par des réunions dénombra-
bles, obtenir tous les éléments de F .

Phénoménologiquement, on peut donc interpréter les A, comme évé-
nements élémentaires au sens propre du terme: ils sont indécomposables
et permettent par des opérations ensemblistes de constituer tous les événe-
ments.

Remarquons par ailleurs que ces atomes deviennent des points (single-
tons) dans le modele isomorphe construit au paragraphe 2. Tout modele dont
I’ensemble sous-jacent est dénombrable est donc isomorphe a un modele
completement atomique.

4. LE CAS NON DENOMBRABLE

Considérons un modéle (€2, F,P). Dans le cas ou ) et F ne sont
pas dénombrables les choses ne sont pas aussi simples que ci-dessus. La
difficulté provient du fait que les ensembles A, ne sont en général pas tous
mesurables. Ce fait est illustré par I’exemple suivant.

Soient §2 le plan euclidien et F la o-algébre de parties de §2 engendrée
par tous les cercles C, centrés a ’origine de rayon r > 1. Alors A, =
Clw) € F pour tout w de norme |lw|| > 1, mais pour tout w de norme
<1, A, estle disque unité ouvert, qui ne se trouve pas dans F .

Une modification de la stratégie adoptée dans le cas dénombrable est
donc nécessaire pour traiter le cas général.

DEFINITION. Nous appellerons ilot tout ensemble A, non mesurable.

Remarquons que s1 F est dénombrable il n’existe pas d’ilots.

Nous allons maintenant construire un nouveau modele tenant compte de
I’éventuelle présence d’ilots. Remarquons que si la structure d’intérét con-
sistait seulement en (€2, F), il suffirait de considérer la o-algébre engendrée
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par F et les singletons. En incluant P dans le modele, la question devient
plus délicate. '

Une possibilité serait de considérer la o-algebre engendrée par F et tous
les ilots et d’étendre P a cette o-algebre. Cette approche semble toutefois
présenter des difficultés techniques sérieuses et n’apparait de plus pas trés
naturelle: les lots ne peuvent pas €tre considérés comme des événements
puisqu’ils ne sont pas mesurables, et envisager une structure leur conférant
a tous un statut d’événement pourrait nous éloigner du modele original, ce
qui n’est évidemment pas souhaitable. Nous allons donc procéder d’une
autre maniere.

Désignons par Py la mesure extérieure (définie sur P(f2)) associée a
P (LoEVE 1977), et qualifions de C-mesurable un sous-ensemble A de
{2 mesurable au sens de Carathéodory, c.a.d. tel que, pour tout B C €1,

Py(B) = Py(AN B) + Py(A°N B).

Les notions de mesure extérieure et d’ensemble C-mesurable jouent un
réle central dans le théoréme d’extension de Carathéodory (LOEVE 1977).

Nous avons maintenant les résultats suivants, dont les preuves figurent
dans le paragraphe 3.

LEMME 1. Il y a au plus un ensemble dénombrable de w € Q tq.
Po(A,_,_,) ),

LEMME 2. Une réunion dénombrable d’ilots n’est jamais mesurable.

Le lemme suivant met en é€vidence la relation entre les 1lots et les en-
sembles (C-mesurables.

LEMME 3. Pour tout ilot A,, Py(A,) = 0 <= A, est C—
mesurable.

Si maintenant on définit le modele (2., F., P.) par

Q. = Q" \ {w*|A, est un ilot non C'— mesurable}(') ,
e == {F* NQ|F* € F*}et P.(F*N Qc) = P(F),
on a le résultat suivant.

PROPOSITION. Les modéles (U, F,P) et (e, Fe, P.) sont isomorphes.

Finalement, en désignant par F, la o-algébre engendrée par F, et
les ilots C-mesurables et par P/ ’extension de P. a F., on obtient ce
corollaire.

1Q. est non-vide puisque 1’on retire un sous-ensemble dénombrable 2 un ensemble
qui ne I’est pas.



350 J.-P. GABRIEL ET P. MILASEVIC

COROLLAIRE. Le modéle (2, F, P) est essentiellement isomorphe au mo-
déle completement atomique ()., F., P.).

Remarquons que la sous- o-algebre G apparaissant dans la définition des
modeles essentiellement isomorphes est ici identique a F .

5. PREUVES

Notons tout d’abord le fait suivant.

(*) Pour toute famille dénombrable {A.,, A.,,...}, il existe une famil-
le {F1, Fy,...} d’éléments deux a deux disjoints de F t.q., pour tout 7,
Fj € ]:wj :

En effet, il suit de la propriété (2) que Vj, k, j # k, 3G € Fo,; tq.
ij; N Awk =0.

Pour Gj =(,4; Gjk,onadonc que G; € F,; et G;NA,, =0 pour
tout k# j. La famille {F1,Fy,...} avec F; = G; \ Uy, Gk satisfait
alors la propriété désirée. ¢

Preuve du lemme 1. Supposons le contraire. Il suit alors de la non-
dénombrabilité et de la propriété (*) 1’existence d’un nombre positif ¢ et
d’une famille dénombrable {F}, Fs,...} d’éléments deux a deux disjoints
de F tels que P(F;) > e pour tout ¢, ce qui est impossible. ©

Preuve du lemme 2. Soit {A,,, Aw,, ...} une famille dénombrable d’ilots
et soit U = U;’il A,; . Par la propriété (*) ci-dessus, il existe G € F,,
tq. GNA, =0 pourtout j > 2. Donc A,, = UNG, qui serait
mesurable si U 1’était. o

Preuve du lemme 3. Si Py(A,) = 0, alors Py(BN A,) = 0 pour tout
B C Q, et comme Py(B N AS) < Py(B), il s’ensuit que A, est C-
mesurable.

Si A, est C-mesurable, on a en particulier

P(F) = Py(AuNF)+ Py(ANF) = Py(Aw) + Po(AS, N F)

pour tout F' € F,, . Notons ensuite que si G € F contient A N F', alors
G contient A, etdonc F'. Eneffet,si GNA, =0, alors A, = FNG°,
ce qui est impossible puisque A, ¢ F, et il suit de la propriété (2) que
GDA,.

On a donc Py(AS N F) = inf{P(G)|AS, N F C G} = P(F), ce qui
implique que Fy(A,) =0. ¢

Preuve de la proposition. 11 suffit de montrer que (Q*, F*, P*) et (., Fe,
P.) sont isomorphes.
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Considérons I’application ¢ : F* — F. définie par ¢(F*) = F*N§,.

L’application est clairement surjective. Elle est également injective:
si FYf et FJ sont deux éléments de F ayant la méme image par ¢,
alors F7 A F5 est soit I’ensemble vide, soit une réunion d’ilots non C-
mesurables. Mais ce dernier cas est a exclure, car le lemme 1 nous assure
que cette réunion est dénombrable et le lemme 2 sa non-mesurabilité.

Enfin, il est facile de voir que ¢ préserve les réunions dénombrables et
les complémentaires. C’est donc un isomorphisme. ¢

Preuve du corollaire. Remarquons que tout ensemble de mesure extérieure
nulle est négligeable. Ainsi la o-algebre F., complétée de F., contient
F! . Le résultat en découle. <

REFERENCES

HALMOS P.R., 1974. Lectures on Boolean Algebras. Springer, New York, 304 p.

HANISCH H., HIRSCH W.M. et RENYI A., 1969. Measures in denumerable spaces.
Amer. Math. Monthly 76: 494-502.

KAPPOS D.A., 1969. Probability Algebras and Stochastic Spaces. Academic Press,
New York, 267 p.

LOEVE M., 1977. Probability Theory. Springer, New York, 838 p.
SIKORSKI R., 1969. Boolean Algebras. Springer, New York, 237 p.

Manuscrit regu le 9 janvier 1989






	Une remarque sur les événements élémentaires

