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Neuere Beobachtungen über die kritische
Winkelgeschwindigkeit von Wellen.

Von Prof. Dr. A. Stodola, Zürich.

/. Einzelscheibe mit endlichen Relativauslenkungen.

Die Forsetzung der in dieser Zeitschrift1) beschriebenen
Versuche führte alsbald zur Erkenntnis, dass die relativen
Auslenkungen der Welle gegenüber der „stationären"
Bewegung keineswegs unendlich klein sind, sondern mit der
Weite der stationären Auslenkung vergleichbare Grösse
haben. Dieser Umstand bedeutet eine grosse Erschwerung
für die Theorie der Erscheinungen, die zu wesentlichen
Vereinfachungen gezwungen wird. In einem Falle sind
endliche Ausschläge zulässig, wenn wir nämlich die
Annahme machen, das Trägheitsmoment der Scheibe sei so

gross, dass die Winkelgeschwindigkeit cou ihrer Drehung
um den eigenen Schwerpunkt unveränderlich bleibt. Wir
betrachten nun die relative Bewegung der Scheibe inbezug
auf einen mit der Geschwindigkeit con. um die geometrische
Axe der Welle rotierenden Raum.

Um uns kurz fassen zu können, verweisen wir auf die

Ableitung, die V. Blaess in der „Zeitschr. d. Vereins Deutscher
Ingenieure" 1914, S. 185 gab, dessen Gleichungen Nr. VI
jedoch durch die Aufnahme der Schwerkraftkomponenten
— G sin cot, — G cos cot (d. h. die Schwerkraft senkrecht
nach abwärts im ruhenden Raum wirkend gedacht) zu
vervollständigen sind. Mit der Bezeichnung A — co2 — cot2 ;

G mg, und wenn f, rj die relativen Auslenkungen
bedeuten, erhält man3)

|•• A Ç + 2 co rj' — g sin co t\
rj" A n — 2 cot' — g cos co t)

Der Ansatz f u -f- X sin cot; n —v-\-Y cos co t führt auf

u" A u + 2 co v'\
v" Av — 2 cow)

und auf die Bedingungsgleichungen
(2 co2 — cot*) X—2.co*Y — .g-^ol

— 2 oß Y+ (2 co2 — cot2) Y—g o J

deren Determinante D — cot2 (4 co2 — co*2) ist. Hiernach
wären scheinbar unendlich grosse Lösungen X Y vorhanden,

wenn D o, d. h. co co&jz ist. In Wirklichkeit ist

(12)

(I2a)

(13)

x D Y g (4 tu' — Cùi?)

D
und man kann mit dem Faktor \co% — co*8 in Zährer und
Nenner kürzen, sodass die Grenzwerte X— Y=—g/cot*
übrig bleiben. Rechnet man von vornhinein mit co cot\*
die Beizahlen in Gleichung (1) [Bd. LXVIII, S. 210] aus, so
werden beide Gleichungen identisch, und man findet, dass

nur die Summe X-\- Y bestimmt ist. Das Verschwinden
der Determinante D ist also hier kein vollwertiges Kriterium
für eine kritische Geschwindigkeit, bildet aber doch ein
wichtiges Anzeichen dafür, da D der Grenzwert der
Determinante des vollständigen Problèmes ist, die im früheren
als Gleichung (5) angeführt war, und im Grenzfalle e o
in der Tat die kritische Geschwindigkeit cot gegen den
Wert co/t/z konvergieren lässt.

Im übrigen ist noch eine zweite allgemeine Schwinguags-
art gemäss Gleichung (12 a) möglich. Die Form derselben
wird durch den Ansatz

Ai v B ,ilt
erhalten, der auf X1 cot -f- co ; X3 cot — co', h h;

*) Band LXVIII, S. 197 u. 209, insbesondere S. aio (3. Nov. 1916).

*) Die die Ableitungen nach der Zeit bezeichnenden Punkte sind

uns typographischen Gründen seitlich oben gesetzt.

Xi — X$, führt, also für u, v die Werte
u A\ cos (co* -\- co)t-\-At sin (co* -\-co)t-\-

-\-A3 cos (cot — co)/ +-^4 sin (co* — co) / > (14)
v — Bx cos (cot -f- co) t -f- • • •

liefert. Dabei sind u, v nicht unendlich klein, sondern
können von gleicher Grössenordnung sein, wie die Ver-
biegung durch die Fliehkraft infolge der vorhandenen
Exzentrizität.

Die gewonnenen Formeln sind gut geeignet, den
Mechanismus der durch die Schwerkraft bewirktenSchwingung
zu veranschaulichen. Setzen wir co^ 2 n nt ; co 2 n n,
wo nt, n die entsprechenden sekundlichen Umlaufzahlen
bedeuten, so erkennt man an (14), dass die Eigenschwingung
der Scheibe relativ zum mitrotierenden Raum die

Frequenzen nt-\-n und nt — n besitzt. Die Schwerkraft
trachtet relativ zu diesem Raum eine Schwingung mit der
Frequenz n zu erzeugen. Stimmt diese mit der
Eigenfrequenz überein, so haben wir Resonanz, also Steigerung
der Schwingungsweite, und dies findet statt, wenn n — nt — n
°der Pfg (X5)

ist. Damit ist also der tiefste Wert der kritischen
Umlaufzahl mit Rücksicht auf das Eigengewicht wieder gefunden.

Freilich erscheint wegen des unendlich grossen
Trägheitmomentes gemäss Gleichung (13) die Schwingungsweite

endlich und wir haben keine Ünstabilität. Diese
tritt jedoch sofort auf, sobald das Trägheitsmoment endlich
wird, sodass auch die Winkelgeschwindigkeit der Scheibe
ins Schwanken gerät, wie die frühere allgemeine
Untersuchung [Gleichungen (1) bis (11) auf Seite 210 letzten
Bandes] erwiesen hat.

Es mag beigefügt werden, dass man die Form (14)
aus den bekannten klassischen Integralen von Föppl (für
unendlich grosses Massenmoment) ohne weiteres entwickeln
kann, indem man von den absoluten Koordinaten durch
die bekannte einfache Transformation auf die relativen
Koordinaten übergeht. Die relative Schwingung ihrerseits
ist also nichts anderes, als die absolute Schwingung des

Schwerpunktes unter der Wirkung einer der Auslenkung
proportionalen Kraft.

2. Welle mit vielen, über die ganze Länge verteilten Scheiben.

Wir versuchen es, die Wirkung der Schwerkraft
unter ähnlichen vereinfachenden Annahmen anschaulich
zu machen, wie oben. Es bedeute

M die Gesamtmasse aller Scheiben einschliesslich der
Welle,

L die Gesamtlänge der Welle, die in zwei Lagern frei
gestützt angenommen wird,

x die Koordinate in Richtung der Wellenaxe,
y, z die Koordinaten senkrecht dazu (y wagerecht),
mt M:L die auf die Längeneinheit entfallende Masse.
@y @z das Massenträgheitsmoment einer Scheibe be¬

zogen auf einen Durchmesser,
A der Abstand zweier Scheiben,
@i Gy : /j das auf die Längeneinheit entfallende Träg¬

heitsmoment,
J, E Querschnitts-Trägheitsmoment der Welle und Ela¬

stizitätsmodul,
S Schubkraft in einem Querschnitt,
M Biegungsmoment in einem Querschnitt.

Wir setzen voraus, dass die Scheiben-Exzentrizität
streng o sei, und schneiden ein Element von der
Länge dx aus der Welle heraus, für welches m\ dx die
Masse, &i dx das Trägheitsmoment bedeuten. Wir erhalten
für die Bewegung in der YOX Ebene, relativ zu einem
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