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Tangenten- und Krümmungskreis-Konstruktionen bei ebenen Kurven
auf Grund ihrer vektoriellen Gleichung.1)

i'on Dr. W. MICHAEL, techn. Experte, Bern.

In der Elektrotechnik wird bekanntlich die Gleichung
der sogenannten „Ortskurven" oft in der vektoriellen Form

V=F{v) (1)
gegeben2), worin V den die Kurve beschreibenden Vektor
bedeutet, der eine komplexe Funktion F des reellen
Parameters v ist. v kann alle Werte von — bis -f- 00
annehmen. Eine solche Gleichung kann für jede algebraische
oder transzendente Kurve aufgestellt werden. Diese Art
der Darstellung einer Kurve hat bis jetzt bei den
Mathematikern noch wenig Beachtung gefunden, obwohl sie auch
als Sonderfall einer konformen Abbildung aufgefasst
werden kann. Im folgenden soll gezeigt werden, wie man
mit Hilfe der Gleichung (1) das Problem der Tangente
und der Krümmung einer Kurve behandeln kann. Einige
Beispiele, die zu einfachen Lösungen führen, sollen die
Brauchbarkeit der Methode illustrieren.

1. In Abbildung 1 sei C eine Kurve, die durch (i)
gegeben ist. Wir betrachten zwei Punkte Px und P2 mit
den zugehörigen Vektoren Vx und V2. Die Sekante
P\ A âV ist gleich der Differenz der Vektoren, denn,
wie die Abbildung 1 zeigt, ist:

Ar=v% + (— vx) v%-vx.
Lassen wir P„ immer näher gegen Px rücken, so geht die
Sekante AV in das Bogenelement dV über, dessen Richtung
mit derjenigen der Tangente in Px übereinstimmt. Wir
finden nun dV durch Differentiation der Gleichung (1):

dV ai^- dv Vdv (2)

gezogen. Diese schneiden sich im Grenzfalle im
Krümmungsmittelpunkt K, und die Strecke P.K q ist gleich
dem Krümmungsradius; ds ist der Kontingenzwinkel. Wir
bezeichnen ferner mit \dV\ den absoluten Wert oder den
Betrag von dV, analog die Beträge der anderen Vektoren.
Aus Abb. 2 folgt : '<tv\

e= * (3)

Um de zu bestimmen, denken wir uns in Abbildung 3
die Vektoren Vx und V.J von einem Ursprung O' aus
aufgezeichnet ; sie bilden wiederum den Winkel de mit¬

einander. Wir denken uns ferner ihr
Differential gezeichnet:

dv vi - v;
den wir aus der Gleichung:

*H y" d'(-HvX]
dv dv-

berechnen können. Die Projektion von
dV auf die Normale zu V2' sei mit dV,,'
bezeichnet. Sie ist auch gleich der Proauf

die Normale zu Vz', die wir mit Vn"
bezeichnen, multipliziert mit dv, das heisst also:

dV,; V„" dv (4)
Im Grenzfalle geht 1~2' in Vx über und wir können

setzen: V.,' V{ V. Aus Abbildung 3 folgt nun ferner:
yvy

Abb.3

jektion von V

ds

und somit auch

Den Differentialvektor dV können wir nicht
konstruieren; uns interessiert jedoch nur seine Richtung.
Diese ist gegeben durch den Vektor V'= dV/dv, der im
allgemeinen einen endlichen Betrag hat und parallel zu

dV ist, weil dv eine reelle Grösse ist, die daher auf die
Richtung keinen Einfluss hat. Wir haben somit den Satz:

\V'\

\dV\
dVn'\ \v (5)

<J(r

ay
4L.

Hr\
Abb.1 Abb. 2 Abb.4

Die erste Ableitung des Kurvenvektors nach dem Parameter

liefert einen neuen Vektor, der die Richtung der
Tangente hat. (Tangentenvektor) (I)

Damit ist die Aufgabe der vektoriellen Bestimmung der
Tangente in einem Punkte einer Kurve allgemein gelöst.

2. Betrachten wir in Abbildung 2 zwei Punkte der
Kurve C, Pt und P2, die sehr nahe gedacht sein sollen.
Wir denken uns ferner die „Tangentenvektoren" Vx und
V2 in Px und P% bestimmt, ferner die Normalen in letzteren

J) Wenn wir diesem, in der Mathemat. Vereinigung Bern gehaltenen,
an der Grenze unseres Arbeitsgebietes liegenden Vortrag Aufnahme ge-
wähien, so geschieht es, weil er gleichsam eine Weiterentwicklung der

Arbeit unseres zu früh verstorbenen Kollegen Otto Bloch über Bestimmung
der Ortskurven darstellt, einer Arbeit, deren Erscheinen in der sS. B. Z.» im
November 1916 berechtigtes Aufsehen der Fachkreise erregt hatte. Red.

2) Vergleiche zum Beispiel : Dr. 0. Bloch, Die Ortskurven der

graphischen Wechselstromteclmik, Verlag von Rascher & Cie. in Zürich, 1917.

Setzt man aus (2) den Wert für j dV und aus (4)
den für dV,'t ein, so findet man schliesslich :

!> w~ (6)

Die Brauchbarkeit dieser Formel beruht darauf, dass
man sowohl V als V" aus der Gl. (1) leicht bestimmen kann;

man hat dazu nur (1) zweimal zu
differenzieren. Vy ist dann geometrisch
ohne weiteres bestimmbar.

Aus Gl. (6) lässt sich ablesen :

Der Betrag des Tangentenvektors V
ist gleich der mittleren Proportionalen
aus dem Krümmungsradius o und der
Strecke V„" (II)

Dieser Satz führt zu folgender Regel
für die Konstruktion von 0 in einem
Punkte P der Kurve C (Abb. 4):

Man bestimmt aus Gleichung (1) V" und V" ; zieht
die Normale in P zu V und zeichnet V," ; macht die
Strecke PO auf der Normale in P gleich — V„"; verbindet
Q mit R und errichtet die Senkrechte in R zu QR ; sie
schneidet die Normale im Punkte K, dem gesuchten
Krümmungsmittelpunkt a) (III)

l) Die Sätze (1) und (II) führen sofort auf zwei bekannte kinematische

Sätze, wenn man den Parameter v als Zeit auffasst. Die Gleichung
(1) ist dann der analytische Ausdruck für eine bestimmte Bewegung eines
Punktes in der Ebene. V ist die Geschwindigkeit, V" die totale, Vn" die
normale Beschleunigung des Punktes.

Bekanntlich stützt sich die Toricelli-Roberval'sche Methode der
Tangentenbestimmung auf der nunmehr auch aus Satz (I) folgenden
Tatsache, dass die Geschwindigkeit mit der Tangente gleichgerichtet ist. Die
genannte Methode findet gewissermassen im Satz (1) ihre natürliche, das

heisst rein geometrische Begründung, während die aus Satz (II) abgeleitete
Regel (III) gleichsam als ihre ,,Erweiterung" angesehen werden könnte.
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