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SCHWI-iZLWSCHF. KAUZIZITUNG

Zur Theorie der rotierenden Scheibe mit Trapez-Querschnitt.

Es zeigt sich nicht selten, dass eine in geometrischer
Beziehung einfache Form keineswegs auch analytisch leicht
zugänglich ist Ein Scheibenkörper, der von symmetrischen
konischen Endflächen begrenzt ist (Abb. l), hat eine
besonders einlache Gestalt, gehört aber in mathematischer
Hinsicht nicht zu den fügsamen

FQr durchföchte Scheiben wird bei Benutzung des
von Stodola') eingeführten hyperboloidischen Profiles
insbesondere die Ermittlung der Randspannungen sehr ein
fach, wenn ein für allemal für die Einheitscheibe (ff i)
Interpolationskurvcn berechnet werden Wird nun, aus Her-
Stellungsgründen, das Profil durch Gerade ersetzt, werden

die berechneten Spannungswerte etwas beeinflusst. das
Ersatzprofil lässt sich aber dem vorausgesetzten so nahe
anschliessen, dass diese Abweichungen von der berechneten
Beanspruchung praktisch völlig belanglos sind.

Immerhin hat die analytische Untersuchung der Scheibe
mit Trapez Querschnitt theoretisches Interesse. Die Aufgabe
wurde schon von Martin") und von Posch I1-) (Näherungsmethode

nach Ritz) behandelt Verfasser hatte hingegen
anfänglich die (ebenfalls aul hypergeometriseben Reihen
fussenden) Abhandlungen von Fischer») und Honeggeri-)
übersehen Da die Auswertung der bei der Anwendung
zu benutzenden Grössen schon erledigt war. hat vielleicht
ein Vergleich mit den von Honcgger berechneten
Spannungen einiges Interesse.

Die nachfolgende kleine Studie war das Hrgebms
eines Versuches geschlossene analytische Ausdrücke für
die Dehnung und die Spannungen zu finden. „Geschlossen"
bedeutet freilich nicht, dass auch genaue Zahlenwcrte
erhältlich sind: die Annäherung lässt sich mit Hilfe der
Zahlentafeln 3 und 4 und der analytischen Prüfung der
Zahlentafel 1 einigermassen beurteilen.

Zu dem genannten Zwecke wurden in die Differentialgleichung

für die Dehnung J nach Stodola6).

wo ,,¦„ irgend eine s Funktion il e l;j aj befriedigt, und 1

Losung der reduzierten Gleichung ist. Die Struktur
Gl (3 a) veranlasst, den Ansatz

-C(» + b*.+ «»¦)
versuchen. Man findet

¦ als .J r. ^hhJii ¦ ¦(

partikuläre Integra! mit dem schon von Fischer und Hon-
egger angegebenen identisch

Die reduzierte Gleichung

*<,-;>2+<3-<">ir-" + ">''-° <sb>

ist eine Gauss sehe Differentialgleichung, die Lösung also
unter den hypergeometrischen Reihen zu suchen ') Das
dritte Element ist * 3, die übrigen Parameter gehen aus
„-|-/i + -j 4 und a ß -= 1 +v hervor. Mit

(4)

iind nicht identische Lösungen
V, - Fla. f.. »)

ich Einführung der Su!

')

nf 1

IL «

--T

:^__L\t=_A-,

-i,-AsF{a.ß.y,z)-T--F{c a,X-ß,7-n-
wo A und B die Integrationskonstanten sind

Wenn in einer hypergeomclrischen Reihe die
dingung j'>/j>o erfüllt ist, lässt sich ihre Summe d
ein bestimmtes Integral

die neuen Veränderlichen
o r — y

_

x und ¦»/= " (2)

eingeführt. Mit der Abkürzung

C-S-^'j1, wo A-=atg-S

(Abb. 1) und somit *
eine für den

Scheiben tvpiis 1-rvcnlnii-iidc Konstante
ist. schreibt sich Gl (1):

3'+ni,-8)0 + 8""[(I I 3«)*-(a-+a*)e]g
-a ..; | n .,+,),,_,»(,— ««),-=-C«M'-»).

Die Grenzen für die unabhängige Veränderliche £ sind 1

und 0; für eine Scheibe gemäss Abb. 1 ist 1 >s>o.Es werde hier n so gewählt, dass das zweite t- Glied
versehwindet, also n -f- t. Wird die Wurzel 11 1 be-
nutzt, entsteht nach Kürzung mit e' die Gleichung

»(' — ¦)£? +(3- 4«)*S-- (i-l-*)H- Ce(r—*) (3a) welsc

¦)~^ Utß-Ui™^cJ»I. .u( Sdta 53 Würz

F=//p-(i-»),- ¦(1-1.7) ¦

ausdrücken1); der Faktor II ist nur von den Param
abhängig Beide Glieder der Gl II genügen dieser B
gung und mit den Bezeichnungen

mit dem Argument (1 — s), kann die vollständige Lösung
der Gl. (1) in geschlossener Form, mit s als unabhängige
Veränderliche,

E ^«/1+^/,-ff0 III

«rsi-li neben u-crrJ-.-n I lingcftcii
weise möglich, den Zalilcnwcrt

Diese Lösung lässt sich
>i 1 ableiten.

il nur ausnahm:

Anwendung dt
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Zwischen den Spannungen und der Dehnung £
bestehen die Beziehungen

,_o ,_,
.', ~r,«)r,R rw_c»
'"- ' i" i» r\ft «^n-i)_oo
J, -jT—rtur.fi

'» /Vi

Werden in Gl III die Konstanten ^ und ü durch

4ä4(i+3v)*:-'] (7)

nung ode Debnu

de For

gen, zu
die Sp

+ L' 1

-+!' -(-?] [(' + .¦1 " + (' +
4< +«/ +*-f TiV

4 / -(-?) l(< + ")

Ablei nagen von y, nd /, „
-/;¦ -/-' (,-,«) » ¦(!-

-(<¦ (i [,-„(,-;j *,<,„)

Die Klammerausdrücke in (7) und (8) sind nur von
s und 1 abhängig Um die Anwendung der Gleichungen
für praktische Zwecke zu vereinfachen, wird man lür diese
Grössen Interpolationstafeln oder -kurven berechnen.

DieZjverlässigkeil wird davon abhängen, mit welcher
Genauigkeit die Zahlcnwerte der Integrale bestimmt werden
Es schien somit der Mühe wert, zu untersuchen, ob die
Auswertung derselben mit einer der geschlossenen Form
einigermassen entsprechenden Schärfe ohne zu umstand
liehe Rechnungen sich durchführen lasst. Bei der
Berechnung der Zahlentafel 1 ist durchweg nur ein
Rechenschieber mit Potenzskala von der doppelten Schieberlänge
beniif! worden Aus Gl. (4) erhält man für r - o,3 mit
leichter Abrundung a 2.475 und p — °-525 Der beireffende

l-.itegtaod wurde mit kleinen 11 Intervallen berechnet
und der Integralirert mit Hilfe der Simpson sehen Regel
ermiticlt An einer Grenze, wo der Integrand unendlich
gross wird, wurde ein Restglied lür I«-= 0,01 näherungs
weise bestimmt. Für a o und : t können die Integral
werte angegeben werden.») Mit y=¦*-* 3 a-\ ¦'. welcher
Sonderfall nach Cl (4) liier vorliegt, erhält man die Zahlen

tafel 1 Aus /";.;. /",: —x) —-— ergibt sich in diesem

Fall« ,,.„,.,.,„,„-,) („-2)-£- (1_„)_£L_.
Die Auswertung liefert die Werte der Zahlentafel r

Die Zahlenwerte der Ableitungen ' und * in

Tafel 1 sind die berechneten, mit Abrundung in der vierten
Stelle. Mit Hilfe der Tafel konnte nach einigem Probieren
eine (hier weggelassene, weil etwas umfangreiche) Intcr-
polationstafel für Intervalle Is-^ 0,005 aufgestellt werden,
und dabei wurden die in der Tafel aufgenommenen, von
den berechneten etwas abweichenden j, und /.Werte fest
gestellt. Diese Aij-sjilt-idHmg ist ia nicht einwandfrei, denn

Die Lösung lür die Scheibe gleicher Dicke liesse
sich als Spezialfall obi^c,- .Aiileiiung beispielsweise dadurch
nachweisen, dass die y Glieder in Gl. (1) mit einem Ko-
cllizienten q belegt werden Dieser Koeffizient erscheint dann
teils in den Parametern n und ß, teils in a, b und c im
partikularen Integral ;0 Für q 1 erhält man die oben
abgeleitete Lösung; für q o bleiben von der 1;.,-Reihe

nur das erste, von der jy: Reihe die zwei ersten Glieder

übrig, ferner wird i=o und c= g-. Das n Glied in _-„

lässt sich nach Einführung der Integralionskonstanten mit
dem ersten Glicde in ;r einverleiben und die Lösung wird

k, x + *' — ~ **» wo '*'' ü-1-1 fe Integrationskonstanten

1 und K= —£- /tat*.

ing der Aufgabe

Li Bezug auf die Verall-

auf die Abhandlung von

Um von der Grössenordnung der bei Anwendung
der Zahlentafel 1 zu erwartenden Fehler einen Begriff zu
bekommen, wurden die Spannungen für den folgenden
Fall ermittelt: r 40, R 494 und v„ 100 mm, Drehzahl

2970, innen 0, o und aussen „, 0,15 kg/mm'.
Die Spannungen sind tür einige 1 \\ erte und für je b 90.
80 und 70 mm berechnet worden (Zahlentafel 3 und 4).
Durch graphische Extrapolation konnte dann (Abb. a) auf
die Spannungskurven für h — r„ 100 geschlossen werden.
Zum Vergleich wurden danach diese Spannungen mit Hilfe
der genauen Formeln«) für die Scheibe gleicher Dicke
bestimmt: die I. ebercinslimmung kann, wie aus den Tafeln
hervorgeht, als [lraktiscli bt-fred yt-nd bezeichnet werden.

Bei diesen Berechnungen wurden Logarithmen benutzt,

polationstafel enthaltenen Fehler durch neu hinzukommende
getrübt werde

Die Zahlentafel 5 bezieht sich aul eine Scheibe, für
die Honcgger (a. a O Abb 7) Spannungskurven berechnet
hat Zwar können die Spannungen nicht aus diesen Kurven

zu wünschen wäre, die Rechnung fahrte aber, wie es
scheint, zu Zahlenwerten, die mit den von llonegger
ermittelten sehr nahe übereinstimmen

Einen zweiten I laltcpunkt bietet der Vergleich zwischen
einander entsprechenden Faktoren in Gl III und in der
£ Lösung von llonegger, ff - fi, |- A, & + k, £1*. Für den

Quotienten
J' :

(der bei e -_ o und ie| unbestimmte
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*= 40 'J.85 15.86 ¦5.8;
60 9,-iS m.io 10.9s 11.36 n.43

.00 7--S5* 8.3S -**.7° 9.03 906
15c. 6366 6.02 6.Ar 6,98 7.03

«
5-368

3.5"

5.S3

Schwankung zwiscber
i un bestimmt bei ; o)
die Grenzwerte 3,-*5"
Mittel bezogen, beträgt

1 Gebiete 5 — 0,1 bis a

.1039 und 1,1124; 'Or

m Gebiete s 0,1 bis
1565

Abweichung 5
oben erwähnten

„Berichtigung" von f, und J, und überhaupt der Methode für
ihre Auswertung sind wohl üiese Abweichungen als massig
zu bezeichnen; bei erneuter, genauerer Berechnung wären
in erster Linie die /.-Werte bei s - 0.8 und 0.9 nochmals

Ueberhaupt dürften, nach dem Folgenden zu beurteilen,
die nach der oben angedeuteten Methode errechneten
Zahlenwerte der Integrale (Tafel 1) mit einer einseitigen
Ungenauigkeil behaftet sein. Die Lösungen t>, und i;l
mussten ja die Beziehung

.„„-.,.„¦- c.
' ¦

befriedigen wo C eine Konstante und

ist. (Diese Beziehung wird bekanntlich bei ganzzahligem |

benutzt, um auch für t, eine Lösung mit a als Argument

(' -o(/.y JU.
einen konstanten Wert zeigen Bei : o wird aber diese
.Konstante" numerisch *•«•¦ 3,1515; für e 0,1 bis 0,9
schwankt der Wert zwischen 3,1554 und 3,1605, mit
Ausnahme von z 0,8, w03,i686 herauskommt — Das Gebiet
um -ä o,8 herum erscheint also auch hier als verdachtig

Für die volle Scheibe ist B (bezw. C,) o, weil ff o
für x o (s _ o), das zweite Glied in den Gl, III, (7) und
(8) scheidet somit aus llonegger hat (a. a. O Abb. 6a)
eine der soeben behandelten ähnliche Scheibe ohne Bohrung
und mit der Randspannung du 15 kg mni' untersucht
und dabei Itlr einige Punkte aul den Spannungskuiven den
Zablenwert besonders -myegelieii Eine zum Vergleich
vorgenommene Berechnung nach Gl (7) und (8) lieferte
folgende Werte (die eingeklammerten Zahlen sind die von
llonegger gefundenen) I bei r 0 : „, „, 15,28 (15,32);
bei r 400 : a, 16,66 (16.70), nr 16,71; bei r
700:0,= 14,80; bei r=Soo:<t, 15.69

Nebenbei möge noch eine Lösung der Gl (3 b) erwähnt
erden, die ein bestimmtes Integral anderer Art enthält.

6.-*,) B-,3 8.19 667 4."S o

29.47 -io.71 17." U.ä-i ".-"-S 10S1 S.30

d statt s eine Veränderliche t=i — z eingeführt,
t die Gleichung in

-¦>;',, 1 u -1-

r und gehört in dies

e Integral^)

+ v).,-o. (3c)

¦rm zur Galtung
' h (fi. I *i Ö % \ '':•>!-° ¦ (»)

- Lösung dieser Gleichung das be

*=J * + -*,* + +
(h)

R, m und die Grenzen und 1

] [*<•

nmen sind, liefert Gl (d) die Wurzeln f»,=-a
=—ß, mit aund/J gemäss Gl (4). Der Wurzel m.

,-- f. t, 7.
z 0,9,

(5-*)

Bei Auswertung bei z.B.
hauptsächlich mit dem Rechenschieber und graphisch
gearbeitet wurde, ergaben sich mit y, fast übereinstimmende

Zahlenwerte. Für 0 ist«) [*,.*], ^Mf^ U& I

[n, |, f\a) 17,1,. — Etwaige andere Lö-
1 " urden nicht gesucht.

[..>.-.;.!.::,

siiiigon die

Die Flussbäder Aarau und Rheinfelden
aus Eisenbeton-Fertigkonstruktionen.
Von Ins. M. SCHNYDER, Buradori.

sonders die Ve röffenthehungend r „Deutschen Gc scll.eh.ifi
für Volksbäder haben wertv oll Grundlagen lür die Pro-

So können 1 eute die
Forderungen, ie in rein tec eher Beziehung » 11 Strand-
oder offene Ha sinbäder geste 1 « erden, als bekan

; neuer dürfl doch die Aufg be sein,
hisenbelonbass ns in die flit* sse nden Gewässer selbst zu

dieser Aufgabe stand, war ch mir wohl bewu sst, dass
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