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Betrachtungen
zur Axiomatik der affinen Geometrie

Von Dr. Karl Kaufmann, Frauenfeld

In der Mathematik unterscheidet man zwischen Sätzen, welche sich
durch logische Kombination bekannter Beziehungen herleiten lassen, den

Lehrsätzen, und solchen, welche nicht bewiesen werden können, den Grund-
sätzen oder Axiomen.

Im folgenden befassen wir uns speziell mit den Grundsätzen der Geo-

metrie. In der klassischen (euklidischen) Geometrie lassen sich folgende
Gruppen unterscheiden:*

I. Verknüpfungsaxiome, z. B. „Durch zwei Punkte ist eindeutig eine Ge-

rade bestimmt."

II. Anordnungsaxiome, z. B. „Zu zwei Punkten einer Geraden gibt es stets
einen dritten Punkt, welcher zwischen den beiden Punkten liegt."

III. Kongruenzaxiome.

IV. Parallelenaxiom „Durch einen Punkt A außerhalb einer Geraden a

gibt es in der durch A und a bestimmten Ebene eine und nur eine Ge-

rade, die durch A geht und a nicht schneidet."

V. Stetigkeitsaxiome.

Die Aufgabe der Grundlagenlehre (Axiomatik) ist die Formulierung die-
ser Axiome und der Aufbau der Geometrie auf denselben. Dabei ist das

Hauptziel die analytische Geometrie, das heißt der Nachweis, daß jedem
Punkt reelle Zahlen als Koordinaten zugeordnet werden können, und daß

durch das Rechnen mit reellen Zahlen jeder geometrische Konstruktions-
schritt ersetzt und jede geometrische Beziehung auf ihre Richtigkeit geprüft
werden kann.

Durch Abändern oder Weglassen von Axiomen erhalten wir außer der

i Hilbert, D. „Grundlagen der Geometrie", Leipzig und Berlin 1936 (7. Aufl.).
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euklidischen auch andere Geometrien. Am bekanntesten sind die nicht-
euklidischen, die durch Abänderung von IV entstehen, von denen aber an
dieser Stelle weiter nicht die Rede sein solid Vielmehr befassen wir uns
speziell mit der affinen Geometrie, die im wesentlichen nur auf den Gruppen
I und IV basiert, und in der nur Sätze ohne metrische Eigenschaften wie
Größe einer Strecke oder eines Winkels auftreten. Beispiele solcher Sätze
sind :

»Safe wn Désarmes : Sind von zwei Dreiecken ABC, A'B'C', die Seiten
paarweise parallel AB||A'B', BC|jB'G', ÜAjjC'A', so schneiden sich die Ver-
bindungsgeraden AA', BB', CC' in einem Punkt S (Fig. 1).

(Safe i>cm Pappws-Pascal: Liegen drei Punkte Pj, P4, Pu auf einer Geraden

a, drei weitere Punkte Pj, P3, Pg auf einer Geraden b, und sind die Paare
P4P2, P4P5 und PgPj, PgPg von Verbindungsgeraden parallel, dann auch
das Paar P3P4, P^Pj (Fig. 2).

Trotz des kleinen axiomatischen Fundamentes können auch in dieser
Geometrie den Punkten Koordinaten zugeordnet und alle Beziehungen mit
analytischen Methoden untersucht werden. Die Koordinaten sind allerdings
nicht mehr unbedingt reelle Zahlen, sondern Elemente von allgemeineren
Zahlsystemen (sog. Schiefkörpern oder Körpern), in welchen aber auch die
arithmetischen Grundgesetze für Addition und Multiplikation, wie a + b
b + a, (a + b).c a.c + b.c usw. Gültigkeit besitzen. Jeder geometrische
Satz tritt nun als Folge von arithmetischen Sätzen auf, nämlich derjenigen,
welche im Verlaufe seines (analytischen) Beweises benutzt werden. Da die

analytische Geometrie allein auf geometrischen Axiomen aufgebaut werden
kann, sind umgekehrt auch die arithmetischen Sätze für die Elemente der

„Koordinatenmenge" Konsequenzen aus rein geometrischen Aussagen. Die

Frage, welche geometrischen Sätze verantwortlich sind für jedes einzelne
der arithmetischen Grundgesetze, ist im Rahmen der ebenen Geometrie

1 Siehe z. B. Gonseth und Marti „Leitfaden der Planimetrie", Zürich 1936.
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hauptsächlich von Reidemeister* vollständig abgeklärt worden. Es handelt
sich dabei durchwegs um Schnittpunktssätze, teils um Spezialfälle desDésar-
gues'schen, teils um noch einfachere Sätze und um den Satz von Pappus-
Pascal. Bei Hilbert* findet sich bereits früher das zusammenfassende Resul-

tat, daß diese sämtlichen Grundgesetze mit Ausnahme des Vertauschungs-
gesetzes der Multiplikation a.b b.a aus dem Désargues'schen Satz folgen,
dieses letzte hingegen aus dem Pappus-Pascal'schen Satz.

Der Aufbau der affinen Geometrie kann nun in folgenden Schritten statt-
finden:

1. Aufstellen der Axiome,
2. Geometrische Einführung von Koordinaten,
3. Herleitung der geometrischen Sätze, aus welchen die Rechengesetze

für die Koordinaten folgen,
4. Beweis der weiteren Sätze durch Rechnung (analytische Geometrie).

Unter den Axiomen für die ebene Geometrie befinden sich auch die
Sätze von Désargues und Pappus-Pascal.

Der Aufbau der räumlichen affinen Geometrie geschieht in der Regel
durch Erweiterung der ebenen Geometrie, wobei man sich auf die dort be-
wiesenen Sätze stützen kann. Diesem sehr natürlich erscheinenden Ver-
fahren haften doch auch gewisse Nachteile an. Da sich der Satz von Désar-

gues im dreidimensionalen Räume aus den Axiomen der Gruppen I und IV
beweisen läßt, erscheint die räumliche Geometrie in dieser Hinsicht einfacher
als die ebene, indem ein Axiom wegfällt, das im System etwas störend wirkt,
da es eine nicht unmittelbar evidente Aussage enthält. Schon aus diesem
Grunde sollte versucht werden, den axiomatischen Aufbau direkt im Räume
vorzunehmen. Abgesehen davon bleibt die Frage offen, welche Reidemeister
entsprechend in der Ebene untersucht hat, die Frage nach den zu den arith-
metischen Axiomen gehörigen Sätzen der räumlichen Geometrie.

Mit dieser Lücke in den früheren Untersuchungen hat sich der Schrei-
bende in seiner Promotionsarbeit* befaßt. Durch Betrachtung von Ebenen-
Systemen (Geweben), bestehend aus vier Parallelenscharen, zwei Ebenen-
biischeln und den Parallelen zu den Ebenen eines Büschels, und der durch
Schnitt solcher Ebenen entstehenden Geradenscharen konnten den arith-
metischen Axiomen folgende geometrischen Sätze zugeordnet werden:

1. Haben zwei Paare von parallelen Geraden drei Schnittpunkte, so

existiert noch ein vierter.

i Reidemeister, K. „Grundlagen der Geometrie", Berlin 1930.
* Vgl. Fußnote 1.

' Kaufmann, K. „Gewebetheoretische Untersuchungen zur Axiomatik der drei-
dimensionalen affinen Geometrie", Diss. ETH, Zürich 1949.
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2. Seien a^ ag zwei Geraden durch einen Punkt A, bj, bg zwei Parallelen:
dann folgt aus der Existenz dreier von A verschiedener Schnittpunkte
a.j x bj, aj x ba, aj x bj diejenige von aa xbg.

3. Bate der weww Puwfcie. Seien a^, aa, ag; bj, bg, bg zwei Tripel
von Geraden, a» parallel zu einer Ebene a, bp parallel zu einer Ebene ß:

dann folgt aus der Existenz von acht Schnitt-
punkten ai x bj die des neunten. (Fig. 3)

Dem Satz der neun Punkte entspricht das

kommutative (Vertauschungs-) Gesetz der
Multiplikation. Er kann anstelle des Satzes

von Pappus-Pascal ins Axiomensystem auf-

genommen werden.

Zum Abschluß folgt ein geometrischer Be-
weis des Satzes von Pappus-Pascal auf Grund
des Satzes der neun Punkte mit Hilfe reiner
Verknüpfungs- und Parallelitätsbeziehungen,

welche aus den üblichen Axiomen der Gruppen I und IV hergeleitet
werden können.

Forawssefewny: Seien a, b zwei sich schneidende Geraden, Pg, P4, Pg Punkte
auf a; Pj, P3, P5 Punkte auf b, so daß die Geraden P^Pg^Pg und P2P3I|PsPs-

ZMawpfwny: PgP^jjPgPj.

Beweis: Sei 0 ein Punkt außerhalb der Ebene (a, b), np die Gerade OP5,

ip die Gerade OP4. Seien ferner 1%, mg Transversalen von ip und b durch P^

resp. Pg in den Ebenen parallel zu nig und a; ng, ng Transversalen von nig
und a durch Pg resp. Pg in Ebenen parallel zu n^ und b. Aus dem Satz der
neun Punkte für die Geraden a, )%, n^; b, ng, ^ folgt die Existenz des

Schnittpunktes A nij x ng, und entsprechend erhalten wir Punkte B

nig x ng, C Hij x ng, D o

mg X iig. Seien ferner uq x 114

mit E, nig x ng mit F bezeichnet

(Fig- 4).
Da DF mit PgPg und PgPg je

in einer Ebene liegt, und PgPg [ j

PgPg, ist DF||PgPg; ebenso finden
wir EFjjPjPg. Folglich sind die
Ebenen DEF und (a, b) parallel.
Die Ebene (m^, iig) schneidet (a,

b) in PgPj, DEF in DE, und es

ist deshalb DEj|PgPi; analog
finden wir DEjjPgl^, also schließ-
lieh PgP4j|Pgp4, q. e. d. Fig. 4

a-i xbj

Fig. 3
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