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Lineares und quadratisches Speicher-
modell in der Hydrologie

Harald Fihrer, Werner Georg Nowak

Zusammenfassung

Zur Thematik der hydrologischen Spei-
chermodelle présentiert dieser Artikel
einen quadratischen Ansatz: Der Zu-
sammenhang zwischen Speicherinhalt
S und Abflussintensitdt Q wird durch
eine Gleichung Q =a$S + bS?modelliert.
Es zeigt sich, dass dies — zumindest fiir
den wichtigen Fall eines Blockregens —
ebenfalls aufexplizite Modellfunktionen
fur S und Q fiihrt, zum Unterschied zu
den zur Verfigung stehenden kompli-
zierteren Ansétzen, die durchwegs nur
numerisch gelést werden kénnen. Flr
empirische Daten von zwei Fliessge-
waéssern in Ostésterreich werden das
lineare und das quadratische Modell
miteinander verglichen, mittels zweier
unabhéngiger bekannter Verfahren,
nédmlich dem F-Test und dem sog.
Akaike-Kriterium. Es zeigt sich eine
signifikante Uberlegenheit des quad-
ratischen Ansatzes.

1. Einleitung

In der Wasserwirtschaft und der ange-
wandten Hydrologie besteht ein wichtiger
Problemkreis darin, die Wasserstands-
hohe fliessender Gewasser im Laufe
der Zeit in Abhangigkeit von der Nieder-
schlagsintensitat zu modellieren und
damit voraussagbar zu machen. Dies ist
von Bedeutung sowohl fiir den Hochwas-
serschutz als auch hinsichtlich der wirt-
schaftlichen Nutzbarkeit des Wassers fur
Bewasserung und den Betrieb von Kraft-
werken.

FiUr einen beliebigen Zeitpunkt t
bezeichnet Q(t) die Abflussstarke eines
bestimmten Fliessgewassers, gemessen
an einem fixen Messpunkt, sowie /(t) die
Gesamt-Niederschlagsintensitat im zu-
gehorigen Wassereinzugsgebiet, beide
in m%s. Q(t) hangt prinzipiell von den Nie-
derschlagswerten /(7) vor dem Zeitpunkt ¢t
ab (r<t), wobei allerdings die Gewichtung

schwer zu beschreiben ist. Man betrach-
tet daher—zunachst als eine Art «virtuelles
Konstrukt» (1) — zusatzlich den sogenann-
ten Speicherinhalt S(t), den man sich als
jene Wassermenge vorstellen kann, die
vor dem Zeitpunkt t als Niederschlag auf
das Einzugsgebiet fiel und nach dem Zeit-
punkt t die betrachtete Messstelle passie-
ren wird. Selbstverstandlich gibt es rea-
listische, anschauliche Interpretationen
fur S(t), etwa als Inhalt eines (Stau-)Sees.
Unter Vernachlassigung bzw. Ausschluss
von Anderungen des Aggregatzustandes
(Verdunstung, Schneeschmelze) — dies
moge im Folgenden durchwegs gelten
- folgt plausibel die Speichermodellglei-
chung

S'(t)=1(t)- Q) (1)

Nun liegt es weiter nahe, dass die Ab-
flussintensitat (ndherungsweise) nur vom
Speicherinhalt abhangt:

Q=0 (S) @)

mit einer noch unbekannten Funktion ®.
Daraus folgt

S =It)-d(St) 3)

also eine Differentialgleichung, aus der
Modellfunktionen S = S(t) und Q = Q(t) be-
stimmt werden konnen, sofern die Nieder-
schlagsfunktion /(t) sowie ® bekannt sind.
Als grundlegende Literatur fur dies und
das Folgende seien T. Dracos [5], S. Dyck
& G. Peschke [7], R. Herrmann [8], R. Hin-
kelmann [10], W. Hosang & W. Bischof [11]
sowie U. Maniak [12] zitiert.

2. Der lineare Speicher

Im Sinne der Einfachheit ist es in der Hyd-
rologie Standard, zumindest als ersten An-
satz einedirekte Proportionalitat zwischen
S und Q anzunehmen, also Q = (S) =a.S
anzusetzen, wobei a. als Speicherkons-

tante bezeichnet wird. Lésen der Gl. (3)
fhrt damit schlussendlich auf die Abfluss-
Modellfunktion

00 =ae™ [I(z)e" dr +Q(0)e ™
0 ( 4)

Hier beschreibt der erste Term rechts den
Einfluss des Niederschlags im Zeitinter-
vall 0 < ¢ < t, der zweite das Abfliessen
des bereits bei t = 0 vorhandenen Spei-
cherinhalts. Allerdings ist es in der Praxis
sehr problematisch, eine analytische Nie-
derschlagsmodellfunktion /() anzugeben.
Haufig wird der Niederschlag daher als auf
einem Intervall zeitlich konstant / = /, mo-
delliert («<Blockregen»). Hierfur vereinfacht
sich Gl. (4) zu

00)=Ic(1- )+ O™
()

Weiter ist es Ublich, langere Fliessgewas-
ser abschnittsweise durch eine soge-
nannte Speicherkaskade zu beschreiben,
d.h. durch eine Folge linearer Einzelspei-
cher S, j =1, ...,J, welche durch die Glei-
chungen /() = Q;4(t) fir j = 1 verbunden
sind.

3. Nichtlineare Modelle
Zunachst sei erwdhnt, was sich ergibt,
wenn man den Speicher als Becken in
Form eines verallgemeinerten Zylinders
modelliert, aus dem unten durch eine fixe
Offnung (Rohr) das Wasser abfliesst. Dann
hangt Q(t) nur von der Austrittsgeschwin-
digkeitabundistnachdem GesetzvonTor-
ricelli proportional zu W also Q = 9(S)
=ay \/% . Diese Annahme hat allenfalls Be-
deutung fur das Entleeren von Stauseen;
eine interessante praktische Anwendung
auf die Mohnetalsperre in Nordrhein-
Westfalen hat M. Dierks [4] im Detail aus-
gefuhrt.

In der Praxis der Hydrologie geht
man aber meist davon aus, dass bei stei-
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gendem Speicherinhalt auch der nattrli-
che Abflussquerschnitt deutlich wachst -
nach welcher quantitativen Gesetzmas-
sigkeit, ist a priori unklar. In der Literatur
wurden teilweise auf empirischer Basis
Ansétze der Form Q = ®(S) =aS’ mit Expo-
nenten 1 < y < 2 verwendet, haufiger aber
noch rein numerische Berechnungen mit
einer unbestimmten nicht-linearen Funk-
tion ® durchgefihrt.

Man vgl. dazu - zusétzlich zu der
bereits zitierten Literatur— A. Baumgartner
&H.J. Liebscher[1], V.T. Chow [3], S. Dyck
[6], K.H. Schmidt [14] und E.M. Shaw [15].

4. Der quadratische Ansatz
Grundidee des vorliegenden Artikels ist
es, die (a priori unbekannte) Funktion ®
durch eine passende quadratische Tay-
lorentwicklung approximativ zu ersetzen:
Es sei S ein typischer (mittlerer) Wert fiir S,
dann ist es plausibel anzunehmen, dass
®(S)in einer Umgebung von S eine Taylor-
entwicklung besitzt, die wirim Sinne einer
N&herung nach dem quadratischen Term
abbrechen:

0 =D(5)=D(S)+D(S)(S - )+ 1 D"(S)S - 8)* =

=cy+aS+ cle.
(6)

Nunsollte fir S = 0auch Q= 0folgen, daher
wird ¢, = 0 festgesetzt. Nach passender
Umbenennung ergibt dies, wieder als Glei-
chung geschrieben,

Q=aS+bS* (7)
und in Gl. (2) eingesetzt,
S'(1)=1(1)-aS(1) - bS(1)* 8)

mit zwei Konstanten a und b, die jeweils

an konkrete Daten angepasst werden kén-

nen.

Der durch Gl. (7) und (8) beschrie-
bene «quadratische Speicher» hat — wie
wir zeigen werden zwei Vorteile:

e Zum Unterschied von den anderen
zuvor erwahnten nicht-linearen Ansét-
zen erhélt man zumindest fiir den wich-
tigen Fall / = I, («Blockregen») explizite
analytische Lésungsfunktionen.

* Mindestensflrgewisse, anzweiFliess-
gewassern in Ostosterreich erhobene
Datensatze ist das quadratische Mo-
delldemlinearen schlagend Uberlegen
- in einem wissenschaftlich prazisen
Sinn, wie spater erértert wird.

Weiter sei darauf hingewiesen, dass Gl. (7)

den friiher erwédhnten Ansatz Q = ®(S) =

aS’ mit 1 <y <2 qualitativ gut approximiert,
flir den keine explizite analytische Lésung
existiert. Dasselbe gilt flr stlickweise line-

are Zusammenhéange
" aS fir 0<S<58,
o=w)=) M0 T T )
a,(S=8)+qS, firS=S,

mit a, < a,. Diese finden eine natdrliche In-
terpretation in dem Szenario, dass bis zu
einem Speicherinhalt S; der Niederschlag
teilweise vom Boden aufgenommen wird,
dieser aber ab S = S gesattigt ist.

5. Losung der «quadratischen
Speichergleichung»
Gl. (8) ist eine sog. Riccati’'sche Differen-
tialgleichung: siehe H. Heuser [9]. Als sol-
che besitzt sie die folgende nutzliche Ei-
genschaft: Ist eine Lésung S.(t) bekannt,
dann erhalt man alle andern Lésungen
durch den Ansatz
1

S()=8«(t)+—

u(t) ' (1 0)

wobei sich flr die Hilfsfunktion u(t) eine
lineare Differentialgleichung ergibt. Be-
schrankt man sich auf ein hinreichend
kleines Zeitintervall t; < t < t,, dann ist es
plausibel und praktisch, wie angekindigt
I(t) durch eine Konstante /, zu modellieren.
Unter dieser Voraussetzung setzen wir
auch S.(t) = S. konstantan und erhalten aus
Gl. (8) die simple quadratische Gleichung

0=1I.—aS. —bS?, von der

Sy = ﬁa;;W mit W = \Ja® +4bl;

(11)

eine Losung ist. Wir werden daher durch-
wegs fordern, dass
a® +4bl. 20 (12)
gilt. Praktisch bedeutet dies keine wesent-
liche Einschréankung, da in der Regel ein
konvexer Graph Q = ®(S) und daher b >0

zu erwarten ist. (Vgl. die Bemerkung am
Ende von Abschnitt 4.) Im Sonderfall b =0

250

Abfluss Q(t) [m3/s]

t Zeit [h]

| ¢ Daten ——Lineares Modell ——Quad. Modell |

20 25 30 35

Bild 1. Ybbs, 1./2. September 2010.

Abfluss Q(t) [m3/s]

t Zeit [h]

| ® Daten ——LinearesModell ——Quad. Modelli'

25

Bild 2. Taffa, 2./3. Juni 2010.
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ist S.= I /a. Setzt man Gl. (10) mit diesem
S.in Gl. (8) ein, so folgt nach kurzer Rech-
nung die lineare Differentialgleichung u’(t)
= Wu(t) + b. lhre allgemeine Lésung lautet
u(t) = Ce"” el .

Damit ergibt sich die allgemeine Lésung
der Riccati’schen DGL (8) aufdem Intervall
ty<t<t,als

-1
S(r)=S, +(Cew’ —%j (13)

Die Abflussstarke Q(t) ist daraus mittels

Gl. (7) zu bestimmen.

Es ist instruktiv, auf der Basis der
allgemeinen Losung (13) die folgende
elementare Sequenz von Ereignissen zu
diskutieren, die in einflhrenden Lehrver-
anstaltungen und Lehrblichern der Hyd-
rologie haufig betrachtet wird:

e Beginnend mit einem «Anfangsspei-
cherinhalt» Sy > 0 zum Zeitpunkt t = 0,
gibt es zunachst einen Blockregen
wéhrend eines Zeitintervalls 0 <t < T,

mit konstant modellierter Nieder-
schlagsintensitat /. (Phase A).

e Danach folgt eine niederschlagsfreie
Periode, wéhrend der das Wasser ab-
fliesst und der Pegelstand des beob-
achteten Fliessgewassers sinkt (Phase
B).

Um flirdie Phase A die Modellfunktion S(t)

zu finden, brauchen wir nur in Gl. (13) die

Anfangsbedingung S,(0) =Sy einzusetzen.

So erhalten wir mit Gl. (11)

c=c,=2,__2%
17w 2bS,+a-W

und somit die Modellfunktion

W—-a
S (t)= +
10 2b
b 2b bY'
—— =] . (19
W 2bSy+a-W W

Wahrend der Trockenphase B ist /, durch
0 zu ersetzen, folglich W durch a (wieder
wegen Gl. (11)), es entsteht die Modell-
funktion

400 -

0 5 10

15 20 25 30
t[h]

Bild 3. Modellrechnung: Ybbs, Gesamtniederschlag Ic = 400 m®/s.

30 -
25 -
20 -
=
21s
o
10 4
5
0 . - -
0 5 10 15 20 25 30
t[h]
‘v —err.rlniereﬂr;r"Spelcherr ;VQusdratischterr Speicher }

Bild 4. Modellrechnung Taffa, Gesamtniederschlag Ic =25 m°/s.

-1
Sg()= (CBe‘" —ﬁj .

a Zur  Bestimmung
von Cg beachten wir die «Anfangsbedin-
gung» Sg(T)=S4(T), wobei S4(T) aus (14) zu
berechnenist. Eine kurze Rechnung ergibt

Cy= L +2 e,
5,0 a

also letztendlich die Modellfunktion

-1
L b e b
SB(r)—[[SA(T)+a]e aj . (5)

Die Abflussstérken Q,(t),Qg(t) werden nun
wieder mittels Gl. (7) aus Gl. (14) bzw. Gl.
(15) berechnet.

6. Exkurs: Wie man Modelle
vergleicht

Zum Zweck einer fundierten Diskussion
«quadratisches versus lineares Speicher-
modell» geben wir zundchst einen Abriss
Uber zwei gebrauchliche statistische Me-
thoden, Modelle miteinander zu verglei-
chen. Eine instruktive Darstellung findet
man in H.J. Motulsky & A. Christopoulos
[18], S. 134-159, deren Resultate wir hier
zusammenfassen. (Vgl. auch K.P. Burn-
ham &D.R. Anderson [2].)

Empirisch gegeben seien N Daten-
paare (Xq,y1),---,(Xn:¥n)- Zur Modellierung
des funktionellen Zusammenhangs von
x und y stehen zwei Modellfunktionen y =
f1(x) und y = f,(x) zur Auswahl, mit p; bzw.
p» freien Parametern, 0 < p; < p,. Es seien
f1,f, «verschachtelt» (engl.: nested models)
in dem Sinn, dass f; entsteht, indem man
p»— p4 der Parameter von f, einen festen
Wert zuweist (meist 0). Es seien

N

FQS,i = Z(fj(xn)_yn)2 >

n=|

Jj=L12,

die entsprechenden Fehlerquadratsum-
men, wobei die Parameter in f; jeweils so
bestimmt werden, dass FQS; minimiert
wird. Klarerweise ist FQS, < FQS;, wobei
in der Regel das strikte Kleinerzeichen gilt.
Methode () («F-Test»). Es wird der «F-
Quotient»

P FQS,-FQS, N-p,
FQS, Pr— P

berechnet und daraus z.B. mittels der Mic-
rosoft Excel™ Formel =FVERT(F;p, - py;N
— p,) die Wahrscheinlichkeit Pg, dass die
Verbesserung FQS, <FQS; nur durch Zu-
fallsschwankungen der Daten zustande
kam. Ist Pr sehr klein, dann sollte die
(kompliziertere) Modellfunktion f, bevor-
zugt werden.
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Methode (Il) («Akaike’s Information Crite-
rion»). Flr die Modellfunktionenfy,f, ist der
(«korrigierte») AIC-Index definiert als

FQS,
AIC o (/)= Nln( %f J+2(pj +1)

2P, 1P +2)
N-p;-2

Das Modell mit kleinerem Wert von
AIC,,.(f) ist eher korrekt: Die Wahrschein-
lichkeit, dass dies z.B. fir f, zutrifft, ist

A2 ’ A= AlCcorr(fZ ) - Alcmrr(f] )
der sog. Evidenzquotient daflir errechnet
sich als

P A2

— —¢

1-P

7. Vergleich quadratisches
versus lineares Modell,
anhand empirischer Daten

Zum Vergleich der Modelle wurden zwei

durchaus verschiedenartige Fllisse im

ostdsterreichischen Bundesland Nieder-

Osterreich ausgewahlt. Zum einen die

Taffa (an der Messstelle Frauenhofen), die

ein lokal sehr beschranktes Einzugsge-

biet von 140 km? aufweist, das geologisch
am Rand der Bohmischen Masse liegt.

Zum anderen die Ybbs (an der Messstelle

Greimpersdorf), deren Einzugsgebiet

von 1116.6 km? bis in die niederdsterrei-

chischen Kalkalpen reicht. Die Daten der

Durchfluss- bzw. Niederschlagsintensi-

taten von den offiziellen Messstellen des

Landes Niederosterreich firdas Jahr2010

wurden uns freundlicherweise von der

Abteilung Hydrologie und Geoinforma-

tion (BD3) des Amtes der niederdsterrei-

chischen Landesregierung zur Verfligung
gestellt. Ausgewahlt wurden jeweils Ab-
flusszeitreihen, die durchwegs nach einem
ausgepragten Niederschlagsereignis eine
niederschlagsfreie Periode beschreiben;
dadurch wurde die quantitative Verwen-
dung von meist starker fehleranfélligen

Niederschlagsmessdaten umgangen.

Im Sinne des in Abschnitt 6 Dar-
gestellten stehen — angesichts der Gl. (5)
bzw. (7) und (15) — die beiden Modellfunk-
tionen
0= f,() =aSie ™

und

-1
1 bl a4 b
Q=f:(r)=u{[sguad +;Je ‘ —;]
-2
+b 1 +£ e"'~£
Sguad a a

zurKonkurrenzan, wobei $;" , S8 jeweils
den gesamten «Speicherinhalt» zum Zeit-
punkt t = 0 bezeichnet, geschatzt nach
dem linearen bzw. quadratischen Modell.
Die Modellfunktionf, enthalt also zweifreie
Parameter, S¢" unda., hingegenf,drei:a,b
und S3*. Diese Parameter werden nun,
im Sinne der nichtlinearen Regression,
z.B. mitdem Solver von Microsoft Excel™,
durch Minimieren der Fehlerquadratsum-
men an die gegebenen Abflusszeitreihen
angepasst. Es ergeben sich im Einzelnen
die folgenden Resultate (gerundet):

e Datensatz 1: Ybbs, 1./2. September

2010. (Vgl. Datenpunkte in Bild 1.)

S =14,53x10° m’, @ =1,409x107° 57!,
S9=d = 21,85x10° m®, a=8,51x107 57,
b=4,51x10"" m7> s,

Die Fehlerquadratsummen sind

FQS, =2933,429,

FQS, =1061,168,

daraus errechnensichim Sinne der beiden
Vergleichsmethoden in Abschnitt 6:

F=49,4, P.=1,2x107";

AIC,. (f;) =147,937,

AIC,,.(f>)=119,066.

Die Wahrscheinlichkeit, dass das quadra-

tische Modell eher zutrifft, ist somit nach

dem AIC-Kalkul praktisch 1, der Evidenz-

quotient dafiir ist grosser als 1.895 x 106.

e Datensatz 2: Taffa, 2./3. Juni 2010.
(Vgl. Datenpunkte in Bild 2.)

Sg™ =4,20x10° m*, @, =3,85x107° 57",

Swd =5 49%10° m®, a=8,97x107 57,

h=5816x10""m? s,

Die Fehlerquadratsummen sind

FQS, =18,889, FQS, =4,877,

daraus folgt nach Abschnitt 6:

F=51,716, P.=1,08x107% AIC,.(f)=

5,1866, AIC,.(f,) =—-20,1605.

Die Wahrscheinlichkeit, dass das quad-

ratische Modell eher zutrifft, ist nach AIC

wieder praktisch 1, der Evidenzquotient
grosser als 3 x 10°.

8. Modellrechnung fiir
konstante Niederschlags-
intensitat

Wir fihren nun noch, sowohl flirdas lineare

als auch flir das quadratische Modell, fir

beide Gewasser hypothetische Berech-
nungen durch unter der Annahme, dass
am Ende der durch die Daten beschrie-
benen niederschlagsfreien Periode ein
24-stlindiges Niederschlagsereignis mit
einer konstanten Gesamtniederschlagsin-
tensitat /, fur das gesamte Einzugsgebiet
stattgefunden hat. Wirverwenden dazudie

Formeln (5) bzw. (14) und (7), weiter die in

Abschnitt 7 jeweils errechneten Werte flr

a,bunda..

Fur die Ybbs legen wir den plau-

siblen Niederschlagswert /. = 400 m%s

zugrunde, sowie den Anfangswert O =

59.85 m3s™ (letzter Q-Wert des Datensat-

zes 1). Mittels (7) folgt

Sp :( 4bQ0" +a* - a) /(2b) =
11,42x10° m®.

Das Ergebnis ist in Bild 3 grafisch darge-
stellt. Analog wird fiir die Taffa /, = 25 m*/s
angenommen, weiter ist Oy =2.32 m%s™
und S =1.92 x 10° m?®, siehe Bild 4. Wie
sich zeigt, flhrt das quadratische Modell,
dessen Glaubwaurdigkeit ja in Abschnitt 7
erhartet wurde, zu einer deutlich hdheren
Prognose fiir die zu erwartende Abfluss-
starke Q(t). Dies konnte als Indiz angese-
hen werden, dass das klassische lineare
Speichermodell die Abflussentwicklung
als Folge eines Niederschlagsereignis-
ses moglicherweise systematisch unter-
schatzt.

9. Zusammenfassung

der Ergebnisse

e Es wird eine Variante der mathemati-
schen Speichermodellierung in der
Hydrologie dargestellt (<quadratischer
Speicher»), die bei Tests an empiri-
schen Daten dem klassischen linearen
Modell deutlich Gberlegen ist.

e Dieses quadratische Speichermodell
fuhrt ebenfalls zu einer expliziten ana-
lytischen Abfluss-Modellfunktion. Die
erforderlichen Berechnungen kénnen
folglich mit Standardsoftware wie Mic-
rosoft Excel™ durchgefiihrt werden.

* Eszeigt sich, dass Prognoserechnun-
gen anhand des linearen Modells die
zu erwartende Abflussstarke als Folge
eines vorgegebenen Blockregens eher
unterschatzen, der quadratische An-
satz fuhrt hier tendenziell zu hoheren
Werten.
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Es steht ausser Zweifel, dass auf-
wendigere Modelle, deren Lésungsfunk-
tionen nur mehr numerisch bestimmt
werden kénnen, noch praziser und auch
flexibler sein mogen, allerdings um den
Preis wesentlich grosserer mathemati-
scher Komplexitdt und damit auch hé-
herer Anforderungen an die erforderliche
Software.

Fur weitere Forschungen ware
es von Interesse, den quadratischen An-
satz an moglichst vielfaltigen empirischen
Daten zu testen, auch unter Berlcksichti-
gung von Niederschlagen, und sowohl mit
dem linearen als auch mit komplexeren
Modellen zu vergleichen.
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