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NOTE SUR LA THEORIE ANALYTIQUE

DES

CORPS SOLIDES COTES
PAH

CAIL1ER

(Suite x)

Polyseries de Droites et de Corps non cotes

§ 20. Parmi les corps d'une »«-serie, ceux dont la cote est

nulle sont naturellement les plus interessants; ces corps sont

au nombre de oo»-i, puisque, ä la definition (47) de la »«-serie,

il faut ajouter la condition quadratique qui exprime la nullite
de la cote, c'est-ä-dire

V uk-ak 0
k

Nous voyons done que les corps de cote nulle forment une
(n — 1) - serie ; et il en serait aussi de meme pour les corps de

la n- serie qui ont une cote constante, car on voit presque im-
mediatement que si l'on diminue d'une constante la cote de

tous les corps d'une n- serie, les nouveaux corps obtenus font
encore partie d'une »«-serie lineaire (2).

Dans l'etude des (n — l)-series de corps non cotes il est

avantageux de choisir pour base des corps qui ne soient pas
cotes; au lieu de representer ces n Jr 1 corps, comme precedem-
ment, par les lettres lA, "A, nt'A j'emploierai plussimple-

') Voir Archives, t. XL, p. 361 et 457.
2) Cela se voit, par exemple, immediatement dans la formule (46).
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ment les lettres A, B, L. Les corps aiixsi denotes sont
ordinaires et Ton a (AA)" (BB)" — 0; nous allons voir
qu'ils peuvent etre pris quelconques, de maniere ä engendrer
uue (n -1)- serie de corps ordinaires (')

P aA q- bB -f- cG -|- IL (^9)

En efl'et, il faut que PPf 0; cette equation se reduit, par
la destruction spontanee des termes carres, ä la forme

ab (AB)" + ac(AC)" + bc(BC)" + 0 ; (50)

eile- est lineaire par rapport ä chacune des (n -j- 1) variables

a, b, c, Celles-ci peuvent done s'exprimer lineairement en
fonetion de n nouveaux parametres lies par la relation quadra-
tique non homogene

(PF)' cr(AA)' + 2ab(ABY + 1

De lä le theoreme fondamental. De mente que n - 1) corps
cotes quelconques definissent une n - serie lineaire de corps cotes,

de meme (n — 2) corps ordinaires quelconques determinent une
n-serie lineaire de corps ordinaires(2).

Ce theoreme, transpose dans le domaine de la Geometrie

reglee en substituant des bivecteurs aux quaternions A, B,
correspond aux faits connus ; il faut 3 droites pour deünir uue
quadrique (monoserie lineaire de droites), 4 pour engendrer
une congruence lineaire (biserie), enfiu 5 pour engendrer le

complexe lineaire (triserie). Seuls les maximas de l'indice n
different pour les deux theories, il est 3 pour les systemes de

droites et 5 pour les systemes de corps; tout le reste estiden-
tique. Par exemple, dans le cas des monoseries, en rapportant
les trois corps de base ä l'orthogoiial commun, ils se transfor-
ment en vecteurs, et la monoserie elle-meme se change en une
monoserie de droites. Done on obtient la monoserie de corps la

') Les lettres a, b, e, designant des coordonnees sont naturelle-
ment reelles.

-) Remarquer que cet enonce ne prejuge en aucune maniere l'iden-
tite de structure geometrique des n-series lineaires de corps ordinaires
ou de corps cotes.
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plus generale en prenant les symetriques d'un corps fixe relative-

mmt aux generatrices d'un demi-hyperboloide r4gle.

En terminant ce paragraphe revoyons, pour etre clair, les

faits de la Geometrie des corps qui repetent le plus exactement

ceux bien connus de la Geometrie reglee.

1° Considerons, au lieu du complexe, la pentaserie generale

VA' + VA" + VA' t ••• ® j °u (aA ®

eile est speciale si le corps central

veritie la condition (aa)" 0. Cela pose, prenons deux corps
non cotes B et C, nous les dirons conjugues par rapport ä la
pentaserie lorsqu'on peut determiner deux coefficients numeriques
b et c de telle maniere qu'on ait identiquement

bB + cC a (51)

Je dis que tout corps B admet un conjugue et un seul. En efi'et,
la condition (51), ecrite sous la forme a — bB cC, montre que
a — bB doit etre non cote; il faut et suffit pour cela que b

verifie la condition

(* — bB, x - bB)" (xx)" — 2b(zB)" + b'-(BB)" 0 ;

mais eomme (BB)" 0, cette condition s'ecrit encore

(xx)" - 2b(y.B)" 0

C'est uue equation lineaire en b, par laquelle l'inconnue se

trouve determinee d'une maniere unique; il n'y a d'exception
que si B appartenait lui-meme ä la pentaserie, et verifiait la
condition (aB)" 0.

2" Ayant choisi h volonte un couple de corps conjugues
B et C, l'equation de la pentaserie (o.Ä)" 0 s'ecrit sous la
forme

b<AB)" + c(AC)" 0
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De lä resulte que si un corps A, appartenant ä la pentaserie,
rencontre un corps quelconque B, c'est-ä-dire s'il peut etre
araene sur B par une simple rotation, il rencontre aussi le con-
jugue de B.

En effet les conditions de rencontre {AB)" 0, et {AC)' — 0,
s'impliquent l'une l'autre en vertu de l'equation precedente.

3° Une pentaserie de corps est definie par le moyen du corps
central ou quaternion a; il y a done correspondance univoque
entre ces deux objets geometriques, corps cotes et pentaseries
de corps ordinaires, et cette correspondance permet de conclure
des uns aux autres. C'est ainsi, par exemple, qu'aux polyseries
lineaires de corps cotes correspondent des systemes de pentaseries

lineaires; de meme, en Geometrie reglee, les polyseries
de droites cotees servent d'images aux polyseries correlatives
de complexes lineaires.

Prenons une tetraserie, ou ce qui revient au meme, deux

pentaseries de corps simples, A (aA)" 0 B (ßA)" 0.

La tetraserie en question a pour image une monoserie de corps
cotes y, d'equation

y aa + bß

Mais nous savons que la monoserie y eoutient tout juste deux

corps de cote nulle ('); et on pourrait les prendre pour base des

deux pentaseries A et B. S'il en est ainsi, on a (aa)" (ßß)" 0;
alors les equations (aA)" 0, (ßA)" 0 montrent qu'une tetraserie

quelconque est formte par I'ensemble des corps qui en rencon-
trent deux autres. Ainsi, en Geometrie reglee, la congruence
lineaire est l'ensemble des secantes communes ä deux droites.

De meme encore, les corps d'une triserie sont ceux qui ren-
contrent trois corps fixes donnes; cette definition donnera la
meme triserie oo1 fois parce que °ol est le nombre des corps
de cote nulle dans la biserie de corps cotes.

En resume, tandis que sauf exception, la pentaserie u'est

') Ces corps peuvent etre reels ou imaginaires; la distinction, im-
portante pour la classification des tetraseries, ne joue aucun rdle dans
la theorie generale.
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pas formee des corps secants d'un corps donne, en revanche la
n-serie d'indice n < 5 est toujours constitute par Fensemble
des corps secants de 6 — n corps fixes ; il est vrai que ces der-
niers peuvent etre reels ou imaginaires.

4° Prenons par exemple une triserie de corps et soienti?, C, D,
les trois corps fixes que rencontrent tous les A. Les equations
(AB)" (AC)" (AD)" — 0 en train en t comrae consequence
que, quels que soient les coefficients b,c,d, nous avons

(A, bB + cC + dD)" 0

Ainsi les corps de la triserie sont en involution avec tous les

corps cotes de la biserie bB -f- cC-j- dD; cette derniere contient
une monoserie lineaire de corps ä cote nulle. La triserie donnee

et la monoserie finale sont done complementaires, en ce sens que
deux corps empruntes respectivement ä chacune sont toujours
coucourants, ou se deduisent Fun de Fautre par une pure
rotation.

5° Le corps cote a est equivalent ä une pentaserie de corps
simples. Soient done deux pentaseries a et j3; supposons que
les corps cotes correspondants soient en involution, ou verifient
la condition (aß)" 0. Voici la relation qui s'ensuit pour les

pentaseries elles-memes.
Si B et C sont deux corps conjugues relativement äla seconde

pentaserie et que par suite ß bB -f- cC, on a

(ßz)n b(aB)n + c(olC)"

Or, par hypothese, cette quantite est nulle ; si done B appar-
tient ä la pentaserie a on aura (aB)" 0, d'ou (aC)" 0;
C appartient aussi ä la pentaserie a. Autrement dit: si deux

pentaseries a, ß sont en involution, les corps de chacune d'elles

peuvent etre groupes en couples de corps qui sont conjugues par
rapport a I'autre.
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VIII. Systemes de Corps Concourants

§ '21. Nous avons d'abord etudieles systemes lineaires de corps
cotes, que ces systemes se presentent sous forme d'equationsou
sous forme parametrique; uous avons ensuite examine les systemes

lineaires formes de corps ordinaires non cotes. La difference
la plus saillante entre les deux categories de polyseries est que,
dans le premier cas, n -\- 1 corps liueairement independants
determinent une w-serie, tandis qu'il en faut (n -f 2) pour la

seconde espece.
Toutefois cette derniere assertion n'est exacte que si on rai-

sonne d'une maniere generale, comme il a ete fait au para-
graphe precedent. La geometrie reglee, avec ses systemes
lineaires particuliers, les gerbes, les faisceaux, etc., qui jouent
un rolesiugulier parmi tous les systemes lineaires, fait pressentir
des exceptions. Elles existent en effet dans la Geometrie des

corps solides, et donnent lieu ä des polyseries particulieres
auxquelles je donne le nom generique de couronnes (l). Les

couronnes comprennent, comme nous verrons, quatre types
essentiellement differents qui sont la conronne ordinaire, le

courondide, la stereocouronne ci centre, et la stereocouronne ä

plan (2).

Soient A, B, C, L, {n1) corps ordinaires ; la polyserie

P aA + bB + cC + + IL (52)

b Le cas des couronnes est seulement le cas extreme de toutes les
exceptions possibles.

-j Ces couronnes sont identiques aux systemes que M. L. Kasner appelle
des turbines. American Journal 1910, p. 193-2i 2. Cite par M. E. Study;
je suis hors d'etat de verifier cette indication.

La nomenclature la plus rationnelle donnerait les noms de mono-, bi-,
tricouronne ä centre et ä plan, lesquels rappellent le nombre des dimensions

de ces systemes; niais cette terminologie ne peut etre adoptee
puisqu'elle amenerait des confusions avec celle employee par M. de Saussure.

D'autre part, le terme de couronoide est aujourd'hui trop repandu
pour pouvoir etre remplace.
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ne donne un corps simple ordinaire que si

I (PP)" ab (AB)" + ac(AC)" + bc(BC)" + 0 (53)

Or cette equation, qui n'est que la reproduction de (50),
degenere en ime identite, quand on a

(AB)" 0 (AC)" 0 (BC)" 0

Dans ce cas, qui est celui oil les corps de base se rencontreut
deux ä deux, ou se deduisent les uns des autres par simple
rotation, la formule (52), dans laquelle les coefficients out ä verifier

la condition

(PP)' a- + b- + c- + + 2ab(AB)' + =1

represente de nouveau une w-serie de corps ordiiiaires, si du

moins, ce que je suppose toujours, les (n -j- 1) corps A, L
sont lineairement independants. Les polyseries de cette espece
sont precise ineilt ce que j'appelle des couronnes.

Remarquons d'ailleurs que si A, L se rencontreut deux
ä deux, tous les corps de la polyserie (52) sont aussi concou-
rauts: la chose est evidente d'apres les relations telles que
(JL!)" 0, {AB)" 0, etc. Ainsi, avec plusieurs corps con-

courants, il est toujours possible de construire des ensembles

infinis de corps qui soient aussi coucourants deux ä deux. L'enu-
meration des couronnes, donnee plus haut, epuise toutes les

eventualites que presentent ces systemes infinis.
La couronne simple est uu ensemble de corps coucourants

deux ä deux, telle qu'entre trois de ces corps existe une relation
lineaire.

Le couronoide est uii Systeme de corps coucourants deux
ä deux, tel qu'entre quatre de ces corps existe une relation
lineaire.

Enfin la stereocouronne, de l'une ou l'autre espece, est un

Systeme de corps coucourants deuxä deux, tel qu'entre cinq
de ces corps existe une relation lineaire.

Pour definir et construire ces systemes un probleme prelimi-
naire doit tout d'abord etre resolu.
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Autour d'une droite

n - \ Lk" f

imprimous ä ua corps A un mouvement helicoidal d'amplitude
m a -p bi; de ineme, soumettons ce meine corps A ä un autre
mouvement d'amplitude v c +• di, autour d'une nouvelle
droite

M - /~ | Mk"

Les deux positions finales eorrespondantes, B et C, sont

B (cos m + L sin u)A C — (cos v + M sin v) A ;

qu'on rapporte le corps C ä l'autre corps B choisi comme
Systeme de reference, le quaternion correspondant sera

r BG Ä (cos u — L sin u) (cos v + M sin v) A

La partie scalaire r0 de ce quaternion, identique ä Celle du

produit des deux parentheses iuterieures, vaut

r0 cos u cos v + (LM) sin n sin v

Cela pose, imaginons que lesdeux mouvements primitifs soieut

purement rotatoires, et demandons-nous sous quelles conditions
le mouvement final de B vers C sera aussi rotatoire Tel est le

Probleme ä resoudre; la reponse est immediate.
En effet, par hypothese, u et v sont des quantites reelles et

Ton veut que r0 en soit une autre. II faut pour cela, et il suffit,
que (LM)" 0 (').

Autrement dit : si des corps A, B, C se reneontrent deux ä

deux et qu'on envisage les axes des rotations qui conduisent l'un
d'eux, A par exemple, sur les untres corps B, C,..ces axes

L, M, sont aussi concourants.

Cette condition qui est necessaire pour la rencontre est aussi

suffisaute; il importe d'observer qu'elle est absolument inde-

pendante de la grandeur des rotations, laquelle reste complete-

L'autre moyen de satisfaire la condition susdite, soit sin u sin v 0,

> ^ -i~ onne rien de contradictoire avec la premiere hvpothfese.
Utf

[* Ä £
*
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ment arbitraire et ne sera, en consequence, presque jamais
mentionnee dans la suite. Passons ä la formation systematique
des quatres especes de couronnes.

La Couronne

§ 22. Nous savous que, dans les couronnes des divers ordres,
les axes L, M, A7,... des rotations conduisant un des corps A
sur tous les autres B, C, D,... doivent se rencontrer. L'hypo-
these la plus simple consiste ä, supposer ces axes identiques.

Tous les corps du Systeme s'obtiennent alors en imprimant
une rotation continue ä un unique corps; ils torment ce que,
dans le langage usuel, 011 appelle une couronne. Je dis qu'entre
trois corps quelconques de la couronne existe une relation
lineaire.

En effet, soient A, B, C ces trois corps, L le bivecteur qui
represente l'axe rotatoire, nous aurons, u et v representant des

quantitös reelles,

BA — cos u + L sin w GA cos v + L sin v ;

de lä, par elimination de la lettre L
sin vBA — sin uCA sin (v — u)

ou encore, apres avoir chasse le facteur A, la forme symetrique

aA + bB 4- cC — 0 (54)

La signification des coefficients reels a, b, c resulte du precedent

calcul; ces coefficients sont proportionnels aux sinus des

demi-angles des rotations qui menent B sur C, C sur A, ou

A sur B.
Reciproquement si trois corps A, B, C verifient une relation

lineaire telle que (54), ces trois corps font partie d'une meine
couronne. En effet, en ecrivant cette relation sous la forme
resolue

A — bB + cC ou 1 bBA + eCA ;

011 en tire
b[AB] + e[AC} 0 (55)
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Mais la condition (MM)" 0, ne peut etre verifiee que si

{BC)" 0; il faut, autreinent dit, que deux quelconques des

ti'ois corps soient concourants. Le sens de 1'equation (55) se de-

duit de lä; eile siguifie que les rotations qui conduisent M

sur B et sur C s'executent autour du inenie axe. C'etait lä

justement le point ä etablir.

L'egalite (54) qui existe entre trois corps d'une meine cou-
ronue fournit encore une autre definition, evidente d'ailleurs
au point de vue geometrique.

Soit D le corps orthogonal aux corps A,B,C\ multiplions (54)

par D, ce qui reduit les produits AD, BD, CD ä trois vecteurs
L, M, N, et l'egalite elie-meme ä la forme

(iL bM -f- cJV 0 j (56)

elle veut dire que les trois vecteurs torment un faisceau plan.
Done, la couronne est formee de tons les corps symetriques

d'un corps fixe par rapport aux droites d'un faisceau planf).

Pour en finir avec la couronne, comptous combien il existe
de courounes possibles; l'enumeration est facile. Car, dans le

corps mobile, l'axe peut occuper =o4 positions, et autaut dans

l'espace exterieur. Apres avoir transports uu des axes sur
l'autre, on dispose encore d'un parametre arbitraire dont
la variation correspond aux glissements de la couronne le long
de son axe ; il y a done au total + i oo» courounes
possibles.

Le Couronoide

§ 23. La couronne est un Systeme de oo1 corps concourants
tel que les axes des rotations entralnaut l'un sur l'autre deux

quelconques de ces corps ne forment qu'uue seule et meme
droite. II est aise d'obtenir des systemes de corps concourants,

fi Ce faisceau, en Geometrie non-euclidienne hyperbolique, peut affecter
trois formes distinctes. En Geometrie euclidienue, il en a deux, selon
qu'il est compose de trois droites concourantes ou paralleles.
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sans qu'ii y ait coincidence des axes rotatoires; par exemple,
autour de deux axes L, Mconcourant au point 0, faisons tourner
un meine corps, d'un angle quelconque, jusqu'ä ce qu'il occupe
les positions B, C. Dans ce cas, les trois corps A, B, C se ren-
contrent bien deux ä deux, mais ils n'appartiennent pas ä une

couronne et ne sunt lies entre eux par aucune equation lineaire
du type (54).

La construction du coitrono/de resulte immediatemeiit de lä.

Prenons trois axes coplanaires, qui se rencontrent en un point 0.
desiguous ces axes par les lettres L, M, N. Comme ils font

partie d'un faisceau, ils verifient une equation telle que (56), ou

IL + mM + nN 0 (57)

dont la signification geometrique est immediate. En effet, si on

multiplie par L et qu'on retienne seulement les parties scälaires,
on a

I + w(LM)' + n'LN)' 0

ou 1 + m cos (LMi + n cos (LN) 0

De lä, par le precede usite en Trigonometrie,

l m n
s'm(NM) sin (JV£) sin(iM)

Cela pose, faisons touruer un corps fixe A, de trois angles
arbitraires 2u, 2v, 2to, autour des droites L, M, N, de maniere
ä transporter ce corps dans les positions B, C, D donnees par les

relations

BÄ cos u + L sin u GÄ cos v + M sin v

DA cos w + N sin w

Entre ces equations et l'equation (57) eliminous L, M, N;
nous obtenons un resultat tel que

aA + bB + cC + dD 0 (58)

oü les coefficients ont les valeurs suivantes

a cot u sin (MN) + cot v sin [NL) + cot w sin (LM)
b sina sin(MJV) c sin v sin (NL) dsinic sin(LJf),
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relations que la symetrie permettrait d'ecrire de bien des ma-
nieres differentes.

En resume, si I'on fait tourner tin corps d'un angle quel-

conqne autour d'une droite mobile appurtenant ä an faisceau
plan, ce corps prend une double infinite de positions, telles

que deux quelconques d'entre elles sont concourantes. Mitre qua-
tre des corps de cette biserie, qui prend le nom de couronoide,
existe une relation lineaire.

II est clair que, suivant que le centre du faisceau generateur
a ete choisi ä distance tinie ou infinie, tous les corps du couronoide

ont un centre corumun, ou possedent en commun un plan
perpendiculaire ä la direction dans laquelle le centre s'est

eloigne ä l'infini. Cela fait deux varietes de couronoides que
M. de Saussure a designes sous le 110m de couronoides a centre

et couronoides ä plan fixe; les deux especes ont d'ailleurs des

proprietes identiques, et le plus souvent il est inutile de distin-

guer entre elles.
Voici la reciproque de la proposition enoncee ci-dessus.

Si trois corps B, C, D se rencontrent deux a deux{1), les

x>'2 corps cUfinispar I'equation.

A bB + cG + dB (59)

laquelle implique la condition

h- + <r + dr + 2 bc(BC)' + 2bd(BD)' + 1

se rencontrent aussi deux d deux et forment un couronoide.

Ce dernier point est seul ä verifier; il resulte du fait que
Pequation supposee (59), etant ecrite sous la forme

1 bBÄ + cGA + ADA

entratne la consequence

0 b[AB + c[AU} + d[AB\

ce qui signifieque les axes \ AE\, [ACJ, [AD] des trois rotations

') A remarquer qu'une relation telle que (59) peut avoir lieu sans que
les corps B, G, D soient concourants; la condition de rencontre doit
done etre expressement mentionnee dans l'enonce.



DES CORPS SOLIDES COTES 17

qui conduisent A successivement sur les trois autres corps for-
ment un faisceau plan. C'est justement la definition du couronoide.

On peut encore imiter, avec le couronoide, Ja seconde detinition

vue ci-dessus ä propos de la couronne. Supposons en eff'et

que dans l'equation (59), les quaternions B, C, D soient rempla-
ces par trois vecteurs concourants deux ä deux; il est clair que,
dans ces conditions, A sera un vecteur rencontrant les precedents

: pour obtenir ce cas, oil tous les corps du couronoide
sont figures par des vecteurs, nous n'avons qu'ä rapporter les

trois corps B, C, D ä leur orthogonal commun, lequel sera
aussi orthogonal ä, tous les corps du couronoide.

Rappelons maintenant que si, avec trois vecteurs L, M, N
concourants deux ä deux, nous formons un faisceau de <*=>2

vecteurs concourants P, du type symetrique

IL mM + nN + pP 0 (60)

il peut se presenter deux cas geometriqueraent distincts.
En effet, si nous considerous les determinants

D' ] L'kMk'Nk' | et D" | Lk"Mk"Nk" \ (fc 1,2,3)

formes respectivement avec les parties reelles et les parties
imaginaires des trois vecteurs donnes, le produit D'D" est

symetrique gauche d'ordre impair, comme il resulte des
hypotheses

(LL)" 2 V Lk'Lk" o

(LM)" ^ (L*Mk' + Lk"M>') 0

ou bien V Lk'Mk" - V Mk'Lk"

Ainsi done, puisque D'D" 0, la biserie de base L, M, N
donne tantöt D" 0, tantot D' 0 (*).

Le premier de ces deux cas est celui oil les rayons L, M, N

') Je laisse ici de cote le cas oü les conditions D' 0 et D" — 0 •

auraient lieu k la fois ; ce cas redonne simplement la construction de » |
la couronne.

Archives, t. XLI. — Janvier 1910.
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concourent en un seul point, le second a lieu quand ces meines

rayons sont coplauaires. Et suivant qu'on a Tun ou l'autre, les

rayons P de la formule (60) sont ceux d'une gerbe ou balayent
un plan fixe. En resume, le couronoide est le Heu des symetriques
d'un corps fixe par rapport ä tous les rayons issus d'un point
ou couches sur un plan.

Ces deux Varietes de couronoides correspondent ä Celles que

j'ai qualifiees plus haut de couronoides ä centre ou ä plan fixe.

§ 24. Les proprietes des couronoides sont connues depuis
longtemps ; si je leur consacre le present paragraphe c'est afin
de montrer avec quelle facilite ces proprietes se deduisent des

notions analytiques ci-dessus.

1° II est d'abord evident que trois corps B, C, D presentant
un point commun, lequel peut etre eventuellement place ä

l'intini, definissent un couronoide et un seul, ou bien, que deux
couronoides qui ont trois corps communs sont identiques, ä moins

que ces corps dependent lineairement les uns des autres ou appar-
tiennent ä une meme couronne. Tout ceci resulte de l'equa-
tion (59).

2° En second lieu si un couronoide contient deux corps B et C,

il contient aussi toute la couronne bBficC qui joint ces corps;
cette propriete ne suppose pas que les couronoides possedent le

meme centre. Limitons-nous, desormais, ä ce dernier cas.

3° Je dis alors que deux couronoides de meme centre ont

toujours une couronne commune, tan dis que trois couronoides de

meme centre possedent, en yeneral, un corps commun et un
seul.

Considerons un corps A et trois axes L, M, N d'une gerbe ;

faisons tourner trois fois le corps A autour du centre de la

gerbe, nous engendrons trois corps concourants Pk, tels que (')

Pb (lkL + mkM + nbN + pk) A & 1,2,3

') Remarquer que les indices, ä l'encontre des notations habituelles,
ne designent pas'ici les composantes d'un meme quaternion.
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formule oil les I, m, n, p sont quatre parametres reels lies entre
eux par la condition

lk* + m* + n* f p* 1

Un premier couronolde, de base P,, P2, P3, a pour equation

P dP, + C0P2 + c?I'~

On aura deux nouveaux courono'ides de meine centre

P' c/P/ + e./P,' + c3'Pa', et P" c,"P," + c,"P2" + c3"P3"

en prenant au lieu des I, m, n, p d'autres valeurs V,... p', ou
l", p", de maniere ä changer successivement Pk en Pk et
en P;\

Dans les equations des courono'ides P, P', P ", les parametres
c sont seuls variables, les autres lettres l, l\ (!', ...p" sont des

constantes donnees.

Cela pose, les corps communs aux deux courono'ides P et P'
doivent verifier l'equation P P'; et celle-ci se partage en

quatre autres equations lineaires obtenues en egalant dans

chaque membre les coefficients des quaternions independants
LA, MA, NA, A. II y a de la sorte quatre equations homogenes

ä satisfaire entre les six inconnues c et c, dont les valeurs
absoluesont eu outre ä verifier la condition quadralique(PP)=l.

Done, conformemeut ä l'enonce, il existe au moins corps
communs aux deux courono'ides; ces corps communs, nous le

savons d'ailleurs, forment une couronne. De plus, il est impossible

que P et P' possedent des corps communs en dehors de

cette couronne, ä moins qu'ils ne coincident: e'est la premiere
propridte demontree plus haut.

De meine, les Equations P P' P" qu'il faut ecrire pour
chercher les corps communs ä trois courono'ides se subdivisent
en 8 equations algebriques, comportant 9 inconnues homogenes:
ainsi, par un raisonnement identique au precedent, trois
courono'ides de meme centre possedent toujours au moins un corps
commun, et en general ils n'en possedent qu'un seul. Toutefois,
il peut arriver que ces courono'ides contiennent une meme
couronne ; celle-ci constitue alors leur intersection mutuelle
complete.
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4° Nous savons qu'on eugeudre le courono'ide en faisaut
tounier un corps A autour de tous les rayons d'uu faisceau

plan. Tout corps appartenant au courono'ide peut etre employe
dans cette construction ä la place de A. De lä resulte une cor-
respondance entre les »c2 corps du courono'ide et les °o! plans
menes par son centre; etudious la loi de cette correspondance.

A cet eft'et, prenons les deux vecteurs L, M, associes au corps
A, ä angle droit Tun sur l'autre, de mauiere que non seulement

(LM)" 0, mais meme (LM) 0; et puisque, de cette faQon,

LM est un vecteur, faisons N LM.
Soient deux corps B, C, appartenant au courono'ide, de sorte

que
BÄ TL + m'M + n' et CA IL + mM + n (61)

equations oil les coefficients sont assujettis ä satisfaire les
conditions

I'1 + m- + ii- V- + m'- + n'2 1 (62)

Par multiplication les equations (61) nous dounent

OB in + IL + mM)in' — TL — m'M)

soit, calculs faits, et (In) representant le determinant In — I'n,
et ainsi des autres,

CB — ihT)L + (mn')M + (ml')N + IT + mm' + nn' (63)

Telle est la formule qui t'ournit le moyen de passer du corps
fixe B, appartenant au courono'ide, ä tout autre corps variable
C faisant partie du meme courono'ide. II suffit de reconnaitre
que cette formule preseute le meme type que (61): c'est bien
ce qui a lieu.

En effet, d'une part,les determinants(£ra) verifient l'identite,
analogue k (62),

iln')2 + imn'f2 4- {ml')2 + ill' + mm' + nn')2 1

et, en second lieu, quand on fait varier I, m, n, en laissant fixes
V, m', n. le vecteur

iln')L + (mn')M + (mT)N (64)
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engendre un faisceau plan; il est aise de s'en assurer. Car tous

ces vecteurs passent au raeme point, et en attribuant aux para-
rnetres Z, m, n successivement trois systemes de valeurs, le
determinant des neuf quantites telles que (In {mV), (mri) est

evidemment nul. De lasorte, le vecteur (64) peut etreremplace
parpP-\- qQ, oü Pet Q sont deux vecteurs concourants; leur
introduction ramene le courono'ide (63) ä la forme

C (pP 4- qQ + r)B

completement analogue ä (61).

5° Pour en finir avecle courono'ide, il ne nous resteplus qu'ä
compter le nombre de tous les couronoides possibles.

Ces systemes possedent un centre qu'il faut fixer ä la fois

dans le corps mobile et dans l'espace, ce qui se peut de oo8+s

oo6 manieres. Le centre etant donne, il faut encore faire
tourner le corps autour de rayons issus du centre et compris
dansun certain plan. Or A, dont le centre est fixe, occupe
positions difierentes, et le plan °o2 positions difierentes, d'oü
«5 couronoides. Mais nous savons que de cette maniere le

meme couronoide est engendre ä oos exemplaires; ainsi, au

total, le nombre de tous les couronoides possibles monte ä

+ 5 2 __

(A suivre).
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