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GEOMETRIE DES CORPS SOLIDES

ET

GEOMETRIE IMAGINAIRE

PAB

C. CAIUER

(Suite x)

IX. Notion de Symetrie

Partageons en deux parties egales le mouvement de torsion
qui amene un corps A0 sur uu autre Ax, de telle maniere que si,
pendant la premiere moitie du mouvement, A0 vient en A', dans

la seconde moitie, A' vienne en At. Dans ces conditions, A' s'ap-
pelle le corps median des deux autres ; k leur tour ces derniers
sont dits symetriques l'un de l'autre, par rapport ä A'. II est
clair que si on connait un corps median et l'un des deux
symetriques, le second se deduit sans aucune ambiguite de ces don-

nees.

Au contraire, quand les positions seules des corps A0 et At sont
determinees, mais non pas le mouvement helico'idal particulier
qui a transforme l'un dans l'autre, le corps median possede deux

positions possibles; elles correspondent ä la parite du nombre k
employe dans la formule u -f- kiz qui represente la tötalite de

tons ces mouvements. Les deux corps medians obtenus en pre-
nant k pair ou impair sont evidemment orthogonaux, une rotation

de 180° autour deTaxe de la vrille A0 A1 amene l'un en
coincidence avec l'autre.

') Yoir Archives, t. XLII, p. 89.
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La notion de symetrie s'etend immediatement aux vrilles et

aux vrillo'ides. Par exemple, ayant projete le corps A0 en A' sur
le vrilloide, lesymetrique de A0 relativenient ä A soit A,, sera
aussi le symetrique du corps A0 par rapport au vrillo'ide.

Appliquons h ce cas la fonnule trigonometrique (2), en pre-
nant un corps quelconque A du vrilloide, les deux symetriques
A0 et A,, et le median A'. Nous avons ici II 90°: par suite

± cos AA0 cos A'A„ cos AA' (3)

et, de la meme maniere,

± cos AA, cos A'A, cos AA' cos A'Ä0 cos AA' (4)

Ainsi, les distances d'un corps quelconque appartenant au
vrilloide ä deux corps symetriquement places par rapport ä ce

vrilloide sont egales entre elles.

Reciproquement, le lieu des corps egalement distants de deux

corps quelconques A0 et A± est un vrilloide mene par le corps
median A! perpendiculairement ä la vrille A0 A1. Commeil y a deux

corps medians, il existe en realite deux vrillo'ides semblables.

En resume, la symetrie possede les meines proprietes par
rapport ä un plan reel, et par rapport au plan imaginaire qu est
le vrillo'ide. On doit toutefois remarquer que si on continue
d'appeler distance d'un corps h uu vrilloide 1'intervalle qui separe
le corps de sa projection, cette distance ne possede aucune
propriety de minimum, contrairement ä ce qui a lieu dans le reel.

La difference provient du fait que, dans la formule (3), la
variable AA' est complexe. II est clair qu'on peut toujours la
determiner de maniere que le premier membre de la formule
ait une valeur quelconque. Et ainsi, il existera toujours dans le

vrilloide (ou dans une vrille quelconque) un corps dont 1'intervalle

avec A0 soit arbitraire, par exemple un corps tel que l'in-
variant cos AA0 prenne la valeur ± 1.

Cette valeur singuliere ne signifie pas du tout que A coincide

avec A0; ce serait contradictoire, puisque nous savons que A0

est, generalement parlant, exterieur au vrilloide. Elle veut dire

que les corps A et A0 sont symetriques d'un meme corps par
rapport k deux droites paralleles; quel que soit A0, le vrillo'ide con-
tient toujours des corps A qui participent ä ce caractere excep-
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tionnel, ils sont tous ä une distance constante de la projection
de A0 sur le vrillo'ide (1).

A l'egard du Systeme compose de deux vrilles quelconques,
U et U', nous savons qu'il determine deux autres vrilles,
conjuguees l'une de l'autre, qui sont les normales communes du

Systeme primitif. Si C et C' designent les extremites sur U et U'
•de l'une des normales, D et D' les extremites de l'autre, les

deux intervalles CG' et DD', qui separentdans chaque couple les

corps extremes, definissent ce qu'on peut appeler les distances

conjuguees des deux vrilles donnees. Ces distances conjuguees

caracterisent, en quelque maniere, la situation relative des deux

vrilles; ce sont les analogues de la distance et de l'angle de deux
droites en Geometrie reglee.

Sitot connues les distances conjuguees.il suffit de donner l'am-
plitude de deux mouvements qui conduisent C ou C' sur deux

•corps A ou A' appartenant respectivement ä chaque vrille, pour
que la distance de ces demiers soit elle-meme determinee; on

verra plus loin quelle est la loi de variation de cette distance
AA quand les corps A et A' decrivent chacun leur vrille parti-
culiere.

Les distances conjuguees d'un couple de vrilles peuvent etre
egales ä deux quantites complexes quelconques. Pour s'en con-
vaincre il suftirait de se reporter ä la figure 8 expliquee ci-des-

•sus h la page (109).
Mais la construction la plus simple resulte des formules (42)

et (49) que j'aurai ä developper plus tard. II s'ensuit, comme
on verra, que si, dans la figure 7, la distance des droites U et
U' est egale ä la quantite CC' — DD', tandis que Celle de

l'autre couple u, u' est egale ä la quantite CC' + DD', les

vrilles (U) et (U') engendrees par le corps mobile ont precise-
ment les valeurs CC' et DD' pour distances conjuguees.

L'une des vrilles (U) ou (U') peut etre donuee ä volonte,
l'autre admet alors so" determinations possibles. C'est le double

b En Geometrie euclidierme, les proprietes cle minimum se conservent
partiellement. On voit aisement que la rotation necessaire pour orienter
A0 pirallelement ä sa projection est plus petite que la rotation qui ren-
•drait le meme corps parallele ä un autre corps quelconque du vrillotde.
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des positions possibles d'une droite, quand sa distance ä une
autre droite possede une valeur donnee; on retrouve ici la

duplication caracteristique du passage du reel ä l'imaginaire.

X. Representations analytiques : solides, vrilloIdes
ET VRILLES

II s'agit de representer ces trois objets ä l'aide de coordonnees

qui en definissent la position relativement ä un Systeme de

reference determine. Un vrillo'ide pouvant toujours etre detini

par son pole, nous n'avons en fait ä resoudre que deux questions

essentiellement differentes.

Prenons le cas du corps solide, et supposons d'abord que le

corps qu'on veut reperer fasse partie d'une seule et meme vrille
dont l'axe v est dirige h la maniere d'un vecteur. Soit A0 un

corps de la ville, faisaut fonction d'origine.
Si u est l'amplitude du mouvement helico'idal qui amene A0

en coincidence avec un corps At appartenant ä notre vrille, les

coordonnees complexes de A, seront les deux suivantes

x0 cos u xl sin u

Elles changeraient de signe, si u augmentant d'un demi-tour,
on revenait au meme corps apres une rotation d'un tour entier.
Sauf le changement simultane de signes, les coordonnees d'un

corps de la vrille sont completement determinees; d'ailleurs
deux quantites quelconques x0 et xl determinent toujours un

corps et un seul, faisant partie de la vrille, pourvu qu'elles
verifient la condition

®02 + 1 •

Pour definir les coordonnees dans des cas moins particuliers,
nous n'avons qu'ä nous laisser guider par l'analogie. En
Geometrie riemannienne plane, le Systeme de reference est un

triangle dont les sommets sont conjugues deux ä deux. En
Stereometrie, c'est un tetraedre ä sommets conjugues. En
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Geometrie reglee enfin, c'est un triedre trirectangle, aux aretes
deux ä deux orthogonales.

Plaqons-nous tout de suite dans le cas de l'espace. L'analogue
du tetraedre ä sommets conjugues est evidemment forme par
un Systeme de quatre corps deux a deux orthogonaux; j'appelle
tetraedre fondamental un semblable Systeme.

II existe »1! tetraedres fondamentaux. Le premier corps P0

du tetraedre est arbitraire, c'est-ä-dire qu'il possede
positions. Le second corps P, devant etre orthogonal au premier,
est situe dans le vrillo'ide dout P0 occupe le pöle; P2 admet done
oo4 positions. Le troisieme et le quatrieme sommet appartien-
nent tous deux a la vrille conjuguee de celle qui joint P0 ä P2;
P2 depend ainsi de deux coustantes. Eufin, des que P0, P2, P2

sont places dans l'espace, Ps, qui est leur orthogonal commun,
est completement determine. Le nombre total des parametres
dont depend la construction du tetraedre fondamental est
6 -f 4 -j- 2 12.

Les quatre sommets du tetraedre jouent le mfime röle rela-
tivement au tetraedre. Toutefois. pour des motifs de precision,
nous emploierons uu autre mode de construction du Systeme de

reference, d'apparence dissymetrique, dans lequel le sommet P0

est distingue panni ses congeneres.
Le theoreme fondamental du paragraphe YIII nous apprend

que quand on fait chavirer P0 pour l'appliquer sur un des

trois autres sommets, les trois axes de ces renversements sont

orthogonaux deux ä deux, ou forment un triedre
trirectangle.

Au lieu d'un tetraedre fondamental, nous pouvons done tou-
jours adopter un Systeme de reference forme des deux objets
suivants : 1° un corps solide P0, que j'appellerai souvent le

corps initial, 2° un triedre trireetangle direct OX,, OX2, OX3

(hg. 13).

Repetons qu'en renversant P0, successivement, autour des

trois axes coordonnes, dans le sens direct, on retrouverait le

tetraedre fondamental. II est clair que le Systeme de repere,'
sous sa forme dissymetrique, possede egalement oc1! determinations

possibles, oo1 relatives au deplacement de P0, oo6 ä.

celui du triedre, independant du premier.
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Soient maintenant x un corps quelconque, D Taxe de la vrille
joignant ce corps au solide initial P0, u la grandeur de la
torsion qui amene P0 en coincidence avec x dans la vrille D. Desi-
gnons par L2, L3 les coordonnees du vecteur D, relatives
au triedre T des axes fixes f1). Alors, par rapport au Systeme

de reference defini ci-dessus, les coordonnees du solide x seront
donnees par les relations suivantes, de forme complexe,

x0 cos u xl Lj sin u 1

i
x2 L2 sin u x3 Ls sin u ; J

elles entrainent Pidentite

«O2 + ®12 + -I- «32 1 • (6)

Par la comparaison des formules (5) et (6), il est clair recipro-
quement qu'ä tout Systeme de quatre nombres xk verifiant la
relation (6), correspond un corps, etun seul, de l'espace. D'ail-
leurs, suivant le choix particulier de la quantite u, chaque corps
solide possede un double Systeme de coordonnees ± xk ; on

b Si le sens de D changeait, changerait de signe, w pareillement,
et ainsi les coordonnees xk resteraient les meines.
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prendra l'un des deux arbitrairement, ils sont equivalents. II j
a ici une difference avee les coordonnees d'un vecteurqui, elles,

sont entierement definies, meme en ce qui concerne le signe,

quand le vecteur et le triedre de reference le sont eux-memes.

Remarquons encore que si xs est constamment nulle, le
vecteur D appartient ä la recticongruence dont l'axe est OX3;
l'ensemble des positions decrites par le corps mobile x forme
alors un vrilloide. Ce vrilloide passe evidemment par les trois

corps P0, P,, P2, lesquels constituent un triangle arbitraire de

corps deux ä deux orthogonaux. Rapportes ä un semblable
Systeme de reference, les corps d'un meme vrilloide possedent
done trois coordonnees complexes x0, xk, x2, entre lesquelles
existe la relation identique

%02 + + x2'2 1 (7)

Ainsi, on descend de l'espace au vrilloide parle moyenmöme
qui, dans la Geometrie analytique ordinaire, fait passer de la
Stereometrie ä la Planimetrie.

Distance de deux solides. Soient x, y deux solides, xk et yk
leurs coordonnees complexes rapportees au Systeme de

reference (P0, T); je dis que la distance xy de ces corps est donnee

par la formule

cos xy x„y0 + x,«/, + x2y„ + x3ys{v) (8)

En eff'et, puisque

x0 cos u xk hk sin« (k 1, 2, 3)

et, avec des significations analogues,

i/o cos v yk sin v (k 1,2, 3)

la formule ci-dessus se transforme en

cos xy cos u cos v + (LjM, + L2M2 + L3M3) sin u sin v ;

e'est la meme que (1), puisque, suivant les preeeptes de la
Geometrie reglee,

cosß r— I,Vrj | L2M2 "fj.Af.i

b Cctte formule comporte, comme toujours, une incertitude dans le
signe du resultat.



184 GEOMETRIE DES CORPS SOLIDES

A titre de corollaire, on peut remarquer que les quatre coor-
donnees du solide x ont des significations semblables au regard
des quatre sommets du tetraedre fondamental. Si, en eftet, on

fait co'lncider y avec Pfc (Ar 0,1, 2, 3), toutes les coordonnees y
sont nulles, sauf yk qui vaut 1; et alors, d'apres la formule (8)

xk cos (jkPj) (b

Equations du vrüloide et de la vrille. Ces equations derivent,
comme une seconde consequence, de la formule (8); elles s'en

tirent de la meme maniere que l'equation du plan de la formule
analogue en Geometrie ponctuelle.

Designons par a le corps polaire du vrillo'ide et ecrivons qu'un
solide mobile x est constamment orthogonal ä a. C'est la
premiere definition du vrillo'ide, eile donne pour ce dernier l'equation

lineaire
a0x0 + a+ a2x2 + azxz 0

Faisons rencontrer deux vrilloldes (a) et (b), nous auron

pour les equations de la vrille qui est leur intersection,

aoxo + a\xi + a2x2 + a3x3 0

+ b1xl + b2x2 + bzx3 0

Mais ä la place de celles-ci, on emploiera le plus souvent la

representation parametrique, identique ä Celle de la droite.
Soient sur la vrille, x et y deux corps orthogonaux l'un ä

1'autre, lesquels, par suite, donnent lieu aux identites

K' 1. 2 v„ 1 2 x„y„ 0

Si X est un corps mobile dans la vrille, s la distance qui le

separe du premier des deux corps'precedents, nous aurons

X4 xk cos s + yk sin s (fc 0, 1, 2, 3) (9)

b On pourrait prendre cette formule pour la definition des xk Mais
ce moycn laisse subsister une ambiguite genante provenant de l'indeter-
mination des signes des cosinus. C'est l'intervention du Systeme de
reference, sous la forme dissymetrique, qui a permis d'eviter cette ambiguite;
en fait d'indetermination, il n'en reste qu'une seule, insignifiante, qui
resulte de la possibilite d'un changement simultane dans le signe des

quatre coordonnees
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En effet, les quatre coordonnees X vdrifient evidemment deux

dquatious lineaires independautes de s et analogues ä (8'); en

outre, les egalites

cos 8 £ xkXk sin s £ yk\ »

font ressortir la signification de s, conforme ä celle indiquee ä

l'instant.

Coordonnees plückeriennes. Toutefois la representation la plus
employee pour les vrilles est celle que fournissent les coordonnees

plückeriennes ; elles ne different des coordonnees plückeriennes

de la droite que parce qu'elles sont complexes et non
rSeiles.

Designons par x, y deux corps quelconques, qui ne sont pas
en general orthogonaux; soient xk, yk leurs coordonnees. Defi-
nissons six quantites complexes ('),

I sin (xy) x0y1 - xxy0 p sin (xy) x2ys - x3y2

m sin (xy) x0y2 - x2y0 q sin (xy) xayt - xxy3 (9')

n sin (xy) x0y3 - x3y0 r sin (xy) xxy2 — x2yx

Les six quantites, completement connues sauf un signe com-
mun qui reste arbitraire, ne changent pas si x et y se deplacent
dans la vrille; elles en sont les coordonnees plückeriennes. Entre
elles existent les deux identites fondamentales

l2 + m2 + n2 + p2 + q2 + r2 -- 1 (10)

Ip + mq + nr 0 (11)

Enfin tout corps x, appartenant ä la vrille (I... r), satisfait
les conditions

px0 nx2 — mx3 qx0 lx3 — nxx 1

(12)
rx'0 mx2 — lx$ \

lesquelles sont compatibles entre elles en vertu de la formule (11).

') Les notations les plus symetriques seraient l(n, l02 103 l23, l31, l12.
J'ecris I, m, n,p, q, r pour eviter les doubles indices.
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Prenons les equations parametriques de deux vrilles conju-
guees, sous la forme

Xt xk cos s 4- yk sin s Zk zk cos t + tk sin t

Chacun des quatre corps x, y, z, t est orthogonal aux trois
autres, on a done

et ainsi le determinant ] xyzt | est orthogonal. Les relations
connues entre les mineurs complementaires d'uu semblable

determinant, a savoir

®o2/l - XlVo 1:12 («2*3 - *2«s) ' • •

rapprochees des formules evidentes sin (xy) sin (zt) ± 1,

nous fournissent immediatement les relations entre les coor-
donnees plückerienues de deux vrilles coujuguees Y(i,.. .r) et

Y./)•
Appliquees aux deux vrilles V et V', les definitions (9') nous

donnent
1 ± p' m ± q' n ± r'

(13)
p ± l q ± m r ± n

Dans ces formules le double signe ± peut, sans inconvenient,
etre supprime partout.

Soient encore

u0x0 + u1xl + u2x2 + uzx2 0 |

r C4)
V0X0 + V\Xk + v2x2 + v3x3 — 0 J

les equations d'une vrille V. Quand le corps x se deplace dans

la vrille, les corps fixes u et v lui restent constamment ortho-

gonaux. Si done on forme une vrille avec les solides u et v,
celle-ci sera la conjuguee de la vrille V.

Reprenons les formules (9'), et la regle d'alternance ci-des-

sus pour les vrilles conjuguees; nous en deduisons immediate-
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ment les coordonnees plückeriennes de la vrille Y, dont les
deux equations figurent au n° (14); ce sont

Nous n'avons pu eviter de repeter ici, dans le domaine com-
plexe de la Geometrie des vrilles, des theoremes qui sont tres
connus dans le domaine reel de la Geometrie reglee. Je veux
terminer eette enumeration par un nouveau theoreme, sans
analogue dans la Geometrie reelle, et dont on trouvera la
demonstration un peu plus loin. Je tiens h signaler ä cette place
ce resultat tout k fait essentiel.

Nous savons comment une vrille est definie au point de vue
geometrique : on marque par deux vecteurs correspondants les

positions de l'axe de la vrille, dans l'espace en v, et dans le

corps en u (fig. 6). Supposons le Systeme de reference bien
determine. Le second des axes precedents sera done l'homo-
logue, dans le corps initial P0, de l'axe de la vrille decrite
autour de v. Le theoreme en question est alors le suivant.

Les coordonnees complexes des vecteurs v et u, relativement au
triedre de reference T, sont respectivement egales aux quantites,

L I + p M m + q N — n + r (15)

P I — p M m — 2 N m — r (15')

Par exemple, en Geometrie euclidienne, si L' est la projection
sur OXj d'un vecteur-unite porte sur v, et L" le moment de ce

meine vecteur autour de OXt, nous aurons I + p L'+ fL"»
et ainsi des autres grandeurs.

II est clair que les six quantites complexes L,... R peuvent
servil- de coordonnees plückeriennes a la place des quantites
primitives I,... r. L'emploi de cette seconde forme se recom-
mande souvent; entre ces nouvelles coordonnees de la vrille,
nous avons les relations

l sin (uv) u2v3 — usv2 p sin (uv) uavt — utv0

m sin (uv) u3vt — utvs q sin (uv) u0v2 — u2v0

n sin(wr) utv2 — u2vi r sin (uv) u0vs — usv0

L2 + M2 + N2 1

P" + Q" + R- 1

(16)

(16')
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qui remplacent les identites (10) et (11), soit £ (V + jP) 1,

2 lp 0, et sont remarquables par leur forme symetrique.

Et il va sans dire que tous les problemes resolus dans ce

paragrapbe en fonction des l,.. .r, pourraieut l'etre en fonction
des L,.. .R. Par exemple, nous aurons ä exprimer plus loin la
condition pour qu'un corps x soit contenu dans une vrille V.

Au lieu d'employer ä cet eilet les formules (12) qui resolvent
le probleme, nous les ecrirons sous la forme nouvelle

La-0 + Ma;3 — Nlr2 P-^o — Q®3 + R®2 >

— hx3 + M®0 Na, Pa:3 + Qx0 — Rtf, (17)

La:, — Ma:, + Na:0 — Pa;, + Qa:, + Ra:0

lesquelles, resolues par rapport aux quantites P, Q, R, repro-
duisent le type bien connu des formules de Rodrigues

P L(a:o:i+a:12—xf — x32)-\-2'M{x1x3+x0x3)-\'W{xix3 —x0x2),

Q=2L(a:,a:2—a;0a;3) + M(a:02+a:2:i —a:,2—a:32i + 2N'(a:2a:3+a:0a-1) (18)

R=2L(a:ia:3 + a:0a'2) + 2M(a:2a:3 — a:0a;1) + N(a:02+a:3s—a:,2 — x2-)

XI. Changement du Systeme de Repere

Le tetraedre de reference Pfc est forme de quatre corps orthö-

gonaux choisis ä volonte. Qu'arrive-t-il, ä l'egard des coordon-

nees d'un corps fixe de l'espace, si on substitue un autre
tetraedre fondamental ä la place du premier

II existe en tout =o12 tetraedres fondamentaux. Chacun peut
se presenter sous l'apparence dissymetrique d'un corps initial P0

associe ä un triedre d'axes coordonnes T. Les °o" systemes se

deduisent de Pun d'eux en deplaqaut dans l'espace, indepen-
damment l'un de l'autre, le corps initial P0 et le triedre T.
Parmi les mouvements ainsi consideres ceux qui conservent la
situation relative du triedre et du solide initial sont l'exception;
leur nombre est seulement oof. les tetraedres correspondauts
different entre eux par la position, mais uon dans leur configuration

intrinseque. Nous aurons bientöt ä considerer ce cas

particulier.
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Prenons la question dans toute sa generality. Soient done,

relativement au premier Systeme (P0, T), xk et yk les coordonnees

de deux corps x, y; soient encore xk, yk les coordonnees
des memes corps rapportes ä un second Systeme de reference
(Po', T').

La distance des deux corps ne depend pas des reperes, il faut
done que

H x'ky[;

l'ambiguite du signe s'explique comme toujours. Mais si on
convient que les coordonnees d'un corps doivent varier de

maniere continue quand le Systeme de reference se deplace
lui-meme d'une maniere continue, le signe ambigu ± ne peut
pas changer brusquement, il restera done constamment egal ä

sa valeur initiale soit + (').
Ayant ainsi

I - I x[y'k,

et par suite
Y"t 2

1 1 ** '

on voit que la relation cherchee entre les anciennes et les nou-
velles coordonnees est de la forme lineaire

®s'=«t®a:o+ana:i + <lH®>+aMa:» • 0,1,2,3) (19)

Cette transformation est orthogonale; ä cause des proprietes
de continuite, eile doit etre directe, par suite | | 1. De

plus, si on considere les akh (h — 0, 1, 2, 3) comme les
coordonnees d'un corps fixe, par rapport ä l'ancien Systeme de

repere, ce corps est Pfc', et l'on a akh cos (Pft P/£').

1 II est clair que si le Systeme (P0, T) execute un mouvement cyclique
en reprenant ä la fin la position qu'il avait au depart, rien n'empeche
que les coordonnees xk n'aient change de signe. II en sera alors de meme

pour les coordonnees yk d'un autre corps quelconque. Cette remarque
permet de classer les mouvements cycliques du systeme (P0, T) sous
deux especes.

Les considerations ci-dessus se rapportent ä ce que j'ai appele le
signe ou le sens d'un corps. Arch., t. XV, p. 385.
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En un mot, la seule chose qui difterencie notre transformation

(19) de celle qui determine le mouvement non-euclidien
dans l'espace spherique, c'est que, dans le dernier cas, les
coefficients de la formule (19) sont des quantites reelles au lieu
qu'ils sont generalement complexes dans la theorie actuelle. De
lä vient que le nomhre des parametres dont dependent mainte-
nant les a est double de ce qu'il est en Göometrie ponctuelle,
12 au lieu de 6.

Le mouvement ä 12 degres de liberte du Systeme de repere
peut evidemment se decomposer en deux mouvements distincts,
chacun ä six degres de liberte.

En effet, soit (P0, T) le premier Systeme de reference,
(P0', T le second. Marquons en P0" le corps qui occupe dans

le triedre T la meme position que P0' relativement au triedre T'
(fig. 14).

1° Deplaqons d'abord P0 en P0" en niaintenant fixe le triedre T.
2° Deplaqons ensuite le Systeme nouveau, c'est-b-dire l'en-

semble des deux corps (P„", T), mais sans changer leur situation
relative, jusqu'h ce que T vienne s'appliquer sur T', ce qui fait
aussi co'incider P0" avec P0'.

T

Tij
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Existe-t-il une vrille invariante, qui se presente de la meme
maniere relativement au uouveauet ä l'ancien Systeme dereference?

Impossible d'en douter d'apres l'ensenible des analogies
entre les droites et les vrilles. L'existence des vrilles invariantes
ressort meine, de faqon lumineuse, de la decomposition du mou-
vement dans les deux parties dont il vient d'etre question.

En effet, chacune des composantes est une torsion; pour
qu'une vrille soit invariante, il faut que ses axes, dans le corps
et dans l'espace, coincident respectivement avec les axes des

torsions dont il s'agit. Cette condition, qui est necessaire, est
aussi süffisante. On obtient de la sorte deux vrilles invariantes,
elles sont conjuguees l'une de l'autre. Pour les construire, il
faut transporter Taxe de la vrille P0P0", solidaire du corps, sur
l'axe cornmun aux deux triedres T et T', en superposant alter-
nativeineiit les deux extremites de ces deux axes.

Ici, coinme dans la Stereometrie riemannienne, les objets
invariants sont reels Fun et l'autre, tandis qu'en Geometrie ponc-
tuelle hyperbolique, l'une des droites invariantes seule est

reelle, l'autre est ideale. Comme toujours l'analogie s'etab'it
entre la Geometrie des corps solides et la Geometrie ponctuelle
de Riemanu.

Revenons aux deux mouvements decrits plus haut et rappe-
lons que si quatre variables xk subissent une transformation
orthogonale, les six determinants de Plücker associes ä ces

variables, ä savoir l, m, w, p, q, r, se transforment de leur cöte
de teile maniere que chacune des deux lignes

L Z + p M in + j N w + r,
P Z — p Q m — q R n — r

subisse egalement une substitution orthogonale ternaireO).
On peut presumer que ces deux substitutions correspondent

aux torsions composantes decrites tout ä l'heure. Pour le faire
voir, j'introduirai des maintenant les notations quaternion-
nienues; il serait facile d'ailleurs, mais trop long, de justifier h

') Yoir. par exemple, mon memoire Soc. de Phys. et d'histoire naturelle,

Geneve, t. 37, p. 74 et suivantes.



192 GEOMETRIE DES CORPS SOLIDES

cette place l'intervention dans la Geometrie des corps solides
de cet instrument analytique ä peu pres indispensable (1).

Rappeions done que, le triedre T etant bien determine, toute
torsion t, d'amplitude u, autour d'un axe dont les coordonnees
sont t2, t3, a pour representant le quaternion

t cos u + (i1t1 + i2t2 + i3t3) sin u

De meme, si le Systeme de reference est complete par l'adjonc-
tion au triedre T d'un corps initial P0, une torsion convenable
conduit ce corps initial sur n'importe quel autre corps (x) de

l'espace. Ainsi, les reperes etant donnes, le corps (x) sera
determine de position par le moyen d'un quaternion

x ic0 + »j«! + i2x2 + i3x3 (20)

dont les composantes sont justement egales aux coordonnees
definies ci-dessus (5).

Je rappeile en outre que si on execute dans l'ordre t, s deux
torsions quelconques, la torsion resultante, toujours rapportee
au triedre T, admet pour quaternion representatif le produit st.

Cela pose, cherchons d'abord comment se presente le
Probleme de la transformation des reperes quand on decompose le

mouvement subi par ces reperes de la maniere indiquee plus
haut.

Le triedre T servant toujours de Systeme de reference, desi-

gnons par s le quaternion representatif de la torsion par laquelle
T vieut s'appliquer sur T'; soit de meme t le quaternion
equivalent au mouvement de P0 en P0". Le mouvement helico'idal

par le moyen duquel P0 se transporte sur P0' est figure par un
troisieme quaternion egal ä st.

Si (x) designe le corps fixe de l'espace qu'on pretend rapporter

tantöt au premier, tantot au second Systeme de repere, les

anciennes coordonnees representent le mouvement de P0 en (x),

') Dans ma Note, la definition du Systeme de reference est insuffisante.
De lä, en plusieurs points de ce travail, des obscurites et des resultats
incomplets, ainsi pp. 382-385 et pp. 457-459. On me pardonnera done de

revenir en quelques mots sur le sujet.



ET GEOMETRIE IMAGINAIRE 193

estime ä l'aide du triedre T, les uouvelles representent le mou-
vement de P0' en (x), estime par le second triedre.

Mais le dernier mouvement, estime ä l'aide du triedre primi-
tif, correspond au quaternion xts{v); par rapport au triedre T',
ce quaternion devient

s(xts)s ou sxt

On a done en definitive entre les anciennes et nouvelles coor-
donnees, la relation quaternionnienne

x' sxt ; (21).

eile remplace les formules (19), dont eile donne l'expression la
plus condensee.

Revenous maintenant aux coordonnees pliickeriennes (I,.. .r)
de la vrille qui joint les deux corps (ay et (y), telles qu'elles sont
contenues dans les definitions (9').

Le calcul direct montre que, sauf le facteur de proportionality
sin (xy) qui y est contenu, les quantites

L Z + p, M m + q N » + r

sont respectivement egales aux coefficients de i±, it, ou t,, dans

le produit yx. De meme les quantites

P I — p Q m — q R w — r

sont les facteurs des meines lettres iJc dans le produit xy.
Or, daiis la substitution du nouveau Systeme de reference ä la

place de l'ancien, les produits precedents se transforment, le

premier suivaut la formule s(yx)s, le second suivant la formule
t(ccy)i, elles-memes contenues dans la transformation generale
(21) ä titre de cas particuliers. Voici les consequences de ce

double fait.
A l'egard du vecteur L, M, N, la modification qu'il subit

depend uniquement de s, c'est-ä-dire du deplacement du
triedre T, et point du tout du mouvement du corps initial P0.
C'est done un vecteur fixe de l'espace absolu.

') La barre qui surmonte un quaternion signifie qu'on en prend le
eonjugue en changeant i, en — i,, etc., sans toucher au scalaire i.

Archives, t. XLII. — Septembre 1916. U
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Pour reconnaftre que le dit vecteur coincide avecl'axe de la
vrille qui joint les corps (x) et (y), il suffit de prendre cet axe

pour celui des xt dans le triedre T, le corps initial P0 etant
choisi ä volonte parmi ceux qui forment la dite vrille. Les
definitions (9") pour les coordonnees plückerieunes donnent alors
immediatement

h l + p 1 M 0 N =- 0

ce sont justement les coordonnees de l'axe OXt.
Passons au second vecteur, ou P, Q, R. Laloi de sa transformation

ne depend que du quaternion t. Si done, prenant t 1,

on imprime aux deux reperes primitifs (P0, T) un mouvement
coramun quelconque qui n'en change pas la situation relative,
le vecteur demeure inaltere. Qu'on amene done, par un sem-
blable deplacement, le corps initial P0 en coincidence avec un
des corps de la vrille, on aura dans ce cas, comme on voit tout
de suite, p q r 0, soit encore

P L Q M, R N

Done le vecteur P, Q, R represente toujours, relativement
au triedre T, l'axe homologue, par rapport au corps P0, de

celui de la vrille engendree par le solide mobile.
En resume, ce qui precede contient la demonstration de la

propriete enoncee h la fin du paragraphe X, et justifie
Interpretation qui y est donnee pour les coordonnees plückeriennes

(L,.. .R) d'une vrille quelconque.

Je termine ce paragraphe par une remarque generale tou-
cbant la notion du mouvement.

II est clair qu'au lieu de maintenir en place le corps (x), et de

mouvoir librement le Systeme des reperes, en employant pour
le tetraedre fondamental un ensemble variable de corps concou-

rants, on aurait pu tout aussi bien laisser les reperes immobiles
et deplacer le corps. Les formules de transformation (19) ou

(21), font alors correspondre ä tout corps (x) de l'espace un
autre corps (x) du meme espace. La loi de cette correspon-
dance est manifeste.

Soient deux tetraedres fondamentaux S et S', lesquels, en
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general, ne sont pas superposables; soit C un corps quelconque.
Associons ä ce corps un nouveau corps C', tel que ses distances

aux quatre sommets de S, soient respectivement egales aux
distances qui separent C des quatre sommets de S'.

L'operation qui transforme C en C' definit, au sens propre
du terme, un mouvement complexe de l'espace ; on aura le

groupe des mouvements, en donnant au tetraedre S' toutes les

situations possibles, dont le nombre est <x>1!.

A maintes reprises nous avons dejä, Signale ces mouvements

complexes, en relevant par exemple le fait, desormais evident,

que la vrille ne possede pas de propriete invariante au regard
des «>l! mouvements complexes possibles. Elle ne peut avoir de

semblable propriete que relativement ä certains sous-groupes
du groupe general des mouvements; l'un de ces sous-groupes
est celui des mouvements reels, dont nous dirons deux mots

plus bas.

XII. Cas particuliers

D'apres l'ensemble des considerations qui precedent, il est
clair que la Geometrie des corps solides est un Systeme maximal

qui contient en soi, ä titre de simples cas particuliers, d'un
cote, la Geometrie reglee, de l'autre, la Geometrie ordinaire,
ponctuelle ou tangentielle. Envisagees de ce point de vue general,

les differences qui separent les diverses Geometries eucli-
diennes et non-euclidiennes cessent d'btre fondamentales : toute
Geometrie, quelle qu'en soit l'espece, rentre dans le cadre de

la Geometrie riemannienne des corps solides.

1" Cas (Espace regie). Prenons d'abord les corps solides

appartenant ä un seul et unique vrillo'ide. La Geometrie reglee
sera l'histoire de leurs relations mutuelles. Nous savons en effet
associer une droite determinee ä tout corps du vrillo'ide, et cette
correspondance est congruente, c'est-ä-dire qu'elle conserve les

distances.
Si le pöle du vrillo'ide sert de corps initial P0 pour le Systeme

de reference, x0 0 sera l'equation du vrillo'ide, et pour qu'un
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mouvement complexe transforme le vrillolde en lui-meme, il
faut qu'il laisse inalteree cette equation. Les formules gene-
rales de la transformation (19) se reduisent alors au type

xk + V. (* 1, 2, 3) (22)

Cette transformation ternaire est orthogonale, mais les
coefficients en sont generalement complexes. Geometriquement par-
laut, la transformation s'executera en laissant fixe le corps
initial P0, au pole du vrillolde, et en düplaqant ä volonte le
triedre T dans l'espace. Les six parametres que contiennent les

formules (22) correspondent aux six degres de liberte d'un
pareil mouvement.

Sous reserve du fait que les Clements de la Geometrie reglee
sont complexes et que les mouvements qu'executent ces

elements sont aussi complexes, la Geometrie reglee se reduit ä la
Planimetrie riemannienne. Ainsi, la droite imaginaire du plan
elliptique s'exteriorise dans le reel sous une double forme: eile

apparaft ä volonte sous l'aspect d'une vrille contenue dans un
vrilloide determine; ou encore sousceluid'unerecticongruence
contenant toutes les normales ä l'axe de la vrille precedente.

2"" Gas (Espace ponctuel). Prenons toujours comme Systeme
de reference un tetraedre fondamental Pfc (Je 0, 1, 2, 3), ou,
sous la forme dissymetrique, un corps initial P0 et un triedre T.

Si, par rapport ä ces reperes, un corps solide C possede 4

coordonnees reelles, c'est que ses distances aux quatre corps Pfc

sont egalement reelles. Dans ces conditions, le corps C rencontre

(l) les 4 sommets du tetraedre; c'est done l'un des corps
obtenus en faisant pirouetter P0 autour de l'origine du triedre
T. L'ensemble de ces °o3 corps definit done une stereocouronne

(2) ä centre fixe; l'espace ponctuel riemannien n'estque l'image
d'une semblable stereocouronne de corps solides.

') En Geometrie hyperbolique deux corps sont concourants quand la
torsion qui amene l'un sur l'autre se reduit soit ä une simple rotation,
soit ä un simple glissement. II est aise de montrer que si C rencontre les
4 corps Cj., les 4 torsions correspondantes sont necessairement des
rotations.

2) Voir ma Note, Archives, t. XLI, p. 93 et suivantes.
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Tout changement des reperes revient äechangerle tetraedre
Pfc contre un autre P' Pour qu'un corps solide, reel au regard
du premier tetraedre, le reste pour le second, il faut que les 4

sommets P'fc appartiennent, eux aussi, ä la stereocouronne.
On voit que le mouvement de l'espace ordinaire, ä six degres

de liberte, s'obtient par le moyen d'une double operation; eile
consiste ä faire tourner, independamment l'un de l'autre, le

corps initial P0 et le triedre T autour du centre de la stereocouronne.

Chacune de ces rotations est equivalente ä une certaine
transformation orthogonale reelle; ce sont les deux transformations

ainsi determinees que l'on rencontre, qnand on cherche,

comme nous l'avons fait ci-dessus ä l'occasion du probleme
des vrilles, ä definir l'influence du mouvement sur les coor-
donnees plückeriennes de la droite. La decomposition en deux

transformations orthogonales distinctes du sous-groupe adjoint
au groupe du mouvement reqoit ici une interpretation tres
claire.

Les corps contenus dans une stereocouronne determinee sont

imaginaires par rapport ä une autre stereocouronne. Malgre
cela, il est clair que toute stereocouronne ä centre peut servir
de representant h l'espace ponctuel elliptique; il existe autant
de ces images diflerentes qu'il y a de stereocouronnes ä centre,
ä savoir oo'.

Chacune de ces representations est eongruente, en ce sens que
la distance de deux corps de la stereocouronne, soit la moitie de

l'angle que l'un des corps doit decrire pour venir s'appliquer
sur l'autre, est egale ä la distance des points auxquels les corps
servent d'images. De lä les consequences suivautes.

Prenons deux corps de la stereocouronne; les elements reels
de la vrille qui les joint forment une coaronne; c'est done la
couronne qui correspond ä la droite joignant dans l'espace
ponctuel les points liguratifs de ces deux corps. De m6me,
les elements reels du vrillolde qui passe par trois corps donnes
de la stereocouronne dessinent, dans l'espace ponctuel, la figure
connue sous le nom de courono'ide. C'est done le courono'ide qui
est l'image, dans la Geometrie des corps solides, du plan de la
Geometrie ponctuelle. Et voila mise en evidence la cause qui
fait que les relations entre solides, couronnes et courono'ides,
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sont exactement les memes que Celles qui existent dans l'espace
ponetuel entre les points, les droites et les plans.

Le courono'ide s'obtient en renversant un corps fixe autour
de tous les axes issus d'un certain centre 0; c'est l'ensemble
des corps communs au vrilloide (P0), qui admet pour son pölele
corps initial, et ä une stereocouronne de centre 0. Voilä pour-
quoi la plauimetrie, contenue comme cas particulier dans la
Stereometrie, peut etre envisagee ä volonte comme la Geometrie
des corps d'un meine courono'ide, ou sous l'aspect de la Geometrie

des rayons issus d'uu meine centre fixe.

3m" Cas (Espace hyperbolique). Les diverses Geometries qui
viennent d'etre examinees ont toutes le caractere riemannien.
Mais, sans sortir du domaine de la Geometrie des corps solides,
il est aise d'y decouvrir une interpretation concrete des proprie-
tes de la Geometrie non-euclidienne hyperbolique. II suffit de

considerer, pour les etudier ä part dans leurs relations mutuel-
les, les ooä corps d'une stereocouronne ä plan fixe.

Choisissons pour ce plan celui des xL x„, et engeudrons la
stereocouronne en faisant tourner le corps initial P0 autour de

tous les axes qui sout contenus dans le plan. (Fig. 15.)
Si L designe l'un d'entre eux, et u l'amplitude de la rotation,

li

rifW

x
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les composantes et L2 sont reelles, taudis que L3 i L"s est

purement imaginaire. Apres la rotation, les coordonnees du

corps P0 sont deveuues

les trois premieres sout reelles, la quatrieme est purement
imaginaire. Entre les composantes reelles de ces diverses quantites
existe la relation

qui caracterise un plan dans l'espace hyperbolique. Done, ä

chaque.corps de la stereocouronne ä plan fixe correspond, d'une
maniere determinee, un plan de l'espace de Lobatchewsky.

D'apres sa construction, il est clair que la dite correspon-
dauce implique conservation des relations metriques, de sorte

que la distance de deux corps de la stereocouronne est egale d

1'angle des deux plans qui representent l'un et I'autre corps.
II est clair que la stereocouronne etant dounee, le Systeme de

reference admet oo6 positions. En effet, «=3 est le nombre de

positions du corps initial dans la stereocouronne; une fois ftxee
la situation de P0, le plan OXt, OX2 est detiui; c'est celui de la

stereocouronne, mais le Systeme d'axes peut etre encore eboisi,
dans le dit plan, de °cs manieres distinetes. Toutes ces varian-
tes dans la determination du Systeme de reference correspondent

aux mouvements de l'espace hyperbolique, qui sont aussi

sextuplement infinis.
En Geometrie euclidienne les seuls systemes de =o3 corps

deux ä deux concourants sont les deux stereocouronnes. Mais
dans la Geometrie hyperbolique-, il s'en rencontre de differeutes

especes. Par exemple, un de ces nouveaux systemes est celui qui
correspond par dualite ä la stereocouronne ä plan fixe. II est
forme de tous les corps obtenus en faisaut glisser un solide

determine, de toutes les manieres possibles, le long des droites
d'une meme gerbe. On reconnaltra facilement que ce sont les

corps appartenant ä une semblable stereocouronne qui
correspondent aux points de l'espace hyperbolique et peuvent leur
servir d'images.

So cos u

x2 £2 IV sin u

xt L/ sin«

x2 fV s'n M j

t 2 _|_ t 2 1 t 2 £2 1
ÄO Til T i! — fcä — I
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Et il ne serait pas plus difficile de definir de nouvelles especes
de stereocouronnes pouvaut servir ä representer les points d'un
espace non-euclidien, oü la forme fondamentale serait, par
exemple, la suivante:

X02 — X,2 — x22 + xs2

Je termiiie en rappelant que les resultats precedents ne
seraient pas sensiblement modifies si l'espace feuillete qui sert
de lieu ä nos corps solides etait du type euclidien, et non pas
hyperbolique. En adoptant cette hypothese, toute naturelle, on

trouverait, et de differentes manieres, dans la Geometrie eucli-
dienne des corps solides, un mode d'interpretation concrete

pour les diverses geometries non-euclidiennes.
Mais j'arreterai iei ces quelques observations sur une theorie

qui appellerait de longs developpements et sur laquelle j'aurai
peut-etre k revenir quelque jour en raison de son interet.

(A suivre).
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