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Stance du 6 decembre 1928.

R. Wavre. —Surles formales de Clairaut relatives ä la geodesie.

Considerons une masse fluide heterogene dont les differentes

particules s'attirent suivant la loi de Newton. Supposons que
l'equilibre relatif soit realise et que cette masse que nous

appellerons une planete tourne avec une vitesse angulaire 01

autour de son axe polaire. Ses surfaces d'egale densite seront
definies par un parametre t, elles doivent avoir un meme plan
equatorial de symetrie et elles seront supposees de revolution.
Nous designerons par p (t) la densite, par g (t) la pesanteur sur
l'axe polaire. Soit encore a(t) le rayon polaire, b(t) le rayon
equatorial, cp (t) la courbure moyenne sur l'axe polaire, cE (t) la

courbure moyenne dans le plan equatorial, de la surface t.

D'une relation (formule 4) donnee dans la seance du 16 fevrier
1928 1 que je ne reproduis pas ici, on deduit tres aisement la
suivante ou i designe la constante de la gravitation universelle

et oil les accents representent des derivees par rapport ä t:

a" b"

i-ip(t) — 2(0! — CTa + 17 (1.)

~ b'1 — a'2

relation rigoureuse et generale s'appliquant k toute figure d'equi-
libre. Elle lie comme on le voit, les variations des rayons a et b,

les courbures moyennes cE et cp ä la densite et ä la pesanteur.
Le second membre comme le premier est ä calculer sur la
surface t.

Considerons, maintenant, le cas special tres important pour
la pratique, oil s'est place Clairaut. Celui d'une vitesse angulaire
tres faible et d'une stratification en ellipsoldes tres peu aplatis.
Posons s b — a (difference des axes), puis faisons a t, ce

qui ne restreint nullement la valeur des deductions suivantes;
cela donne:

a' I a" 0 b 1 + s (f) // 1 + s' b" s"

1 C. R. des seances Soc. phys., Vol. 45, n° 1, page 39 (1928).
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Puis cherchons, en premiere approximation, les valeurs des

deux membres de l'equation (1). Prenons d'abord le second.

En negligeant les termes du second ordre en f, f", vis-ä-vis
de ceux du premier ordre, on trouve tout d'abord

'--1 -.-K'-'i
et l'equation (1) devient a cet ordre d'approximation

ini p(t) — 2to2 I 2 £ '1 s"

g(t) t t* £' 2 £'
(2)

Le second membre, on le voit, ne depend que des rapports
£ £"

et —. Lorsque « et f tendent vers 0 ce membre ne tend pas

vers zero. Calculons, ensuite, le premier membre approxima-
tivement. On le fera dans l'hypothese d'une stratification
spherique tres voisine de celle que l'on envisage, cela ne presente

pas de difficulte et l'on trouve la valeur

2w2 — kr.i p(i) 3 D'
0)g(t) t D

oü D (t) est la densite moyenne de la matiere interieure ä la
surface t. En rapprochant (2) et (3) on obtient

(4)
2 D' _

2 £ Is"
7 T D ""z5?" -I E7

et en introduisant l'aplatissement e de la surface t

£ b — a
t a

on trouve apres un calcul tout elementaire la relation

e" IJ + 2 e'D' + j eD' + ye'D 0 (5)

C'est Vequation de Clairaut qui est ä la base de la geodesie. Elle
lie l'aplatissement e des couches d'egale densite ä la densite

moyenne ä l'interieur de chacune d'elles.
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L'equation de Clairaut (5) n'est valable que pour une
stratification quasi spherique, tandis que la relation (1) est valable
quelles que soient la stratification et la vitesse angulaire.
L'equation (1) de la presente note et l'equation (4) de notre
note du 16 fevrier 1928 sont done des extensions de l'equation

de Clairaut rigoureuses et generates.
On voit que notre methode n'exige ä aucun instant l'emploi

des fonctions spheriques dont l'usage est constant chez Laplace
et Poincare et dans les ouvrages de geodesie superieure tels

que ceux de Helmert ou de Tisserand.
La methode retracee dans cette note et dans les precedentes

nous parait etre la plus simple, et la plus satisfaisante, car on

ne fait une approximation qu'en dernier lieu sur des formules
d'ailleurs nouvelles et surtout rigoureuses. Cherchons mainte-
nant une relation entre l'aplatissement et la vitesse angulaire.

Pour cela remplajons le cp de tout ä l'heure par cp, e'est
done la courbure moyenne sur l'axe polaire de la surface de

densite p; soit cD la courbure moyenne sur le meme axe et au

meme point de la surface U constante, U designant le

potentiel du champ de Newton.
Par une transformation indiquee dans une note intitulee

Sur une formule utile pour la geodesie (Seance du 17 novembre

1927, C. R., Vol. 44, n° 3, p. 162, formule 5),onpeut ecrire sur
l'axe polaire

Jf + cio — 2(1)2 (6)

et

suivant qu'on se refere au champ de la pesanteur ou au champ
de Newton. En soustrayant membre ä membre ces deux equations

on trouve

O

relation vraie en tout point de l'axe polaire. Cette relation est

encore vraie en dehors de la masse, c0 designe alors la courbure
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moyenne des surfaces äquipotentielles pour le champ de la

pesanteur.
Plagons-nous ensuite sur la surface libre Z 1 et affectons

de l'indice 1 tout ce qui s'y rapporte. La courbure cD varie entre
deux limites qui correspondent au cas d'une concentration de

toute la masse au centre, d'une part, et ä une repartition
homogene, d'autre part. On trouve respectivement les deux

valeurs 2 et 2^1 — tandis que c„ 2(1 — 2ej).

On en deduit les inegalites suivantes

Ö g 2 g o g

qui constituent elles aussi un important theoreme de Clairaut.
Enfin, les surfaces d'ägale densitä etant de revolution les

surfaces äquipotentielles U constante le sont aussi et les

courbures moyennes cD et cp ont les valeurs

2 2
C? iL

Rjj et Rs däsignant les rayons de courbure des märidiennes des

surfaces en question.
La relation (6) s'äcrit done sous la forme expressive:

Enfin, on värifie aisäment qu'en remplagant les surfaces

d'ägale densitä par les surfaces d'ägale pression p, la formule (6)
demeure exacte sur 1'axe polaire pour toute rotation permanente.

On a done toujours dans ce dernier cas

w2 1 1

Rp ätant le rayon de courbure de la märidienne de la surface ä

p constant.
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