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On constate alors que, tandis que le glucose, retenu par la
membrane, occasionne une pression osmotique et provoque
un appel d'eau par osmose, Puree, qui peut diffuser, n'agit
pas de la meme fagon.

D'autre part, il est surprenant de constater que le passage
de l'eau sous l'effet de la pression hydrostatique et celui du ä la
pression osmotique ne sont nullement comparables. Pour expli-
quer ce phenomene, on devrait peut-etre envisager que la
membrane presente en quelque sorte des fuites, c'est-ä-dire

qu'une partie seulement des pores seraient devenus

semipermeables, tandis que les autres laisseraient ecouler la solution.

Jean Piaget. — Le role de la tautologie dans la composition
additive des classes et des ensembles.

On sait qu'une classe (ou qu'un ensemble) reunie ä elle-meme
donne la meme classe A + A A, l'algebre des classes ignorant

l'iteration A + A 2A. Nous nous proposons ici de

chercher ä quelles conditions on peut composer un Systeme
de classes emboitees en conciliant cette tautologie avec les

operations algebriques generales 1.

Hypotheses. — Soient A, A', B, B', des classes d'objets in-
dividuels. A equivaut ä + A dans le sens tres general de

«je pose A». Nous conferons un sens ä —A: «je me prive
de A ». Nous ecrirons provisoirement A + A 2A dans le

sens de «j'execute deux fois Paction de poser A »; et — A — A
—2A: «j'execute deux fois Paction de me priver de A ».

Puis nous ecrivons des equations initiales (de definition):

B A + A' ; C B + B' ; D C + C ; ;

Z Y + Y' ; (0)

Operations I. — Ces equations peuvent d'abord se preter
aux operations algebriques generales telles que l'addition

1 Nous tenons ä remercier notre collegue et ami R. Wavre pour
ses indications qui nous ont ete precieuses.
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membre ä membre, le changement de signe — B — A — A';
le passage d'un terme dans l'autre membre avec changement
de signe et la substitution d'un terme ä d'autres de valeur
egale (par exemple B est substituable ä A + A' et reciproque-
ment; A est substituable a B—A' et reciproquement, etc).
Aux equations (0) on peut toujours joindre les identites:

A A et A — A 0 (0')

Alors toute l'equation deduite par les precedes I des equations

(0) et (0') sera vraie algebriquement. Exemples:

B + D — A + A' — Y + Y' B' + + Z — Y + (1)

et aussi:
B + 2A 3G + — Y + (2)

La lecture dans le sens logique n'est pas immediate ä cause
de 2A; 3G; etc... Nous introduisons alors les operations sui-

vantes:

Operations II. — Ce sont la tautologie A + A A done
2A A et la resorption B + A B. La signification en est:
« Une deuxieme operation de poser A n'ajoute rien ä la
premiere » et « Si B contient dejä A, Taction de poser encore A
n'ajoute rien ä celle de poser B ».

Mais les operations II ne peuvent etre appliquees indifferem-
ment ä des termes isoles des equations (1) et (2) sans donner
lieu ä des absurdites algebriques et ä des contradictions
logiques:

(a) Exemple: B — A + A A' + A donnerait B — A
A -f A' ou A' A' + A, e'est-a-dire A' B, ce qui est

absurde.

II s'agit done de preciser ä quelles conditions les operations II
sont compatibles avec les operations I.

Definition. — Nous appellerons «suite homogene» toute
suite (de type 1 et 2) composee uniquement d'equations (0)
et (0').
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Theoreme I. — (a) Les suites homogenes (de signes quel-
conques) admettent la resorption logique et son cas limite la
tautologie (operations II) aussi bien que les operations I, et
cela quel que soit 1'ordre dans lequel on les effectue les unes

par rapport aux autres, pourvu que chaque resorption porte,
non pas sur un terme isole, mais sur une equation (0) ou (0'),
c'est-ä-dire pourvu que les termes resorbes soient chaque fois
de valeur äquivalente dans les deux membres de la suite.

(b) Les equations (1) et (2) perdent alors leur sens algebrique
general et acquierent une verite logique simple.

a) En effet, les elements figurant dans le premier membre

figureront dans le second, car ils ont toujours ete introduits ou
retranches en meme temps, soit en ajoutant des equations (0)

ou en les retranchant, soit en faisant usage des identites (0'),
ou encore en transferant un terme dans l'autre membre, ce qui
revient ä aj outer ou ä enlever A aux deux membres. II en est
de meme dans la simplification A — A 0, ou l'on n'ajoute
ni ne retranche aucun element nouveau. Les elements peuvent
figurer plusieurs fois dans chaque membre de (1) et de (2), mais
ä chaque adjonction dans un membre correspond une adjonc-
tion de meme valeur dans l'autre (de meme pour chaque
retrenchement). Par consequent la classe totale des elements introduits

dans chaque membre est la meme. Les equations (1)

et (2) sont done logiquement exactes et se laisseront lire avec
la convention de la tautologie et de la resorption, mais ä la
condition suivante: il faut, et il suffit, que lors de chaque

resorption, les termes resorbes soient de valeur egale dans les

deux membres de l'equation.
En effet, puisqu'une suite homogene est composee unique-

ment d'equations (0) et (0') chaque terme de la suite correspond,

soit ä un terme de signe inverse dans le meme membre

(A — A) ou de meme signe dans l'autre membre (A A),
soit ä un terme complementaire et disjoint de meme signe

(A' pour A, dans le meme membre), avec lequel il compose un
terme superieur dans l'autre membre (A' + A B), ou de

signe contraire (+A' pour —A), dans l'autre membre, s'il
est lui-meme retranche du terme superieur (B — A A'). Par
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consequent la resorption d'un terme T (par exemple T B)
dans un membre de la suite conduira ä un resultat absurde, si

un ou plusieurs termes de meme valeur totale (par exemple B

ou A + A' ou C — B') ne sont pas eux aussi resorbes dans

l'autre membre, et cela toutes les fois que T peut par ailleurs
etre simplifie avec un autre terme, ou soustrait ä un terme
d'ordre superieur (dans le meme membre), ou encore lorsque
l'on peut soustraire ä T un terme d'ordre inferieur (par exemple
si T B et que — A ou — A' se trouvent dans le meme
membre). Par contre, si les resorptions sont chaque fois de

valeur egale dans les deux membres, elles ne peuvent conduire

a aucune contradiction: en effet, elles equivalent alors alge-

briquement ä une simplification portant sur les deux membres,
bien que leur sens logique soit different, la simplification reve-
nant ä soustraire sans plus une equation d'ordre (0) ou (0')
(par exemple B B), et la resorption ä la negliger et cela

parce qu'elle a dejä ete ecrite sous la meme forme (B B) ou

sous une forme plus forte (par exemple C C).

b) est evident, puisque algebriquement on a (A A)
+ (A A) (2A 2A) tandis que logiquement on a

(A A) + (A A) (A A).

(ß) Exemple: (A + A' B) + (A A) (A' + A + A
B -j- A). Si l'on tautifie seulement les deux A du premier

membre, on a A' + A B + A. Si l'on simplifie alors, on a

A' B, qui est absurde. Par contre, si l'on tautifie A dans

chaque membre on a A' + A B comme si l'on simplifie
avant de tautifier.

Corollaire. — Les suites homogenes composees les unes

avec les autres par addition membre ä membre demeurent

homogenes.
En effet, si l'on applique les regies decoulant du theoreme I,

les produits ne contiendront jamais que des equations d'ordre (0)

et (0') et seront done homogenes.

Remarque. — Si l'on prefere resorber des termes isoles, on

peut remplacer l'enonce du theoreme I par 1'enonce suivant,
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qui lui est entierement equivalent. Theoreme /bis: 1° Les suites,

homogenes de meme signe (tous + ou tous —) admettent la
resorption et la tautologie ä condition que celles-ci soient

poussees au maximum avant ou apres toutes simplifications;
2° dans les suites homogenes de signes melanges, il suffit pour
eviter les contradictions d'effectuer au prealable toutes les

simplifications possibles dans un meme membre (par exemple
B — A simplifies en A' ou — B + A en — A'): le residu ainsi
obtenu peut alors etre soumis, mais au maximum, aux resorptions

avant ou apres les simplifications d'un membre ä 1'autre.

En effet: 1° la condition de resorption maximum equivaut
ä la condition enoncee par le theoreme I de l'egalite de valeur
des termes ä resorber dans les deux membres, puisque la valeur
totale des termes ä resorber dans un membre equivaut neces-

sairement, en une suite homogene de memes signes, ä celle des

termes ä resorber dans l'autre membre Quant ä la condition
d'ordre qui prescrit d'effectuer ces resorptions maximum avant
ou apres toutes simplifications, eile revient simplement ä eviter

que les resorptions soient arretees ä mi-chemin et par consequent

plus poussees dans un membre de la suite que dans

l'autre (voir exemple ß).

2° Dans les suites homogenes de signes melanges, la
simplification dans un meme membre s'impose au prealable, en vertu
de cette meme raison qu'il faut une resorption complete pour
aboutir ä l'egalite finale des valeurs resorbees dans les deux
membres: or, lorsque les signes sont melanges, deux termes qui
seraient ä resorber dans le meme membre (par exemple A + A)
ne le sont plus si le second seul a passe dans l'autre membre

en changeant de signe (— A).
L'enonce I his est done equivalent ä l'enonce I du theoreme

que nous venons de demontrer, mais il est moins clair parce
que la signification des conditions d'ordre qu'il requiert n'appa-
rait pas immediatement: or, eile revient precisement ä exiger
l'egalite de valeur des termes ä resorber dans les deux membres.

Definitions. — Passons maintenant aux « suites heterogenes ».

Nous appellerons «equation tautologique» une equation de
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forme A + A A ou A + B= B1. Une suite homogene
resulte done de l'addition membre ä membre d'equations non
tautologiques puisqu'elle est composee exclusivement d'equations

(0) et (0')- Nous appellerons «suite heterogene» une
suite resultant de l'addition membre ä membre d'equations
dont une au moins est tautologique.

Theoreme. II. — Les suites heterogenes ne peuvent pas tou-
jours etre reduites sans contradictions ni par resorptions ni par
simplifications tant qu'elles sont de signes contraires. Par
contre, les termes une fois changes de membre de facon ä

rendre les signes tous + ou tous —, il suffit de resorber au
maximum pour transformer de telles suites en suites homogenes.

En effet, les suites heterogenes comportent par definition
dans l'un des deux membres des termes qui ne flgurent
pas le meme nombre de fois dans 1'autre. Si 1'on simplifie
avant de tautifier, on isolera done des termes sans correspon-
dants, et il y aura contradiction a les composer ensuite (par
exemple A + A A donnerait A — 0 par simplification). Si,

d'autre part, en des suites heterogenes de signe contraire, on
resorbe avant de simplifier, on laisse aussi sans correspondants
des termes isoles, et cela pour la meme raison. Par exemple
(A A + A) + (A — A 0) (A + A — A A + A). (Si
l'on tautifie, on a A — A A, qui est absurde.) Par contre, en

uniformisant les signes, on obtient des suites dont les termes,
une fois resorbes au maximum, cessent d'etre tautologiques et
ne sont done plus formes que d'equations (0) et (0'), ce qui nous
ramene au cas du theoreme I.

Jean Piaget. — Le groupement additif des classes.

Les deux theoremes etablis dans la communication prece-
dente permettent de definir une notion qui nous parait utile
en logistique et dans ses applications ä la psychologie de la

pensee: celle de «groupement», qui constitue l'equivalent, sur

1 L'equation A + A A + A n'est pas tautologique en ce

sens, puisqu'elle resulte de l'addition de deux equations (0') de
forme A A.


	Le rôle de la tautologie dans la composition additive des classes et des ensembles

