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1945 Vol. 27 Novembre-Düeembre

SUR LA MECAN1QUE ONDULATOIRE

DES CORPUSCULES ELEMENTAIRES

pa:i

Kernard KWAL 1

(fin)

Resume.

Nous etendons le principe fondamental de la mecanique
ondulatoire relativiste a toutes les grandeurs physiques, ce qui
nous permet d'aborder l'etude des equations d'onde associees

au moment de la quantite de mouvement.
Nous formons tout d'abord les equations primaires pour le

corpuscule de spin y2, nous passons ensuite au cas du spin 1

et du spin 3/2. Nous ecrivons les equations composees pour le

spin y2 dans le cas general et les equations primaires et composees

pour le corpuscule de Dirac. Nous terminons par les

equations composees pour le corpuscule de spin 1.

7. LE PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA MECANIQUE ONDULATOIRE

RELATIVISTE ET LES EQUATIONS D'ONDE ASSOCIEES AU MOMENT

DE LA QUANTITE DE MOUVEMENT.

7.0. Le theoreme fondamental de la mecanique ondulatoire
relativiste s'exprime de la maniere suivante:

«Les equations primaires, qui definissent les etats possibles
du corpuscule de spin y2, s'etablissent en rempla^ant par les
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212 SUR LA MECANIQUE ONDULATOIRE

Operateurs —h ~öh + — Ak et h 2, + eV les composantes ph

Wet — du quadrivecteur quantite de mouvement-energie, dans

la formule de transformation relativiste, reliant ä la valeur de

ce quadrivecteur dans le referentiel de Fobservateur, la valeur

que possede ce qüadrivecteur dans un des referentiell
possibles du corpuscule. »

En plagant Fobservateur dans le Systeme propre du

corpuscule, la methode de composition nous fournit les equations
de Dirac et les equations valables pour les corpuscules massifs

de spin quelconque. En plagant Fobservateur dans un referentiel

galileen arbitraire, on aboutit aux equations qui sont

applicables egalement aux corpuscules limites, se mouvant
avec la vitesse de la lumiere.

Le principe, tel qu'il se trouve exprime plus haut, met en
vedette le quadrivecteur-quantite de mouvement-energie. II
est susceptible d'une extension ä toutes les grandeurs physiques,
associees au corpuscule, en lui donnant l'enonce suivant:

« Les equations primaires qui definissent les etats propres
d'une grandeur physique, associee au corpuscule de spin %,
s'obtiennent, en remplagant judicieusement par les Operateurs
quantiques, les expressions non quantiques correspondantes,
dans les formules de transformation relativiste, reliant la
valeur que possede la grandeur physique en question dans un
des referentiels possibles, ä la valeur qu'elle possede dans un
referentiel galileen arbitraire. »

7.1. Les equations dConde associees au moment de la quantite
de mouvement du corpuscule de spin y2.

Illustrons le principe fondamental par un exemple precis,
celui du moment de la quantite de mouvement. Considerons
deux matrices, la matrice X

X, — IX„

xx

X.
(xx ct) (7.1
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et la matrice P P2 P_1

213

P

w j_T + p* (Pi + iPa)

w
(Pi — ip2) — — Pz

(7.16)

X et P obeissent aux transformations de Lorentz

X +-1X'V> ' P=$*~1P'<)<. (7.1c)

II en resulte, pour l'expression M XP, la transformation

M ^r1 M' 4< • (7.1 d)

En posant

nous avons

M0 + M43 + iM12

M
Mx M2

(7.1c)

M2 — M31 M41 i(M23 + M42)

— (M31 + M41) + i(M42—M23) M4 M0 — M43—iM12

W
xt- x3p3 — x3p3 — »1P1 M ih=xipk — xkpi (1,6=1,2,3,4)

Nous allons quantifier l'equation (d) en l'ecrivant tout
d'abord comme suit:

M'<Jj=>)jM (7.1 d')

et en posant ensuite:

h / W h
Ph ~ Tdk > Pt=~r Tdt' (7-1 g)

ce qui nous conduit ä «l'equation d'ondes primaire, associee

ä l'operateur moment de la quantite de mouvement, relatif au

corpuscule de spin y2 »:

M^ i/h^ M (M0 ^ + M* i/h |>aS M0 + ^M/]) j _
M XA (M* Xa;D«P M0 D~
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En explicitant cette equation, il vient:

+ M2i>2 i/M+lMl + +3M3) 1

M3^ + M4^2 i/Ä(+2Ml + <hM3>

M1 (Jj3 + M2 <ji4 ijh (iK M2 + M4)

-M3+3 + i/Ä(+2M2 + ^4M4)

(7.1 i)

7.2. Les equations d'onde associees au moment de la quantite
de mouvement du corpuscule uniondulatoire de spin 1 et s/2.

Comme dans le cas des equations, associees au quadrivecteur
quantite de mouvement-energie, nous avons deux systemes

d'equations primaires pour le spin 1, quatre pour le spin s/2,

etc.

Spin 1.

Premier Systeme.

[1 X ijh <H1 X M] ou M\<\> i/h4>M\
[ (7.2 a)

[M X 1] iji i/h M x 1] ou M\ iji i/h M2 j

Nous allons ecrire egalement ces equations en notation
spinorielle:

Mn<h 81 82 4- M £l A 81 82 ilhiii £l 82 M 81 4- Jj 8i 82 M 1 -0 tai (X2 ^ ai tEi a2 / L^ai 32 £1 ^ ^ai a2 -M-oJ / ^
82 + M S2tL 81 i/h\i> 81 E2M 82 + <L 8i 82M„1 ^

0 Tai a2 a2 Yax £2 ' LYai a2 £2 ' Yax a2 °J /

Deuxieme Systeme.

[1 x —i/hi>[l x M*] ou M*\<l> j s-
/ ^

[M X l]<ji i/Ä41 [M X 1 ] ou M\i? i/h^Ml \ i
V' + V + ^^a,8«M0]

j g
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Spin s/2.

Premier Systeme.

M3/2 t> ijh 41 M3/2 A?3'2 if ijh t} M3/2 MSJ2 i/h <Ji MS3/s

(7.2 c)

M d, »1 «2 83
_|_ M «! 82

0 Yai <X2 *3 <*i y£I a2 «3

ijh\if 31 82 83 M 81 + A 81 82 83 M«1
' Lrai oc.2 ccg £1

1 Yai 0L2 «3 "J

M„ ib 81 82 83 + M £2 A 81 82 83
u T«i «2 0:3

1

a2 Yai £2 a» \ «
/ ^

ijh Ri 81 32 83 M 82 + i> 81 82 83 M„1 '

' LYa]_ «2 a3 £2
1 Y«i a2 a3 °J

M Jj 8x 82 83 I M E3 ^ 8x 82 83
0 Yai a2 a«

1 "as Yai <X2 £3

i/h R 81 82 33 M 83 + <L 81 82 83 M„1
' LYai «2 a3 £3

1 Yai ql2 «3 °J

Deuxieme Systeme.

M*3,2 if — i/h if M*3'2 M 2 •; i/h if M3'2 M3'2 ij» ijh if M3/a
X 1 2 2 3 3

(7.2 d)

- + <VW3M„]

^[^VV3 V3 + ^W3M«]
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Troisieme Systeme.

ijhi? M3'2 — i/h + M*3/a MSJ2^ i/htyM31*

(7-2c)

^5li8l3/\s8i
OßaV^o]

M ,i, si. Ya S3 1 M 32 [|j 8i • Y2 83 _
'

M0^OH ß2 0CS + V 22 «3 _

t/h Tib 81 £2 83 AT. Y2 I J. 81. Y2 83 iyrJ
' L^ai ß2 <*3 S2 ' ai 32 ^3

^VV' +

^[CVV3M£383 + ^«18l ßa Y'a3
83 M°1

Quatrieme Systeme.

M3'3 ^ i/h 4» M3''3 MSJ3 4» i/h<\>M3J'- M*3/3 <[1 — i/hii M*3/3

(7.2/)

71/ J, 81 82 Y3 I ]\J H J. 81 82 Y3 \
iWoVai a„ ß3 + 3«ai VEl a2 ß3 — 1

i/h[ii H 83Y3M 81 + 81 % Ys M01
' L*ai a2 33 si *1 ®2 33 Ü~1

M iL 81 82
• Ys -4- M 63 Jj Sl ®2 • Y3 ^ikZ»Vai oc2 ß3 + Ma, Yai E2 ß3 —

i/h\<l> 81 S2^Y3M 83 + 81 83äY3M0]' L'ai #2 £2 *ai 0C2 33 °J

- ^[^VV^3 + CW^o] /

7.3. Equations composees et mixtes composees.

Afln d'obtenir les equations composees, relatives au spin y2,

nous prendrons deux systemes simultanes d'equations primaires
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avec des fonctions d'onde et 2i> respectivement, et nous

poserons:

•Fi % + i»«|l1 + ^ + i^: Y5 ^3 - + 14,2 + l'2^2

<F2 % + Te — ^3 - " i2^ — — i242* i -> CO

Y3 ^2 + + + Y, % 4- i244 + + i24r

Y4 ^2 + Y, % 4" ^+4- - ;»<w*,
I

1

on obtient

[M0 + i (M\ ß2 + Ml ßl + M\ ßj) +

+ M\*\ + Ml4 + <4] lF

ilh[ßtM0 + i(M2<4 + Ml*l + MX) +

+ M\& + Mlßl + MlßJ]T

Or les Operateurs ß;n correspondent aux composantes du

tenseur antisymetrique gauche en trois derniers indices:

ßi ßi ßi
124- I A '

ßi et ßi — ßi

(7.3 c)

II s'ensuit que l'on peut ecrire les equations precedentes de

la maniere que voici:

[HW + ^(Mnmßnm\) + <an4]r
h/ienmk'*[V6M0ßn>m ^4 + i/t Mnmaft4 + Mi.ß^jT

ou, d'une maniere plus generale:

[V. M0 + i/t Mnm ß», + M\ «».] <F

M„ß„mftj3. + iU Mnmaftj. + Miftßn}n/]T ;

le tenseur £amkl — 0, si deux des nombres n, m, k, l sont egaux
et ± 1 suivant que ces nombres forment une permutation
paire ou impaire par rapport ä 1, 2, 3 et 4.
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7.4. Retour au corpuscule de spin y2 de Dirac.

Nous avons montre que les equations de Dirac sont des

equations composees de premier rang du corpuscule de spin y2,

dans le cas oil les equations primaires correspondent ä la
transformation de Lorentz entre le referentiel, oü le corpuscule est

au repos, et un referentiel possible. Ecrivons les equations de

Dirac sous la forme suivante:

Oq di +

0 0 10 ooo 0-100
0 0 0 1 0 0 0 i -1 0 0 0

> <*2 a310 0 0 -i 0 0 0 0 0 0 1

0 10 0 O-iOO 0 0 10

10 0 0

0 10 0

0 0 10
0 0 0 1

10 0 0

0-1 0 0

0 0-10
0 0 0 1

Quelle forme prendrons dans ce cas les equations d'onde
associees ä l'operateur du moment de la quantite de mouve-
ment Dans le Systeme propre nous avons:

M„ M„„ M. M4i — xim0c M0 Xi m0 c

(7.4 b)

L'equation primaire, associee au moment de la quantite de

mouvement, s'ecrira done:

M i/h m0cX$* avec

ou, en notation spinorielle:

(7.4 c)

i/hmocx^y (7Ac)
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En explicitant, nous avons:

[M0 -^43 + [~~(-^31 -1^4l) + ^ (-^23 ^42)] 4^2

,/J^C ^ __ ^ ^ + {xj

[-^31 + ^41 i (-^42 ^23)] 4*1 + \MÜ + Mi3 + iM121 4,2

[+ (Xi + x3) <jq — (xt — ix2) <})*]

Pour obtenir les equations composees, nous allons ecrire une
deuxieme equation primaire:

M i/h m0 c X 2tji*

et nous allons poser:

•<> ^ 4- i 2y

Ti ^ T, Vi '

i 2(]j

1% T3 V2

(7.4 d)

— i öi

II vient alors:

Ma iM,

-1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 i
0 -1 0 0 0 0 1 0 0 0 i 0

-f- 1M 31
0 0 1 0 0 1 0 0 0 - i 0 0

0 0 0 1 1 0 0 0 — i 0 0 0

+

M.

0 0 10
0 0 0 1

10 0 0

0 10 0

ma,

0 0 i 0

0 0 0

-iOOO
0-i 0 0

ma,

0-100
-1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 10

r

-10 0 0 0 £ 0 0 0 0 10
0 10 0 - i 0 0 0 0 0 0 -1
0 0 1 0

+ ix3 + ix2
0 0 0 £ 10 0 0

0 0 0 -1 0 0 -£ 0 0 1 0 0

+

0 0 -i 0

0 0 0 i
1 0 0 0

0 -i 0 0

ip
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Equations qui s'ecrivent d'une maniere condensee au moyen
des matrices de la theorie de Dirac:

[a4M0 + M4h tx.k + iMhl a4fei]Y im0c/h\_— ax4 +

ou, d'une maniere plus generale:

[a.- M0 + Mjk ak + i Mhl a.-hl~\ T im0 c/h [— a Xj + ixk a^-] T
(7 Ah)

a.jh et ajhl sont les operateurs-tenseurs ä deux indices (densite
de moment magnetique et electrique) et ä trois indices,

antisymetrique gauche (pseudo-quadrivecteur de spin).

7.5. Les equations d'onde associees au moment de la quantite
du mouvement du corpuscule de spin 1.

Nous aurons affaire ici ä deux fonctions de la forme 1<l'0[1äla2S2

2^ai8lct282 ^ deux fonctions de la forme 14'aiai^2ya et

2^Pl^ia2S2, et les equations seront representees par le Systeme
simultane suivant:

(TA 8)

<h Sl 82 + M £l(1)iL 81 82
« «(%i 0C2

1

^o(%V + V
^[(1W2V2 +

M„ (2)<li 81 82 + M £l (2)tb 81 82
0 Yoci 0C2

1

«i Yai a2

^[(2)+ai£la282 MElSl + ^V^»]
M. (2>ib 81 82 + M E2(2)IL 81 82

0 Yai QC2 <X2 Yai £2

W* +
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+ «OH,11»]

- i/h[^\ 8l£2T2ME2^ + (%8l\2M0]

Jfn(2)dÄ- 82 + M®1- • 82
U T Yx <*2

1

®1 Y Yl 0C2

_
+ m^jV1^82

Le present travail a ete effectue au cours de longues annees de
captivite en Allemagne. Je remercie vivement le Comite international
de la Croix-Rouge, ainsi que les hommes de conflance du Stalag IIA
{Neubrandenburg i. Meckl.), grace auxquels les parties successives de
ce memoire ont pu etre transmises en Suisse. Je tiens ä exprimer ega-
lement toute ma gratitude envers M. le professeur E. C. G. Stueckel-
berg, de l'Institut de physique de l'Universite de Geneve, qui, non
seulement a obtenu pour mon travail l'hospitalite des Archives des
Sciences physiques et naturelles, mais s'est charge, en outre, de la
täche ingrate de la correction des epreuves.

Paris, le 18 juin 1945.
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