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64 SEANCE DU 7 JUIN 1945

Edmond Arnous. — Etude de la slalistique attachee ä Fope-

rateur iJ/Sq ä Vaide de sa fonction caracteristique. — Note
transmise par R. Wavre.

En nous inspirant de la Mecanique ondulatoire, nous pou-
vons, pour un element donne X de l'espace de Hilbert E, atta-
cher une statistique ä tout Operateur lineaire et hermitien A.
La donnee d'une statistique etant äquivalente ä celle d'une

repartition de masses le long d'un axe Ox, nous pouvons, ou
bien nous donner la fonction de repartition F (x) (poids de

l'intervalle —oo ,x), ou bien la fonction caracteristique cp (t)

(transformee de Laplace-Stieltjes de F (a:)). La Mecanique
ondulatoire nous invite, ainsi que nous l'avons montre ailleurs1,
ä choisir la fonction caracteristique et ä poser:

CP(t) (X ei,A X) avec |] X || 1 (1)

Deux cas vont se presenter dans la suite: Celui d'une repartition

absolument continue. La densite de repartition / (x) est
alors reliee ä 9 (I) par la formule de Fourier:

T

/(*) i Jim f e-Ux9[t)dt (2)
—7T T-> 00 t'

—T

Celui d'une repartition totalement discontinue, distribute entre
les points d'abscisses entieres n. Le poids pn au point d'abs-
cisse n est alors relie ä 9 (t) par la formule:

71

Pn e~mtf(t)dt (3)

Nous allons montrer, en nous plagant dans la representation
fonctionnelle E^ de E, comment la fonction caracteristique (1)

permet d'etudier la statistique attachee ä 1'Operateur « quan-

1 C. R. Acad, des Sc. Paris, 1944, t. 218, p. 108. Voir aussi les
notes des 19 juin, 16 aoüt 1944, 12 et 19 mars 1945.
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tite de mouvement» i7>l~bq et de retrouver de fagon rapide les

resultats connus. X est maintenant une fonction de carre
sommable d'une variable q (ou de plusieurs); nous la suppo-
serons analytique. II faut distinguer deux cas: q varie de — co

ä + oo et q varie de a ä b (mettons de — tz k tz). Etudions le

premier. Calculons la fonction caracteristique.

-f- 00 -j- oo

<p(t) f Xe-WlXdq f X(q)X(q — t)dq (4)
— CO —CO

Designons par LX la transformee de Fourier-Laplace de X

+ co

LX =f e**X(q)dq
— 00

Calculons enfin LX LX et comparons k (2), il vient:

LX LX 2tif(x) (5)

Comme la densite de repartition de la variable q est XX,
nous pouvons enoncer ce resultat en disant: la statistique de

1

iö/äq au point X est la meme que celle de q au point LX.

Mais alors, pour comparer les deux statistiques, il suffit de

comparer les modules de X et LX, et ceci nous mene facilement
1

ä la relation d'Heisenberg qui relie les ecarts-tvpes cq ct2 > ^

Passons au deuxieme cas. L'integrale (4) est maintenant
prise entre — tl et tl et nous devons poser:

7T

LnX fein"X(q)dq (6)

Calculons LnX LnX et comparons k (3), il vient:

L^X LnX 2 Tzpn

Bien d'autres questions de ce genre peuvent etre etudiees ä

l'aide de la fonction caracteristique. C'est le cas de Celles qui,
en Mecanique ondulatoire, correspondent ä la theorie du centre
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de gravite d'un Systeme de points aq, yv zv xn, yn, zn 1. Ainsi
etudions l'operateur P i t>/7)xk. Introduisons les coordon-

nees xg, yg, zg du centre de gravite et les coordonnees £Ä, 7jfe,

Z,k autour du centre de gravite et calculons la fonction
caracteristique de P

9(f) ^ X X(..., xk — t, ...)dv

fx(-> + «B, ...)X(..., 5& + Xg-t, ...)dv

fxu, lh + xg, + xg, ...)dv

Par suite, la statistique de P est la meme que celle de iö/öa:

ou, dans le langage de la Mecanique ondulatoire, la quantite
de mouvement totale du Systeme est egale ä la quantite de

mouvement du centre de gravite. Etudions de meme l'operateur

«moment cinetique » Mz hhi(xk~bl~i)yk — y^jiX),)
dont la fonction caracteristique est:

J xeuyizXdv [* X X(..., eim'xk, eim*yk, em:*zh, dv

J X X xk cos t + yk sin t, — xk

sin t + yh cos t, zk, dv

Un calcul analogue au precedent montre alors que la
statistique de Mz est la meme que celle de

i(xgd/dyg — ygd/dxg) + i'Sft(^ö/ö-qk + ö/d^ft)

Ceci traduit le deuxieme theoreme de Koenig. On voit com-
bien la methode de la fonction caracteristique se revele souple
dans les applications.

(Cette note fait suite ä cinq notes communiquees par M. L.
de Broglie jusqu'en mars 1945 ä l'Academie des Sciences de

Paris et parues aux Comptes rendus de cette academie.)

1 Voir L. de Broglie, Mec. ond. des syst, de corpusc. Paris, 1939,
pp. 75 et 85.
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