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A PROPOS
DU THEOREME DE FERMAT

PAR

Max HOCHSTAETTER *

Resume. — L'essentiel de cet article est une demonstration du
Theoreme de Fermat pour l'exposant 5. La methode suivie n'est pas
nouvplle, mais eile semble ignoree et on sollicite äson sujet l'avis des
lecteurs.

Si le raisonnement parait rigoureux. on ne manquera pas de dire,
dans un prochain fascicule, oü et comment la demonstration a ete
retrouvee.

AVANT-PROPOS

Le theoreme de Fermat occupe dans l'histoire des mathema-

tiques une place singuliere. Bien qu'il soit en lui-meme denue

d'importance, il a suscite un vif interet parce qu'il n'etait pas
demontre. II a fait l'objet de tres nomhreuses publications et

un prix a meme ete fonde, en 1908, pour recompenser l'auteur
eventuel d'une demonstration generale.

L'enonce est simple: pour n > 2 l'equation xn + yn z11

ne pent etre satisfaite par trois nombres entiers differents de 0.

Est-il besoin de rappeler que pour n 2 l'equation admet une
infinite de solutions.

Par ex. x 3 y 4 z 5; x 5 y — 12 z — 13 etc.

Le theoreme a ete enonce par Fermat en 1637. II l'a note,
en latin, dans la marge d'un ouvrage de Bachet oil il etait
question de l'exposant 2. Et il a ajoute qu'il avait une demonstration,

mais qu'elle etait trop longue pour figurer dans la marge.

* Travail presente sur la proposition de M. Paul Rossier, membre
ordinaire de la Societe.
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Or la demonstration n'a pas ete retrouvee et bien des elforts
ont ete faits pour en etablir une, soit en s'inspirant des idees

de Ferniat lui-meme, soit en utilisant des theories plus modernes.

** *

Qui etait Fermat (1601-1665). Un professeur Un matlie-
maticien Non, un juriste, un magistrat.

On l'a baptise «le prince des amateurs » et son activite
mathematique s'est developpee dans plusieurs directions: le

calcul differentiel, les probabilites, enfm la theorie des nombres.

Contemporain de Descartes, aine de Pascal, de Newton, de

Leibnitz, il a fait figure de precurseur dans tons les domaines

qu'il a abordes.

Pour reprendre le mot d'un de ses biographes, Bell: «Fermat

a ete un mathematicien de premier rang, un homme d'une
honnetete sans defaut, et un arithmeticien qui n'a pas d'egal
dans l'histoire.»

*

La theorie des nombres ou arithmetique superieure est un
vaste domaine comprenant des sujets tres differents et dont la

plupart ne paraissent pas devoir donner lieu ä des applications.
II s'agit de mathematiques «pures» et de caractere «desinte-

resse ». Beaucoup de questions doivent etre traitees pour elles-

memes et il semble dilbcile. dans certains cas, d'etablir des

methodes generales.
Parmi les mathematiciens qui sc sont interesses au theoreme

de Fermat. ou aux problemes connexes, on peut citer, sans

pretendre etre eomplet:
Euler (1707-1783), auteur de demonstrations pour les expo-

sants 3 et 4.

Abel (1802-1829) et Legendre (1752-1834) qui ont donne

simultanement, en 1823, des formules interessantes.
Gauss (1777-1855), Cauchy (1789-1857), Kummer (1810-

1893), inventeur de nouveaux symboles, les nombres

«ideaux ».
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Plus pres de nous, Mirimanoff (1861-1945), professeur ä

Geneve, Hurwitz (1859-1919) et Fueter (1880-1950), professeurs
a Zurich, Maillet (1865-1938), un ingenieur franijais mort ä

Geneve.

Comme les voies du Seigneur, les cheminements de l'esprit
hurnain sont impenetrables. Si Kummer n'a pas demontre le

theoreme de Fermat, il a cree les nombres algebriques et renove
un domaine important des mathematiques superieures.

Plusieurs auteurs ont pressenti qu'on cherchait trop loin
ou trop haut, qu'on utilisait un marteau-pilon pour casser des

noix. Si Fermat a trouve une demonstration, celle-ci se fondait
sur les notions connues de son temps, sur Celles qu'il a utilisees
dans ses autres travaux et non sur les decouvertes posterieures
de Gauss ou de Kummer. Cettc idee, mise en lumiere notam-
ment par Legendre, devait encourager les chercheurs ä rester
dans le domaine reel. Quant ä la demonstration proposee ici,
eile est d'ordre elementaire et depasse ä peine le niveau de

l'enseignement secondaire.

CONSIDERATIONS GENERALES

On trouvera ci-dessous la demonstration pour l'exposant 5i
si eile ne souleve pas d'objections, eile pourra etre etendue ä

tous les nombres impairs et, ä leurs multiples pairs.

Quant aux puissances de deux, qui ne sont pas atteintes,
elles sont multiples de 4 et l'impossibilite a ete demontree par
Gauss.

On ne diminue pas la generality des demonstrations en consi-

derant x, y et z comme premiers entre eux deux ä deux. Si

ce n'etait pas le cas, deux des inconnues admettraient un facteur
commun / qui diviserait la troisieme. On pourrait simplifier
par /''.

Propriete invoquee

La seule notion ne relevant pas de l'algcbre elementaire est

celle de fraction continue.
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32
Rappeions que, par exemple, — peut s'ecrire

4 + -
1

1 + -
1 + i

1 4
Le developpement est limitc. Les nombres 4, 5, 4— et 4— sont

les reduites.
Retranchons ia troisieine de la quatrieme

^_1_64_63_J_
1 2 ~ 14 14 14

le numerateur de la difference est 1.

Retranchons la deuxieme de la troisieme

/
1 - _ — 1

*
2 ° 2

le numerateur de la difference est — 1.

La propriete est generale pour les reduites consecutives.

line reduite de rang pair moins une reduite de rang impair
donne une fraction dont le numerateur est 1 ; si une reduite de

rang impair est diminuee d'une reduite de rang pair, il reste

une fraction dont le numerateur est — 1.

CAS DE L'EXPOSANT 5

(d'apres Paulet, 1830)

-»•5 _|_ yh ——. -5

II s'agit de prouver que cette equation n'admet aucune
solution formee de trois nombres entiers differents de zero et

premiers entre eux, deux a deux.
On va raisonner « par l'absurde », c'est-ä-dire supposer qu'une
telle solution existe et prouver que cette hypothese conduit ä

une impossibilite.

Considerons le rapport ^ et imaginons qu'il est developpe

en fraction continue. Appelons ~ Favant-derniere reduite et

supposons que la derniere ~ est de rang pair
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s a bz — ax
x b bx

En vertu de la propriete rappelee ci-dessus, on a

bz — ax 1 (1)

d'oü en multipliant par y

byz — ayx y ou Bs — A.r y (2)

avec by —- B et ay A.
Elevons ä la cinquierne puissance les deux membres de (2)

;y5 B5 z5— A5 x5 plus termes divisibles par x et z inais
?/5 25 —- .r5, done

--- (B5 — 1) s5 — (A5 — 1) x> — plus termes divisibles par x et s.

B5 — 1 est divisible par x et A5 — 1 par z. Posons

B5 — 1 - {ix A6 — 1 as (3)

as — {ix - A5 — B5 — o5 ys — bs y5 (a5 — 65) y5

Ec-rivons to a la place de a5 — 65; az — ßx a«/5 ou en

remctlant z5 -- xb an lieu de yb

as — ß.r ---- co (s5 — Xs)

as — cos6 -- ßx — co.E6

s (a — cos4) x (ß — co.r4)

x et z etant premiers entre eux, les parentheses sont respective-
inent divisibles par x et par z d'oü

a — cos4 mx ß — cox4 mz

avec in entier

a — cos4 A mx ß co.r4 — mz (4)

* *

Formons maintenant deux quantites u et v delinies comme
suit

mx mz
u — CO -f- —r v — co A —rS4 X

niultiplions la premiere egalite par z5 et la deuxieme para;5, puis
soustravons

uz6 — e;r5 co (s6 — :r5) ou coy5
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Cette equation permet de formuler deux remarques.
D'abord, eile ne contient pas m; cette inconnue pent done

prendre riimporte quelle valeur entiere. Ensuite, si l'on fait
u. v — to, on retrouve l'equation z5 — xh — yh.

La suite de la demonstration montrera qu'on doit precise-
ment avoir u — v — «, ce qui implique m 0.

* *

On a aussi, d'apres la definition de u et v

uz* toG1 + »IX VX4 CO.E1 + »

mais en invoquant les formules (4)

ß VX*

fix — vxh

Rappeions les formules (3)

B5 — 1 ß.r A5 — 1 xg
B5 — 1 vx5 A5 — 1 -= HG5

(by)5 — 1 vxb (er;/)5 — 1 -= hg5

N'otons que v et u sunt positifs.

b° y5 — vx5 -= i n5 yb — uz5 l (.51

et si Ton remplace y5 par z5 — r5

ä5 (g5 — xh) — vx5 1 a5 (g5 — xh) — HG5 - 1 (Ii)
bb g5 — (A5 — t») x5 — t (ah - — u) g5 — a5 ,r5 - 1

ffMaintenant reduisons —5 en fraction continue et appelons p
-5

l'avant-derniere reduite; la derniere ^ etant supposee paire.

On aura comme au debut

b' g5 — a' x'° 1 (7)

Combinons les equations (6) et (7) pour etablir que u et v sont
des entiers



I.K THEOREME I)E EEKMAT 399

6' — 7 (bb — b') zb — (bb c — a') xb -- 0

z et x etant premiers entre eux, bb -f- v — a' est divisible par z5;

b5 -v — u' etant entier, v Test aussi et d'une maniere

analogue u entier. Nous avons deja remarque que ces nombres

sont positifs.
Rapprochons les deux equations (6)

bb zb — bb xb — vxb — ab zb — uzb — ab xb

(ab — bb) xb — vxb -- (ab — bb) zb — uzb

(co — v) xb — (co — u) z5

<0 V tzb CO U : txb

K — i' -- t (z5 — xb) tyb (8)

Si l'on se reporte au debut, on voit <pje z est plus grand

que a et d'apres (5)

u < J/5; de meine c < yb

Dans requation (8) on a done u et v positifs et inferieurs

a y5; leur difference ne peut atteindre y& et on a t — 0.

11 en resulte immsdiatement u — c =--- co. m — 0.

I.es equations (4) donnent a — wz4, ß — to.r4, puis (3)

B5 — 1 — ßx -- coxb A5 — 1 -- az — eoz5

tt5 z5 — zb — co.r5 zb A5 xb — xb — u>xb zä

B5 z5 — A5 xb — zb — xb yb

bb yb zb — ab yb x5 yb

bb z5 — ab xb — 1

equation incompatible avec

bz — ax 1 (1)

11 en resulte que l'hypothese initiale est inadmissible et que
requation :r5 -1- yb — z5 n'admet pas de solutions entieres non
nulles.

Remarques. — Pour etre complet, il faudrait examiner le

cas oil la derniere reduite est de rang impair. La demonstration,
ecrite pour l'exposant 5, s'etend ä tout exposant impair premier
ou non.
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CAS DE L'KXPOSANT 4

(d'apres Euler, 1738).

II s'agit de demontrer l'impossibilite de satisfaire, au moven
d'entiers non nuls, l'equation

•t4 ~r y* ~4 (l)

On commence par traiter

x« + y* u2 (2)

On sait que l'equation

.r

est satisfaite au moven des formules «indiennes »

x - 2ab y a1 — b2 z — a2 -- b2

a et b premiers entre eux, un des deux pair.
x, y et 2 sont alors premiers entre eux deux ä deux et

constituent une solution primitive de (3).

Nous allons utiliser plusieurs fois ces formules.

L'equation (2) pent s'ecrire

(x2)2 + (iy2)2 H2

Autrement dit, si (2) est possible, il existe un triangle
rectangle (triangle I) dont l'hypotenuse est u et les autres cötes

,r2 et y2; on pent done ecrire

u — a2 - b2 (4) y2 — a2 — b2 (5) x2 -- 2ab (6)

avec a pair et b impair (l'inverse ne conviendrait pas).
Mais, d'apres (5), il existe un nouveau triangle (II) ayant

a pour hypotenuse, y et b pour cotes de Tangle droit; on a done

a c2 + d2 (7) y -= c2 — d2 (8) b -- 2cd (9)

c et d premiers entre eux; un des deux pair.
Portons maintenant ces valeurs dans (4) et (6):

(4) devient

u (c2 — d2)2-r (-led)2 (10)
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(6) devient
x2 4 (c2 + rf2) cd (11)

Mettons cette derniere equation sous la forme

(I)2 (e2 + d*] cd

Les trois facteurs de droite etant premiers entre eux,
chacun d'eux est un carre.

On a done

c2 -f- d2 e2 c f2 d g2

et enfin
c2 -- /« + g* (12)

On peut done imaginer un dernier triangle ayant e pour
hypotenuse, /2 et g2 pour cotes de Tangle droit.

Comparons les hypotenuses de nos trois triangles

(I) u a2 + b2 (II)a c2 + d2 (III) e V«

elles vont en decroissant.

Notons que Tequation (12) a la meme forme que (2) mais

qu'elle est formee de nombres plus petits.
En resume, si Tequation (2) etait possible, il en resulterait

une equation (12). Celle-ci engendrerait une autre equation
avec des nombres plus petits et ainsi de suite, indefiniment. Or

les nombres x, y et u etant finis, cette production serait force-

ment limitee. C'est ici Tapplication de la methode de la descente

infinie, due ä Fermat.
Pour conclure, Tequation (2) est impossible et aussi Tequation

(1).

SOLUTIONS IRRATIONNELLES ET IMAGINAIRES

Si la demonstration de Paulet ne souleve pas d'objection,
le fameux theoreme est etabli dans sa generalite. Mais si

Tequation xv + yp zp n'admet aueune solution formee de

trois entiers non nuls, eile peut etre satisfaite par des valeurs
irrationnelles et par des valeurs imaginaires.
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Duarte a publie ä Geneve, en 1933, une brochure dont nous

extrayons quelques exemples:

9 + vry + ^
9 —yTy g3

2 + V1^3 ^ (2 —V=2\ (_ 1)S

1 + V- 3 V + l -l-V-3\4 (_ 1)4

1 + V-7V+ (1-V-7V (+1)4
2 \ 2

i + i — (—i)
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Observations meteorologiques faites ä l'Observatoire de Geneve

Pendant le mois de SEPTEMBRE 1959
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Observations meteorologiques faites ä l'Observatoire de Geneve

Pendant le mois d'OCTOBRE 1959
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