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et, apres avoir substitue le resultat (A)

dx''
__ Ai-Ai /ax' i r*i x'i _ — r*'' xk' +

sx'' r'k'x1'
iJ1 ~ Ai A>' \ dJ T r"^x ai* " ^ + r''2"* •

Done

D^Xi S + ^Xft-Sr"^ (B)

est un tenseur, ä savoir exaetement la derivee de Cartan du vecteur
X1 (z, x), car

r''< rl — ph Tl - rfe rl - ÖGfe

1u x ~ rnx — 1UX ~
1

avec l'expression Gf' —y',illxhxl de Cartan.

H. Leutwyler. — La solution statique a symetrie spherique en

theorie penladimensionnelle.

1. Generalites.

En theorie unitaire pentadimensionnelle, on suppose que l'espace

\'ä est muni d'une metrique riemannienne da2 a(iv dx^dx" (p., v

1, 2, 3, 4, 5; x^ et) oü satisfait ä l'hypothese de cylindricite
^5 °Vv °- Les grandeurs a^v ne dependant que des quatre premieres
variables, cet espace peut etre projete en quatre dimensions par les

relations suivantes:

*55 — U2

(1) *i5 ßU2 <Pi (i, ft 1,2, 3,4)
«ifc J gih — ß2 U2 9i 9h

9i designe le potentiel electromagnetique, gih la metrique quadri-
dimensionnelle,

ß [l6 77 G £0 c~4]* 1,9 10-27 Cb sec2 kg-1 in-2

Cette interpretation est la plus generale de ce type, si on exige

que gih se transforme comme tenseur de V4 et que cp; satisfasse ä

l'invariance de jauge lors des transformations conservant la cylin-
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dricite. L'invariant J est le seul arbitraire qui doive encore etre
fixe.

Comme equations du champ nous posons (a^J 0, R

designant le tenseur de Ricci forme ä l'aide des symboles de

Christoflei de la metrique a^. Nous effectuons les calculs en V5 sans
faire usage de Interpretation quadridimensionnelle. Avec J 1,

on trouve la theorie de Thiry [1], tandis que les equations de Jordan
en l'absence de l'electromagnetisme s'obtiennent en posant J U"-1.

a ± (1 —2 £/3)-,/s, x Ua, £ etant la constante arbitraire qui
apparait dans le principe variationnel pose par Jordan [2] et x
designant sa quinzieme variable. Si £ > 3/2, les equations de Jordan
ne peuvent etre obtenues qu'en partant d'une solution complexe
purement formelle des equations R 0.

En outre, le cas J U_1 doit etre exclu du Systeme de Jordan,

parce qu'il entrainerait £ — od- En l'absence de l'electromagnetisme,

les equations R 0 admettent la solution U const, qui
correspond ä la theorie de Klein-Kaluza dont les equations sont

identiques ä Celles de la theorie de la relativite generale. En
presence d'un champ electromagnetique, le Systeme R^ 0 n'admet

pas la solution U const, et on ne trouve pas exactement les equations

de la theorie « naive » obtenues en partant de la theorie U

const, de Klein-Kaluza.

2. Le champ metrique ä symetrie spherique eree par une masse neutre.

En ce cas, la metrique est orthogonale par rapport ä la cinquieme
coordonnee: ai5 0. La solution des equations R 0 qui s'obtient

par integration directe peut etre representee sous la forme

da2 — R2 \d X2 -r X2 — 1) (d02 + sin2 0 d <?2) j

-r S. (^1)" - T. |^).

Dans cette expression on a pose

E / 0£2 E _ 1. 0£2

i*=2±V C ' V-2;V C
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Par une transformation de l'echelle en x4 et en x5 les constantes S

et T peuvent etre eliminees. Done cette solution ne contient que
deux parametres, R > 0 et e. Si nous choisissons Interpretation
menant aux equations de Jordan, nous retrouvons les solutions de

Heckmann [2] correspondant ä £ < 3/2 en transformant la variable
X en une nouvelle variable /', telle que g22 — r2. La discussion de

ces solutions est reproduite en [2], aussi nous bornons-nous ä discuter
le cas J U"1, qui ne peut pas etre obtenu ä partir des equations
de Jordan.

Avec J U-1 on trouve:

R2 j)~°[ dX2 -f (X2 — 1) (d 02 + sin2 0 d <p2) |

- (m)"
oil 1'on a pose

3s 1 /] 372
a T ± 2 S/'-T

done — 1 :£ a + 1. Pour a —- +1 nous avons e 1, v 0,
done U const. Cette solution doit etre identique ä celle de Schwarzschild.

En effet il vient rlR X -f 1 et

(4) ds2 — (1 — 2 R/r)-1 dr2 — r2 (d02 + sin2 0d<p2)

+ (1 — 2 R/r) (dx*)2

Puisque R > 0 cette solution represente un champ de Schwarzschild

pour une masse positive, la constante d'integration R etant
liee ä la masse par R Gm/c2.

Pour a — 1 nous avons r/R X — 1,

(5) ds2 — (1 + 2 R/r)-1 dr2 — r2 (d%2 + sin2 0d<p2)

+ (1 + 2 R/r) (dx4)2

qui represente la solution de Schwarzschild pour une masse negative.
Entre ces deux valeurs de g il y a une Serie de solutions qui ne peut
itre discutee qu'ä partir des lois du mouvement valables pour des

particules d'epreuve. En premiere approximation, le champ metrique

ds2 —

(3)
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est pour toute valeur de a un champ de Schwarzschild. Si les equations
du mouvement etaient representees par des geodesiques de la metrique
quadridimensionnelle en l'absence d'un champ electromagnetique, le

calcul des trois efTets observables serait identique ä celui de la rela-
tivite generale.

3. La solution en presence d'un champ electromagnetique.

Dans le cas electrostatique nous avons 91 tp2 93 0 ^ 94-
11 semble difficile d'obtenir la solution du champ metrique en

presence d'un champ electromagnetique par integration directe.
Nous l'avons obtenue ä partir du champ neutre par la methode
suivante:

On cherche une solution statique cylindrique, c'est-ä-dire pour
laquelle d4a <>5«liv 0. Les composantes du tenseur metrique
sont done constantes dans les surfaces de coordonnees (x4. x5). A

partir d'une solution donnee, on obtient done une nouvelle solution
en soumettant l'espace ä une rotation, ä coefficients constants, du

Systeme de coordonnees dans la surface (x4, x5), representee par

(6) x' a\,x'1 + ayXb

xb a\,x''' + abo, xb'

0ü les coefficients a\, etc. ne dependent pas du lieu. La nouvelle

metrique a
' obtenue par une telle rotation ne dependra ni de x'1'

ni de xb' mais ne sera generalement plus orthogonale par rapport ä

la cinquieme coordonnee, tandis que l'orthogonalite de l'espace

quadridimensionnel est conservee. C'est done une solution de la forme

que nous cherchons. Le fait que les solutions obtenues par de telles

rotations representent la solution generale du probleme sera consideic

plus loin.
Sans restreindre la generalite nous posons S T 1 et 1.

a5&l — 1' — 0) ces conditions pouvant toujours etre reali-

sees par un choix convenable de l'echelle en x'1 et en xa et par une

transformation de jauge, qui se reduit ä une constante additive a

94. La transformation (6) doit done etre orthogonale par rapport ä

la metrique pseudo-euclidienne. Une telle transformation est
representee par a\, (1 — ab, ; a\, q (1 — q1)'* a\,
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II vient
(7)

all — ®11? a22 — ®22> ^33 — ^33

««' (l — q2)~l (ai4 + q2 a45)

ais' q (1 — ?2)-1 <a44 + a55)

«ss' (i — q2)-1 {q2 «44 + a5s)

Introduisant (2) dans (7) nous obtenons

avec — 1<?<+I,|e|^ —?=, R > 0.
V 3

Le coefficient de la rotation, q, represente la constante d'inte-
gration qui serait obtenue en integrant l'equation R45 0 qui
correspond ä l'equation de Laplace pour le potentiel ölectromagne-

tique I; q est done en relation avec la charge du champ.
Cette solution n'est pas la solution generale du probleme, bien

que le nombre des constantes d'integration oorresponde au nombre

qui serait obtenu par integration directe. II existe encore 3 types
de solutions, qui sont obtenues par des rotations ä coefficients

complexes appliquees ä la solution neutre pour | e j > 2/l/3. Ces solutions

peuvent etre representees

1° par

— | cos [yln (^—[)] - 2? Vl + q2 sin Jyln

(9) da2 —R2(^4) E{d^2 r (X2 — 1) (d 02 -j- sin2 0 d <j>2)} +

+ (r+i)2 [{cos [rln (bfi)\ ~29 Vl + 92 sin [yln (h=4)l}{dA1

oil 1'on a pose



554 SEANCE DU 1er DECEMBRE 1960

2° par
jUo

(10) da2 — { rfX2 + (X + X„)2 (d02 + sin2 0rfq>2) }

-r e A^'° I I cos 2q y/\ qt sin
1

[dx
Li X-j-Ao X+XqJ

2 (1 + 2 q2) sin ^-^-dx'dx*
x + x„

— Icos -*0 - 2<jr \/1 + ?2 sin
1

(dxb)2
[ X + X„ X t a, J

|)Our — x<X0< + co; — co < q < -f co

3° par

(11) da2 — R^arccotgX j rf>2 __ ^ + ^ (d02 sin2 0d?2) j
-f e-earccotgX 1jCQS ^ § arccotg x] — 2q \/1 + q2 sin [2 8 arccotg X] j (dx*)2

— 2 (1 + 2 q2) sin [2 8 arccotg XJrfx4^5

— | cos [2 8 arccotg X] + 2\/1 + q2 sin [2 8 arccotg X] ]• (rf.r5)2j

oü Ton a pose

\F^- pour 00 < E < -(- CO 00 < <7 < 00

Les quatre types (8), (9), (10), (11) representent la solution
generale du probleme. Ceci peut etre prouve par la methode suivante:
le Systeme d'equations R 0 consiste en 5 equations indepen-
dantes: (a) Ru 0, (b) R22 0, (c) R44 0, (d) R55 0 et (e) R45

0. Ces equations determinent les quatre fonetions ocn (r), a41 (r),

x55 (r) et a45 (r)\ a22 (r) Peut etre choisi arbitrairement, fixant le choix
de la variable x1. (a), (c), (d), (e) sont du deuxieme ordre et suffisent

en principe pour determiner la solution. L'equation (b), n'etant
qu'une restriction imposee aux solutions de (a), (c), (d), (e), est

surabondante. Si nous developpons les quatre fonctions par rapport
ä 1 jr, les deux premiers coefficients des developpements peuvent
etre donnes arbitrairement, les autres etant alors determines ä l'aide
des equations differentielles (a), (c), (d), (e). Or, l'equation (b) impose
une restriction ä ces deux premiers coefficients. II faut done seulement
demontrer que les constantes d'integration des solutions (8), (9),
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(10), (11) peuvent etre choisies telles que les deux premiers termes
des developpements de ces solutions prennent toutes les valeurs

possibles compatibles avec la restriction (b). Gette verification peut
etre faite en effectuant ä l'aide de (1) une projection sur V4 des

solutions (8), (9), (10), (11) ainsi que de l'equation (b).

1. Remarque.

La traduction de (8), (9), (10), (11) en quatre dimensions montre

que le potentiel cp4 varie comme 1/r a grande distance du centre, mais

prend une valeur finie pour r 0. De lä resulte que l'energie du champ

electrique, obtenue en integrant dans tout l'espace tridimensionnel
la densite de l'energie donnee par la composante t44 du tenseur de

Maxwell, a une valeur finie. En theorie « naive » äquivalente ä a5S

const., cette energie diverge, puisque le potentiel est en 1 jr meme

pour r -* 0.

Je tiens ä remercier Mme M.-A. Tonnelat dont les suggestions
et les conseils m'ont etc precieux et le professeur A. Mercier pour
l'aide qu'il m'a fournie.

1. Thiry, Y., these, Paris, 1951.
9. Jordan, P., Schwerkraft und Weltall. Braunschweig, 195'2.

Seance du 15 decembre 1960

J.-D. Bersier et G. Bocquet. — Les methodes d?eclaircissement en

vascularisation el en morphogenie vegetales comparees.

Depuis 1948, le Conservatoire botanique de la Ville de Geneve a

presente en anatomie florale une serie de travaux qui tous utilisent
une des techniques dites d'« eclaircissement ». Les organes vegetaux
(les fleurs specialement) sont rendus transparents et etudies sous la

loupe binoculaire. Les rapports entre les diflerents tissus sont ainsi
facilement mis en evidence dans les trois dimensions. II s'ensuit que
cette technique s'applique specialement bien ä l'etude de la vascularisation

et de l'organogenese comparees (Baehni et Bonner 1948, 1949
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