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LA STABILITE DES BARRES COMPRIMEES
PAR DES FORCES EXCENTREES

KNICKUNG EXZENTRISCH BELASTETER STÄBE

BÜCKLING OF ECCENTRICALLY LOADED BARS

Dr.-Ing. h. c. M. ROS,

Professeur ä LEcole Polytechnique Federale et
Directeur du Laboratoire Federal d'Essai des Materiaux, Zürich.

Ce memoire est une extension et un complement des publications suivantes
parues ä l'occasion des deux premiers Congres internationaux de construction
des ponts et charpentes :

« La resistance au flambage des barres articulees aux deux bouts » (Zürich,
1926) et

« Le dimensionnement au flambage des barres comprimees par des forces
axiales et excentrees » (Vienne, 11)28).

Tous les essais ont ete executes au Laboratoire Federal d'Essai des Materiaux

sous la direction du Prof. M. Ros et celle du Dr J. Brum^ek. Ce dernier
s'est charge, d'autre part, de l'execution et de la surveillance des essais ainsi
que de la mise en valeur des resultats.

C'est aussi sous la direction immediate du D1' Bkunner qu'ont ete executes les
essais de flambage

sur le bois de construction, par le Dr Christen Osteinfeld, Copenhague. Danemark

;

sur la fönte, par le Prof. Tomovasu Yuki de l'Ecole Polytechnique de Sen-
dai, Japon ;

sur l'acier ä haute resistance (Ac 52), par le Prof. Shizuo Ban de l'Universite
imperiale de Kyoto, Japon, et

sur le beton arme, par l'Ingenieur dipl. 0. Baumanis de Baden, Suisse.

L'ingenieur diplöme A. Eichinger, collaborateur scientifique du L. F. E. M.,
a pris part aux discussions theoriques.

I. Suppositions.

Les suppositions sur lesquelles se basent les recherches theoriques et les
considerations developpees au cours de ce memoire sont les suivantes :

1) la barre est ä äme pleine, de section invariable et rectangulaire (F) ;
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2) Taxe de la barre est rectiligne;
3) la barre est articulee aux deux bouts;
4) les sections restent planes;
5) la courbe des fleches est une sinusoide qui repond ä la fonction

6) le diagramme tension-allongement estconnu ;

7) lallegement des fibres comprimees suit la loi elastique ;

8) la force de compression P croit d'une facon constante, mais toutefois pas
trop lentement, jusqu'au moment oü eile atteint la charge de flambage P^
(essais statiques de flambage) ;

9) la force P agit parallelement ä Taxe rectiligne de la barre lorsque le flambage

se produit sous l'action de forces excentrees.

II. Processus du flambage.

Le flambage est un probleme de stabilite. Tous ces problemes de stabilite* se
basent sur les diagrammes tension-deformation et, dans la regle, sur les dia-
grammes compression-raccourcissement; dans certains cas on utilise aussi les
diagrammes tension-allongement des materiaux de construction.

Le moment interieur Mj, du, lors de la compression axiale, ä un flechissement

lateral, virtuel et infiniment petit, est en relation avec le moment däve-
loppe par la charge exterieure.

Ces moments sont donnes par les formules :

moments interieurs
dans le cas de la compression axiale

Ms=^ (1)

dans le cas de la compression excentree

M,-j| A (2)

moments exterieurs
dans le cas de la compression axiale

Ma-Pk./' (3)

dans le cas de la compression excentree

M. Pk.(p + /f) (4)

Au moment du flambage la relation existant entre le moment interne Mi et
le moment exterieur Ma correspond ä un etat d'equilibre instable. Cette relation

d'equilibre ne peut pas etre assimilee au cas oü on atteint une tension
determinee de la fibre exterieure (limite d'ecoulement, resistance ä la rupture).

Ce n'est que dans le cas oü l'elancement - ne depasse pasun certain chiffre cri-
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tique, dependant lui-meme de la loi de deformation du matenau solhcite a la

compression, que le probleme de stabilite devient un probleme de resistance a

l'ecrasement.

Charge de Ptambernent^^x x* d Euler

Charge maximum

Pbtnt de depassement de la bmite
de proportionnal te"

Effet de GnashoF

Fleche

ChargeP

\\ i

-
flecher

MomentMt

Drotte des moments exteneurs
^Md=Pf

(corresponda la Charge max

Courbe des moments
mteneursMi

(correspond a la Charge de
Pfamoamenr d Euler)

Courbe dela
Charge centree

Point de

// Charge max/mum

depassement de la Imite
de proporhonnal te

Fleche P

ChargeP
1

j^-txcentrtc/tep

f/ec'heP
Moment Mt

oes moments exteneurs

(corresponda la Charge max

Courbe des moments
inteneursMi

(correspond a la mite
de proportionnai te)

flechef fxcenfreite F/eche

Fig 1

Principe du proce sus de flambement par chaige centiee
Prinzip des Knickvorganges bei zentrischer Bela«tunö

La*vS governing buckhng under a central load

Fig 2

Principe du processus de flambement par chaige excentree
Pnnzipe de*> Knickvoi ganges bei exzentnschei Belastung

Laws governing buckhng undei a eccentne load
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m. Compression centree et excentree.

Le flambage du k des forces centrees ne peut avoir lieu que dans des conditions

ideales qui ne se realisent en pratique qu'extraordinairement rarement;
dans la tres grande majorite des cas, ces conditions ne sont pas remplies. En
realite, le point d'application des forces est excentrique.

Comme causes d'excentricite on peut citer :

le fait que Taxe de la barre n'est pas, geometriquement parle, absolument
rectiligne (dressage);

le fait que la structure du materiau n'est pas partout absolument la meme
(manque d'homogeneite) ;

le fait que la resistance et les deformations du materiau ne sont pas partout
exactement egales (anisotropie) et enfin

le fait qu'il est pratiquement impossible de centrer parfaitement les forces
(frottements, encastrements et finalement l'excentricite primaire).

Le probleme du flambage par compression excentree ne peut etre mis en
doute, il existe de droit.

Les fig. 1 et 2 representent, ä une echelle reduite, les conditions de stabilite,
telles qu'elles se presentent pour une barre tres elancee, comprimee par des
forces centrees et excentrees.

Pour les barres dont l'elancement est le meme que celui qu'on rencontre dans
la construction, les degres distingues dans les graphiques :

charge de flambage d'EuLER,
effet de Gkashof,
depassement de la limite de proportionnalite,
charge maximum

sont tres rapproches et, pratiquement, coincident. Ceci provient du fait que, des
le debut, la limite de proportionnalite est dejä depassee ou que, lors du
flechissement, succedant ä la premiere phase de stabilite, on ne constate qu'une
tres faible elevation de la charge critique.

Lors du flambage du a des charges excentrees, la barre flechie se trouvera
toujours dans une position d'equilibre, ä supposer que le materiau dont eile se

compose soit absolument elastique ; en realite, on constate qu'une fleche rela-
tivement petite occasionne dejä un etat d'equilibre instable.

La theorie du flambage par forces centrees s'appuie directement sur les

travaux d'EiNGESSER et de v. Kärmän.
Pour le flambage par forces excentrees, M. Ros et J. Brunner ont

developpe une theorie speciale qui est rappelee brievement ci-dessous.

La relation (2) Mi y T. A. permet de tracer la courbe des moments internes

Mj pour une tension de base determinee. L'excentricite critique depend de
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l'elancement de la barre sollicitee par ladite tension de base. On determine
graphiquement cette excentricite en deplacant la ligne Ma des moments ext£-
rieurs jusquau moment oü eile est tangente ä la courbe M,. Le point de con-
tact est le point de stabilite critique ; l'abscisse de ce point represente l'excentricite

critique, (ig. 3.

tnctmaison de ti droite Ma dependant **
du degre d'Aancement l i *>

P'Fd0

Excentricite crihmep

Droite des moments
exteneurs rla

y

rieche

P'F0o

Courbe des moments inteneurs

pour une tension de Oase mogenne Oq

Absasses fteches et excentricites

* crtt/gue

Fl«
La tangente ä la couibc des moments Interieurs M,, correspondant a une chaige et a un degie

d'elancement donnes, determine 1 excentricite culiquc par son mtersection avec Taxe des
abscisses.

Die Tangente an die Kurve der innern Momente Mi, entsprechend einer gegebenen Last und einem
gegebenen Schlankheitsgrad, bestimmt die kritische Kxzenln/itat durch ihren Abschnitt auf dei
Abscissenachse

The tangent to the curve of internal moments M,, coiresponding to a given load and a given
slcnderness ratio, dctermines the cutical eccentricity by lts mtersection with the abcis^ae
axis
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swant lemodule E

Tension additionne/le
Suivant le module E

I \
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suivant la tangente
a la courbe tension -

deformation
4£.
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(flambement par force centree barres
efaneees)

Flechepeilte, v/rlwl/e La limite
depropurhonnalite est depassee

(flambementpar Force centree
barpes trapues)

F.g i

cole de surcharge
Suivant la courbe tension -

deformation

\%-T'

\\\La distribution\
Imeaire deremp/ac,
mentdes tensions
\donnelemodule 7i.\

I La WStribur on \

lineaire de remplane
m°ntde^ tens ons
donne lemodukVh,

lllllll|lllillllllTI«!1_

rieche effective, reelle Ld /tmit-
deprooortonnalte est d^passe°

(ft3mbprn°rif[.jr furc excentree)

Deteiminahon du module Tk pour le flambage sous charge centree et excentree.
Bestimmung des Knickmoduls Tk für zentnsche und exzentrische Last

Determination of modulus Tk (or buckhng under central and eccentne load

La fig. 4 permet de se rendre compte schematiquement de la determination
du module TK. Ce dernier est, pour des flechissements virtuels infiniment petits
(flambage par forces centrees), dependant de la tension de base et du
diagramme tension-deformation du cote charge et du cote allege. Pour des
flechissements de grandeur finie, tels qu'ils se produisent lors du flambage par
charges excentrees, le module Tk depend de la tension initiale uniformement
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repartie et de la difference algebrique des allongements A des fibres extremes
due ä la flexion.

Les precedentes publications du L. F. E. M. contiennent un graphique ayant
servi de base pour le calcul des courbes Mi, fig. 5, et qui illustre la relation
entre Tk et A pour des tensions initiales de grandeur differente et pour l'acier
de construction. Les publications sus-nommees renferment par ailleurs tous
les details interessant la question.

Difference des deformations spe'ciPiques d=Ag -A;

\2500kgicm2 Tension dans
to Fibre extreme ^^/<? £ mMj igmAmg£

2500
2300

2000

2700kgtcm2 Tension dans
is fibre extreme,

favant ecoulement)
150<

4\ I
Fi—v$mvm, r^i'-T

T. dx
dT

Largeur b^fo»
£ 1000

K^

500

ecou/em.

1000

2700 kgicm2 Tension dsns la Fibre extre'me
(apres ecoutemenf)

3000h"yicm2 Tensionjfons
la Fibre extreme

2 4 6 8 10 12
/ t

M
ftifference des dePormaiions spectfiques d

Fig. 5.

Module Tk en fonction des differences des deformations spöcifiques A en °/00
des fibres extremes et de la tension de base.

Modul Tk als Funktion der Differenz der Randfaserdehnungen und der Grundspannungen in °/oc

Tk modulus as a function of the original tension and of the specific deformations differences A
of the outside fibres.

II faut relever, comme le Prof. E. Chwalla La fait dans le compte rendu du
congres de Vienne, que la maniere dont on applique la force, dans le cas du
flambage par charges excentrees, joue un röle au point de vue theorique. On
peut appliquer la force axialement et proiuire le deplacement apres coup pour
atteindre l'excentricite voulue ou bien faire augmenter la charge dejä excentree
des le debut. On a prouve par ailleurs, pendant la discussion, que cette
difference n'est sensible que pour des barres tres trapues qui ne sont, pour ainsi
dire, pas utilisees en pratique. Au cours de la meme discussion, on a aussi
traite ä fond la question de l'influence que joue la courbe admise de la barre
(sinusoide) sur les resultats de la charge theorique de flambage et du flechissement.
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1) Acier de construction.
Valeurs de resistance caracterisant le materiau

crp=l,90 t./cm2
ßz 4,00

af 2,70 t./cm2
E =2.150 »

Le rapport publie ä l'occasion du Ier congres international de construction
des ponts (Zürich, 1926) : « La resistance au flambage des barres articulees
aux deux bouts » illustrait l'application ä l'acier de construction, de la theorie
esquissee ci-dessus et relatait les essais executes pour en confirmer Pexacti-
tude. Nous reproduisons ci-apres les courbes permettant de determiner imme-
diatement les tensions de flambage pour les degres d'excentricite m 0
jusqu'a m 6 (fig. 6).

4.0

^ 30

\ \! w Dp "2,7 t/cm

^>25

-£LfOt/tm

& 15

777

ST?

S77

O 50 ?00 150 ZOO

Degre d'eiancement L:i

Fig. 6.

Courbes theoriques de flambage pour l'acier de construction. Degres d'excentricite m 0 ; m 6.

Theoretische Knickspannungkurven für Baustahl. Exzentrizitätsmasse m.
Theoretical buckling curves for structural steel. Degrecs of eccentricity m.

2) Acier de construction au silicium.
Valeurs de resistance caracterisant le materiau

ap 2,80 t./cm2
%¦¦ 5,40

af=--3,80 t./cm2
E-2.070 »

Par la suite, la theorie a ete appliquee ä l'acier de construction au silicium
comme il a ete indique dans le rapport du congres de Vienne (1928), intitule :

« Le dimensionnement au flambage des barres comprimees par des forces axiales
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et excentrees ». Les courbes theoriques pour ra 0, m 1 etm—-2 ont ete
determinees ä l'aide d'une methode d'approximation. Pour les barres elancees
oü la tension au flambage 7k^<rp, les courbes de l'acier de construction
sont valables du fait que les coefficients d'elasticite sont les memes ; pour

l'elancement - =35, la valeur de la tension de flambage augmente proportion-

nellement aux limites d'ecoulement <jf.

Les valeurs intermediaires sont determinees par interpolation [ü^;. 8).

Le procede suivant, convenant tres
bien en pratique, donne une approxi-
mation plus grossiere mais qui four-
nit des valeurs utilisables pour les
sortes d'aciers les plus differentes :

lhyperbole d'Euler est valable pour
^k ^ ^p ; on relie par une droite le

point crp au point <jf dont Lordonnee

est reportee pour l'elancement -

35. Cette droite est valable, dans
le sens de l'elancement decroissant,

„ l .„ //jusqu a

£_l

35 -

% 3.0

£
* 25

m

& 20

m 0.5
*7Hceht}'kexc.

11
S '.5

0550lkcenff^
d'fu/er

m
0.4001exe kceti,

m
033kexc keery,

35 |

I I 1

10 Pour des

50
f

IOO

gre' d'eiancement L:l

Fig. 7.

Acier de construction. Lignes approximatives des
tensions de flambage.

Degres d'excentricite m 0 0,5 1,0 2,0 et 3,0.

Baustahl. Angenäherte Knickspannungslinien.
Exzentrizitätsmasse m.

Structural steel. Approximate buckling tension-
lines. Degrees of eccentricity, m.

i \a
elancements plus faibles on trace
une horizontale d'ordonnee ßz ßd

(fig. 7).
En partant des courbes theoriques

sk (i\^;. 6) pour le flambage par
compression excentree, on peut calculer,
avec une exaetitude largement
süffisante en pratique, les lignes <rkpour
le flambage par compression excentree

en appliquant les coefficients de
reduetion suivants :

pour m=-=0,5 : <jkexc. =0,70 C7kcenlr.

m 1 '. » 0,55
m 2 0,40
m 3 » 0,33

(fts

En vue de la redaction du present rapport pour le Congres des ponts et

charpentes de 1932 ä Paris, on a applique, pendant les annees 1929 ä 1931, la



La stabilite des barres comprimees par des forces excentrees 6:>

theorie du flambage par compression axiale et excentree aux materiaux de
construction les plus differents en se basant sur leurs diagrammes tensions-defor-
mations ; en outre, on a execute de nombreux contröles experimentaux. Les
essais executes au Laboratoire Eederal d'Essai des Materiaux comprenaient
l'examen de

barres ä äme pleine
en acier de construction ä haute resistance (Ac 52);
en tubes d'acier pour avions;
en fönte grise ;

en metaux legers;
en bois de construction et
en beton arme

de barres ä chässis en acier au silicium et de

barres ä treillis en acier de construction.

\ r Cff380

^r"\
\ \' i4i

• \ u
30

\
'•

'
'

>C -4t
1

\ Y *

9 u ^S2>
1

'

1
mif

1
r

-

\ \
- \»

0 ,-»,
Oegre d'e'ancement l i

Fi8. 8.

Acier de construction au silicium. Courbes theoriques de flambage
pour charges centree? et excentrees. Valeurs dessais. Degres d'excentricite m 0 0,5 et 1,0.

Siliziumstahl. Theoretische Knickspannungskurven. Versuchswerte. Exzentrizitätsmassc m.
Structural Silicon steel. Theorctical buckling curves for central and cccenlric loads. Test values.

Degrees of eccentricify, m.

Toutes les barres etaient articulees aux deux bouts de facon ä etre mobiles
dans la direction du plus petit rayon de giration, respectivement de l'excentricite.

Le centrage et la mise en place excentrique ont ete mis au point geo-
metriquement; les positions furent ensuite verifiees et corrigees ä l'aide de

mesures de tensions.



66 M. Ros

3) Acier de construction ä haute resistance (Ac 52)

Valeurs de resistance caracterisant le materiau

crp 2,9 t./cm2
f. 5,8 »

Les essais ont ete executes sur des barres

Op=390

¦ Cours dpproximatiF de id courbe

tension-dffongement <?

Is decharge.

*On- 290t/cm?

%2p

E-2150 t/cm2

S 10

Raccourcissemenl specifique en %o

Fig. 9.

Diagramme tension-deformation pour l'acier de
construction a hautes resistanecs. (AG.52).

Spannungs-Dehnungs-Diagramm für hochwertigen
Baustahl. (St. 52).

Tension-deformation diagram forhigh grade structural
steel. (St. 52).

cf 3,90 t./cm2
E 2.150 »

prelevees sur des profus normaux
I P N 20 et P N 30. La V^. 9

montre le diagramme compres-
sions-raecourcissements, tandis
que la fig. 10 represente gra-
phiquement les lignes theoriques

de tensions au flambage et
les valeurs d'essai pour m 0

(compression centree) et m 1

(compression excentree, agis-
sant sur le perimetre du noyau
central). Les resultats d'essais
et les courbes theoriques des
tensions de flambage presentent
une tres bonne concordance.

4) Tubes en acier pour
avions.

Valeurs de resistance
caracterisant le materiau :

tubes ä l'etat de livraison

tubes apres traitement thermique

*p l,50 t./cm2 cf 3,9 t./cm2
ß, 5,20 » E 1.890 »

ap 4,37 » <jf 5,2 »

ß, 5,50 » E 1.940 »

Les essais furent executes avec des tubes d'aeier etires, ä l'etat de
livraison et apres un traitement thermique approprie. La fig. 11 represente

les diagrammes caracteristiques tension-deformation.
Les tubes ä l'etat de livraison presentent, par rapport ä l'acier de construction

une limite de proportionnalite tres basse ensuite du phenomene de Bau-
schinger du ä l'etirage

acier de construction ^ 1,90 t./cm2
tubes ä l'etat de livraison ap=l,50 »

Par contre, la limite d'ecoulement <jf 3,90 t./cm2 est plus elevee que celle de
l'acier de construction <jf 2,70 t./cm2. Conformement ä ces valeurs d'essai,
les points sont groupes plus ou moins pres de la courbe du T. K. V. S. B.

pour l'acier de construction, tracee lä ä titre de comparaison.
Grace au traitement thermique des tubes on a eleve la limite de proportionnalite

jusqu'a 4,37 t./cm2 et la limite d'ecoulement jusqu'a 5,20 t./cm2. En
reportant les valeurs d'essais jusqu'a cette haute limite de proportionnalite, on
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Fig. 10.

Acier de construction ä hautes r^sistances (AG. 52). Courbes theoriques de flambage
pour charges centrees et excentrees. Valeurs d'essais. Degres d'excentricite : m — 0 et m 1.

Hochwertiger Baustahl (St. 52). Theoretische Knickspannungslinien,
Versuchswerte, Exzentrizitätsgrade m.

High grade structural steel (St. 52 Theoretical buckling curves for central and ccccutric loads.
Test values. Degrees of eccentricity m.

?%o' Limite elastiqueapparente
/dp* 5,20pour eprouvettes tnaitees
t 'thermiquemenf^~-

Limite de proportionnalite I*-~~~~~^1.37

2 %o'Limite elastique apparente \

3SO pour fyrouvettes u l'etat dehrraison

%3.0

5' /my_ Op-(50t/c 77? Limitf ie proportionnalite
ie Irrraisonletatdelivra.pour eprourettes

t~\ 1890

Di;

' 2 3 4 5 6
Deformation speciFique ('raecourcissementj en °/oo

Fig. 11.

grammes tension-deformation pour les tubes en acier.
Spannungs-Dehnungs-Diagramme für Stahlrohre.

Tension-deformation diagrams for steel tubes.
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s'apercoit que les points ne s'eloignent guere de l'hyperbole d'Euler et qu'ils
tendent vers la limile d'ecoulement lorsqu'on atteint =33 (fig. 12 et 13).

öp 5,20 pour eprouyeltes
*Tl traite'es thermiouemBpf

ffp ^J/pour eprouvettes
l * traiteesIhermiquemenr

Courbe d'Euler
pour B- 2/50

pour £= WO

\pour eprouvettes 1 \
ä l'e'lalde livraison \ \

-5 3.0

Gn-Z70

E 25

CourbeUV.S.Ä^\\\
pour acier de construction^^

£ 2.o

/j

o Eprouvettes a I 'etat de /tratst)/?

• Eprouvettes traitees thermiqvement

I I I
i i i *y i

150

Cfp 1,90 pourac/erde
construction

Ö~p=t,5Q pour eprouvettes <3

r^ ~l'e'lat de livraison

I

SO 100

Degre'd'elancemenl L'l
12 13

Fig. 12.

Essais de tubes en acier :

a) Eprouvetles ä l'etat de livraison : h) Eprouvettes traitees thermiquement.
Courbes dessinees : Courbe d Euler et courbes T.K.V.S.B. pour acier de construction.

Versuche mit Stahlrohren :

a) Stäbe im Anlieferungszustand ; h) Stäbe thermisch behandelt.
Gezeichnete Kurven : Eulerkurvc und T.K.V.S.B. Kurven für Baustahl.

Steel tube tests :

a) Specimens as reeeived; b) Specimens thermally treated.
Curves drawn : Euler curve and T.K.V.S.B. curves for structural steel.

Fig. 13.

Essai de flambage sur un tube en acier. Distance entre les appuis-pointes 122 cm. Diametre

exlerieur 2,8 cm. Degre d'eiancement - 130.
l

Knickversuch mit Stahlrohr. Spitzencnlfernung, Aussendurchmcsser, Schlankheitsgrad -
Bückling lest on a steel tube. Distance beetween bearing points. Outside diameter. Rate of

slenderness —
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5) Fönte grise.
La fönte grise utilisee avait les valeurs de resistance suivantes :

ßz =-2,10 t./cm2
ßd 8,80 » E-1.250 t./cm2
?b 4,70 »

Les essais furent executes sur des barres de section rectangulaire dont le
diagramme tension-deformation est represente sur la (ig. 14. On peut remarquer

&v
&<&

"Cours epproximatiF
de la courbe\tension -
dlfongement a - -
la de'charge^

Compression

Limite deproportionha/ite
wement m
hflque
10 5 C

—dp-r.?5-
C. i2SO t/cm2

<fn\045

ston

20 30 40 50
Rdccourcissemenl specifique en c

Fig. 14.

Diagramme tension-deformation pour la fönte grise.
Spannungs-Dehnungs-Diagramm für Gusseisen.
Tension-deformation curve for grey cast iron.

que pour la fönte, le diagramme tension-allongement presente des valeurs tres
differentes de Celles du diagramme compression-raccourcissement, tandis que
pour tous les autres metauxexamines, ces deux diagrammes peuvent etre consi-
deres comme semblables dans la zone qui entre en consideration. Cette parti-
cularite se repercute aussi sur la forme des lignes theoriques des tensions au
flambage. Les valeurs d'essais pour m 0 (compression centree) ; m \ (point
d'application de la force au bord du noyau) ; m 3 (point d'application de la
force a une distance egale ä 3 fois la grandeur du noyau), sont groupees aux
abords immediats de la ligne theorique des tensions (iig. 15 et 16).

6) Metaux legers.
Duraluminium, avional et anticorodal.
Valeurs de resistances caracterisant les materiaux :

Duraluminium et avional

Anticorodal

ff|> l,80 t./cm2
E 730

ap 2,1 t./cm2

?z 4,20 t./cm2

ßz 4,30 t./cm2

On a execute un grand nombre d'essais sur des barres de section rectangu-
laire et de section circulaire ainsi que sur des tuyaux. Les diagrammes ten-
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sion-deformation pour le duraluminium et l'avional ne presentent que des
differences peu importantes, tandis que les valeurs pour l'anticorodal sont un peu
plus elevees (fig. 17).

La lonjrueur des barres destinees aux essais de flamba°'e varie de 1 iO a

2.(HO mm., leur diametre exterieur de 10 ä 86 mm. et l'epaisseur de leur paroi
de 1 ä i mm.

-m

r Wd

100

Oegrp ü'elancemenl l

15 16

Fig. io.
Fönte grise. Courbes theoriques de flambage pour charges centrees et excentrees.

Valeurs d'essais. Degres d'excentricite : m 0 1,0 et 3,0.
Gusseisen. Theoretische Knickspannungslinien, Versuchswerte. Exzentrizitätsmasse m.

Grey cast iron. Theorelical buckling curves for central and cccenlric loads. Test values
Degrees of eccentricity m.

Fig. 16.

Hssai de flambage sur une barre de fönte grise. Distance entre les appuis ä couleau 105 cm.
Degre d'eiancement — =r 132, degre d'excentricite in =3.

Knickversuch mit einem Gusseisenstab. Spit/enentfernung, Schlankheitsgrad —

E.xcentrizitätsmass m.

Buckling test on a gi'ey cast iron bar. Distance between knife-edjye Supports. Rate of slenderness
Degrce of eccentricity, m.
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La fig. 18 represente graphiquement la ligne theorique des tensions de llam-
boge pourla cjmpression axiale ainsi que les valeurs d'essais correspondantes.

o~o*iMt/cm?

%'*

liVcm?6' • no

Cours approximat/F de fa courbe ters/on -

a/tongement a ta decharge

Raccourassemenl specifique en °/oo

Fig. 1".

Diagramme tension-deformation pour metau\ leger».
Spannungs-Dehnungs-Diagramm für Leichtmetalle.

Tension deformation diagram for light mctals.

tt Duralumin/um
o Avional
• Anticorodal

Courbe t

ffp 270

fc 25

^ 20 acter
180

2150

% 1.5
t/cm273L

£ 10

' companatson pour
construction

f/cm?, Öß (90

50
^

too
Degre d'eiancement l i

150 200

Fig. 18.

Metaux lcgers. Courbes theoriques de flambage pour charge centree. Valeurs d'essais.
Leichtmetalle. Theoretische Knickspannungskurven für /enti ische Last. Versuchswerte.

Light metals. Thcorctical buckling curves for central load. Testvalues.

Les 22 valeurs dessai des barres de duraluminium et davional sont tres
proches de la ligne theorique des tensions de flambage. Par contre, les 14 valeurs
d'essü pour les barres d'anticorodal sontsituees, dans la zone plastique, un peu
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plus baut, conformement au diagramme compression-raccourcissement determine

pour ce materiau.
Relativement ä la ligne des tensions de flambage, on peut remarquer les par-

licularites suivantes : jusqu'a la tension de flambage ^k jp (en moyenne
1,80 t./cm2), on obtient une ligne correspondant ä l'hyperbole d'Euler mais

X 3.0

s- ps

p>< PO m -- O.Z5

ß 177 0,5
m ' i

'5050 100
Degre d'e'lancemenf l:i

19 20

Fig

Metaux legers. Courbes theoriques pour charges excentrees. Valeurs d'essais.
Degres d'excentricite m 0.25 0.5 1,0 et 3,0.

Leichtmetalle. Theoretische Knickspannungskurven für exzentrische Last.
Versuchswerte. Exzentrizitatsmasse.

Light metals. Theoretical buckling curves for eccentric loads.
Test values. Haies of eccentricity m.

Fig. 20.

Essai de flambage sur une barre d'anticorodal a section carree de 2 cm. d'arele. Distance entre
les appuis-pointes 46 cm. Degre d'eiancement— 80. Charge de flambage P— 5,0 t.

Knickversuch mit einen Anticorodalstab. Viereckiger Querschnitt Spitzenentfernung,
Schlankheitsgrad, Knicklast.

Buckling test on an « anticorodal » bar, 2 cm Square. Distance between bearing points.
Rate of slenderness. Buckling load.

tracee en se basant sur un coefficient d'elasticite de 730 t./cm2. De ce fait, la

force de flambage des barres dont l'elancement - > 100 est environ 3 fois plus
i

faible que celle des barres d'aeier de construction, de qualite normale, pour
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lesquels E 2.150 t./cm2; lorsque l'elancement s'abaisse, la courbe des
tensions de flambage des metaux legers se rapproche de celle de l'acier de
construction et atteint presque cette derniere lorsque l'elancement est tres
faible.

JOO{ 1
¦ ¦ -ßj. 280

250

&M <% 'MOjig/rmyLmitede___
proportionnalite

SIOO

I 50
E-105000

Cours approximat/F
dela courbe tension -
d/longementd la decharge

15 20 25
Raccourussement spec/fique en °/oo

Fig. 21.

Diagramme tension-deformation pour le bois de construction.
Spannungs-Delmungs-Diagramm für Bauholz.

Tcnsi« n-deformalion diagram for timber.

300

X?50

V.
$200

-f£ 150

?000 50 100

Degre d elancement l' i

Fig. 22.

Bois de construction. Courbes theoriques de flambage pour charges centrees et excentrees.
Valeurs d'essais. Degre d'excentricite m 0 et m 1.

Bauholz. Theoretische Knickspannungskurven. Versuchswerte. Exzentrizitätsmasse m.
Timber. Theoretical buckling curves for central and eccentric loads.

Test values. Degrees of eccentricity m.

On a execute, en outre, un grand nombre d'essais avec les excentricites
suivantes : ra 0,23, 0,3, 1,0 et 3,0. Les courbes theoriques ont ete etablies par
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approximation en reduisant les valeurs trouvees pour le flambage par force
centree. On a utilise pour la reduction les rapports determines a l'aide des
courbes pour l'acier de construction. Les resultats d'essai montrent que ces
facteurs de reduction permettent de determiner aussi pour les metaux legers,
des valeurs parfaitement utilisables en pratique (fig. 19 et 20).

ßt, 280 kg./cm2
430 »ßb

7) Bois de construction (sapin blanc).
Valeurs de resistance caracterisant le materiau

ap=140kg./cm2
ßz 600

Ed= 105.000 kg./cm2.
II etait aise de concevoir l'application de la theorie developpee ci-dessus au

calcul du bois de construction. Dans
ce but on a execute environ 90 essais
de flambage sur des poutres de bois,
toutes prelevees d'un seul gros tronc
afin qu'elles soient de meme qualite.
La fig. 21 represente le diagramme
compression-raccourcissement, la fig.
22 la ligne theorique des tensions de

flambage ainsi que les valeurs d'essais

pour m 0 et in 1.

Pour le calcul de la resistance au
flambage des bois de construction
dont on connait la resistance ä la
compression des prismes debout pßd,
la limite de proportionnalite <rp et le
coefficient d'elasticite E (valable
jusqu'a Gp), on peut utiliser la methode
d'approximation suivante qui fournit
des valeurs satisfaisantes pour les
tensions de flambage.

Tant que la tension de flambage
ak ne depasse pas la limite de

proportionnalite dp, Thyperbole d'Euler
est valable

ßd

f 0.55 ff. f'kexc cenlr^150

Wbcentrtinc

9>

Degre'd'älancetnent l:i
Fig. 23.

Bois de construction. Lignes approximatives
de tension de flambage. Degre d'excentricite
m 0 1,0 et 3,0.

l'auholz. Angenäherte Knickspannungslinien,
Exzentrizitätsmassc.

Timber. Approximate buckling tension lines.
Degrees of eccentricity m.

(Tk

2

K2
(0

E.

A partir de la limite de proportionnalite cp, la ligne des tensions de flambage
se reduit ä une droite qui relie le point <jpau point ßd dont Tordonnee est repor-

tee pour l'elancement - 20 (7 =6). Le choix d'un elancement critique -.

20 est justifie du fait que les poutres de bois plus trapues n'aecusent aueune
difference sensible de la resistance ä la compression ßd (fig. 23).
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ßd-225kg lern2
€-0.75,5^000 -^~

<Z200
9Z00O

$•150

cours approximahf de sla courbe

lension-altongement a Ja decharge

PHc

1.0 (5
Raccourcissement specifique en l

Fig. 24.

Diagramme tension-deformation pour le beton.
Spannungs-Dehnungs-Diagramm für Beton.
Tension-deformation diagram for concrete.

1

t
?00

m
3

o

150

m
8» m

B> 100

^>

*?^ ^50

150 20050
^

100

DegFe delancemenf Li
Fig. 25.

Courbes theoriques de flambage du beton arme.
Resistance ä la compression sur prisme pßd 225 kg/cm-, Pourcentage d'armature 1 °/„

Theoretische Knickspannungslinicn für armierten Beton.
Prismendruckfestigkeit — Armierungsgrad.

Theorctical buckling curves for reinforced concrete. Crushing strength on prism.
Percentage of rcinforcement.
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C'est dans le domaine interessant specialement la pratique, cest-ä-dire dans

le cas de barres trapues ou d'eiancement moyen f- <100 que la chute des

tensions pour le flambage par compression centree, par suite de l'excentricite
du point d'application, est la plus considerable. Elle est en moyenne de 45°/0
pour m 1 et de 65 °/0 pour m 3. Les relations suivantes assurent une exac-
titude süffisante pour le calcul des constructions dans le cas de flambage par
compression excentree :

pour m 1 <7k e>centr. 0,55 <jk axial

pour m 3 Skexcenlr. 0,35 ak axial- (%• 23).

Pour les barres tres elancees - > 100 L Tinfluence de Texcentricite devient

de plus en plus faible (fig. 23).

8) Beton arme.
ChifTres caracterisant la composition et la resistance du beton :

dosage en ciment 300 kg./nv\ consistance plastique (H20 7,5 °/0) ;

resistance des prismes debout a la compression pßd= 225 kg./cm2 ;

Erf= 330.000 kg./cm2;
pourcentage d'armature ~ 1 %.

La figure 24 represente le diagramme compression-raccourcissement, tandis
que la fig. 25 donne une image des courbes theoriques de tension au flambage
pour

m 0, compression axiale ;

m= 1, point d'application de la force sur le perimetre du noyau ;

m 2, point d'application de la force ä une distance de deux fois la gran-
deur du noyau.

Les 18 valeurs d'essais sont aussi reportees sur la fig. 25 apres reduction
elfectuee en admettant une seule resistance a la compression des prismes
debout pßd= 225 kg./cm2. La concordance entre les valeurs theoriques et
experimentales est tres satisfaisante.

II apparait nettement que l'excentricite du point d'application de la force,
dependant aussi du pourcentage d'armature, diminue de facon tres sensible la
stabilite au flambage.

La methode suivante est ä conseiller en pratique pour l'etablissement des

lignes de tensions de flambage.
La formule d'Euler reste valable pour les elancements oü la tension au

centre de gravite ne depassc pas a= ^ ~ ap (ä peu pres la limite de

proportionnalite)

TZ*

iy
E.

Si la determination du coefficient d'elasticite n'a pas lieu experimentale-
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ment, on peut en calculer la valeur, avec une exactitude süffisante, a l'aide de
la lelation

Ekg /cm.= 0,75 x 550 000
0

"f"

Le coefficient 0,75 a pour but de tenir compte des deformations permanentes

qui apptirnissent, meme si la tension a la compression ne depasse pas ^
V pfo

eoo

^-tso

3
<Z>

m- T

°kexc =0^% Centn
IOO

pßj&>
ifBs

Ol £^> mw%exc 0™%cenfr

s??

I I UJ I I I I I I I I

150 200

£=075 550000 i ,r„\js' Pßd'/50

50 IOO

Degre de/äncement l c

Hg 26

Beton aime Lignes appioximatives de tension de flambage Degie d excentricite m-010 et 20
Armierter Beton Angcnahcite Knickspannungslinien Exzentiizitatsmasse

Reinforced conci ete Appioximate buckling tension lincs Degiees of eccentricity m

P3d
Le point repondant a l'ordonnee gv I a,, - V est rehe par une droite a un

/ l
second point dont 1 ordonnee est pßd et l'abscisse - 35 (conespondant a -

10)
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Si l'elancement - est plus petit (jue 35, la resistance ä la compression des

prismes debout ,,ß,| est valable.
Si on a des forces excentrees paralleles ä Taxe de la barre, on reduit les

lignes zi pour la compression axiale dans les proporlions suivantes :

excentricite m= 1

m=2
^kexcenlr.— 0,45 Ckaxial

*k excentr. 0,25 ak axial (<ig. 20, 27, 28 et 2!)).

J*

27 28

Fig. 27

Essai de flambage sur une barre de beton arme. Distance entre les appuis ä couteau 3,30 m.

Degre d'eiancement - =114, degre d'excentricile in 0.
i

Knickversuch mit armiertem Betonbalken. Schneidenentfernung. Schlankheilsgrad,
Exzentrizitätsmasse in =0.

Bückling lest on a reinforced concrete bar. Distance between knife-edge supporls.
Sleiiderness ratio, degree of eccentricity.

Fig. 28.

Essai de flambage sur une barre de beton arme. Distance entre les appuis ä couteau (J,00 m.

Degre d'eiancement 112, degre d'excentricile m l.
i

Knickversuch mit armiertem Betonbalken. Schneidenentfernung, Schlankhcitsgrad,
Exzenlrizitätsmass.

Bückling lest on a reinforced concrete bar. Distance between knife-edge Supports. Sleiiderness
ratio, degree of eccentricity.
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IV. Flambage dans le cas d'une charge transversale invariable
agissant au milieu de la barre.

Les elements de construction ayant ä supporter, en plus d'une charge
axiale de flambage, une force laterale agissant en leur milieu ont des

rapports communs avec les barres sollicitees par des forces excentrees, aussi bien
au point de vue theorique (calcul) qu'au point de vue pratique (construction).

Fig. 29.

Essai de flambage sur une barre de beton arme. Distance entre les appuis a couleau 3,00 m.

Degre d'eiancement i 42. Degre d'excenlricite m l.
Knickversuch mit armiertem Betonbalken. Schneidenentfernung, Scldanklieitsgrad,

Exzentrizitätsmass.
Buckling test on a reinforced concrete bar. Distance beUveen knife-edge Supports,

Sleiiderness ratio, degree of eccentricity.

Notre rapport, presente au Congres de Vienne, contient un tableau gra-
phique calcule pour l'acier de construction et verifie experimentalement.
Ce graphique permet de lire immediatement les valeurs determinantes des
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charges de flambage avec force laterale, en pourcent des charges de flambage
sans force laterale (fig. 30).

D'une facon generale on peut determiner la charge portante au flambage des
barres, chargees transversalement en leur milieu par une force H, a l'aide du
graphique etabli pour les barres comprimees par des charges excentrees
(fig. 6). Cette maniere de faire, tout en ne donnant que des valeurs approximatives,

presente une exactitude süffisante dans la plupart des cas pratiques.

e &m
Charge wer*Sj 00

S 60

HO 150 200ISO

Pkred.

80
t

IOO 120
•gre' d'eiancement l '

Fig. 30.

\PVkred.

Courbes reprcsentant la diminution de la force de flambage par suite
d'une charge transversale. Acier de construction voirfig. 6.

Kurven der Knickkraft-Abminderung durch Seitenlast. Baustahl.
Curves showing decrease in buckling strength ovving to a transverse load.

Structural steel.

L'excentricite (/>) du point d'application de la force est donnee par la relation

M «{iVl * ,_.
P= p =5 (7)

r k red l k red

Par tätonnements on recherche, pour un elancement determine, la concor-

dance entre Pkrcd et m= j De cette maniere il est possible de determiner la

diminution de la charge au flambage des barres comprimees axialement et sol-
licitees lateralement par rapport a la charge au flambage des barres comprimees

axialement, mais sans sollicitation transversale.
La meme methode d'approximation est applicable aux barres comprimees

par une charge excentree, parallele a Taxe de la barre et sollicitee simultane-
ment par une force transversale agissant en son milieu.

V. Flambage des barres ä axe de courbure continue

Tout en etant certain d'une exactitude süffisante, on peut traiter et calculer
les barres courbes, sans tension initiale, comme des barres comprimees par
une charge parallele ä Taxe de celles-ci. On introduit dans le calcul l'excentricite

p e, respect. p c+Pi (hg- 31)-
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VI. Flambage dans le cas oü le point d'application de la force
est excentrique et la direction du flambage perpendiculaire

au plan de la force.

Supposons une barre comprimee par une force excentrique situee sur un des

axes prineipaux de la section. La force portante subira une diminution, non
seulement dans cette direction de flambage, mais encore dans la direction de

flambage perpendiculaire au plan de la force si certains elements de la section

Jxe desy

Charge
centree

Charge
excentree

~£u>

IvlLrtn.>j^~

m

± 130
Tensiondt base

ö~ 2650
4, ' $0 °/oo

Mesure* 208 %o

Courbe des tensions
Poml dapplcat

oe la Charge64t

Droite des deformations

-9?

<4xe des X

Pour Tm 1700

Zß^-ddt

\-J?roite des deFormations

4? • 07°loo
rlesure * 072 °loo/500 t7cm*

31
Fig. 31.

Bai res d'axc courbe — Stabe mit gekrümmter Achse. — Bars with curved axis

Fig. 32

Flambage sous charge excentree, direction du flambage perpendiculane au plan de la charge.
Bepartition des tensions pour la charge de flambage esaluce a Pk 6 4 t charge determinee

au mo\en du module Tk 1700 Pk =6i / (Conformca re\aluation.)
charge de flambage mesuree (essai) Pk 60 t.

Knicken bei exzentrischem LastanguIT, Knickrichtung vxinkelrecht zur Laslebene
Spannungsverteilung lur die geschätzte La«t, gemessene Knicklast.

Buckling under ecccntric load; direction ot buckling peipendicular to load plane Distribution
of tensions lor buckling load estimated, bockhng load measured at tests.

sont sollicites au-dessus de la limite de proportionnalite par le moment du a

l'excentricite initiale et a la lleche. Le module de flambage de ces zones subit
de ce fait une diminution.

La determination de la force de flambage se fait a l'aide de la repartition
effective des tensions dans la section flambee. La fig. 32 represente une repartition

semblable des tensions et la Variation du module de flambage dans les
differentes zones. Le tableau 1 qui suit rassemble les valeurs des forces de

llambage obtenues lors d'une serie d'essais dans lesquels le flambage a tou-
jours eu lieu perpendiculairement a la direction de l'excentricite.

6
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T a 1) 1 e a u 1.

Flambage perpendiculaire au plan de la force. Section : rectangle de 40 X 160 mm.

Forces de flambage

elancement -. 63

;nx 0

132 t

mx 1

102 83 I

elancement - =130
i

7)1,1 1

60

Hlx =3
51

Fig. 33.

Essai de flambage sur une barre rectangulaire 16 x & cm.
I

Dislance entre les appuis a couteau 1,52m - — 130, 7n,= 2, m, =0.
Knick vci sucli mit Rechteckeisen. Schneidenentfernung, Schlankheitsgrad, Exzenlrizilätsmass

Bückling- teston rectangular bar. Distance between knifeedge Supports,
Sleiiderness ratio, degree of eccentricity.
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VII. Flambage dans le cas oü le point d'application de la force
est excentrique par rapport aux deux axes principaux.

Lorsqu'une barre est comprimee excentriquenieni par rapport aux deux axes
principaux, il n'est pas admissible d'examiner d'abord sa securite au llam

¦$-45 mr, Axedesy jD/p NgM
Point d'application Tension de base\

initial dela Force

4, 8,2 °/oo
tiesure' S.l "foo

dp/bpe extreme

Charge mesuree 55

2.800

-

ite des dePoftnatwns\
Courbe des tensions

r,brt8xlrime ZWO

¦

rleches mesurees

/ixe deSÄ
* im

34 35

Fig. 34.

Flambage sous charge excentree par rapport aux 2 axes principaux. Reparation des lensions
pour la charge de flambage evaluee : Pk 53 Charge de flambage mesuree (essai) Pk 55 f.

Knicken bei nach beiden Hauptachsen exzentrischem LastangrilT. Spannlingsverteilung
für die geschätzte Last, gemessene Last.

Buckling under eccentric load with reference to the two main axes. Distribution of tensions for
buckling load estimated. Bückling load mesured at test.

Fig. 35.
Essai de flambage sur un I DilT. N° 22. Distance entre les appuis-pointes 2,38 m

T 50, m„ 1, 7nv 1.
i

Knickversuch mit I Diff. N° 22. Schneidenentfernung, Schlankcilsgrad, Exzentrizitatsmass.
Bückling test on a 1 Dill'. X" 22. Distance between knife-edge Supports.

Sleiiderness ratio, degree of eccenlricilv.
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bage par rapport ä un des axes puis ensuite par rapport a l'autre, du fait que
les deux excentricites sinfluencent reciproquement.

Lors des essais, le flambage s'est produit essentiellement dans la direction
perpendiculaire ä Taxe y. La force de flambage est, d'autre part, influencee

Tableau 2.

Flambage dans le cas oü le point d'application de la force est excentrique
par rapport aux deux axes principaux.

Nogaüxet
points d'applicdh'on

de ta charge i i -14^ p/77-f

Negio d'eiancement - zrz4">

Excentricite />/x 0 m^ — 0 '»X
m>=_0 ms _^ 1 rns

mx:

l oree au flambage
mesuree. I l)ip. N° 14

i-:o 79 03 y.) i

Tciisiioii de flambage
mo\onne 2,72 1,78 1,43 1,2:» l/cm2

I 100 | 01)

Degre d'eiancement -. T>0

Excenh icite mx —0
ms=Q

//ixt_0 mK— 1

t)^ 1

Force au flambage
mesuree. I. D.ff. N° 22

20J 117 100 88

l\'i.hi(Ui »le llamb.ige
mo\ enne 2,o0 l.U 1,21 1,07

I 100 | 49

Degre d'eiancement -^60

Excentricite
ms 1 ///,:= I

!,.>

Force au flambage
mesuree. I Di ff. N° 18

110 8t G4

Tension de flambage
moyenne

2,3:i 1,40 1 22 1,00

| 100 | 00 l | 46

/
Degre (rölanccment- —80n i

Excentricite //*x— 0 mx_ 0
ws 1

mx — 1

m, -1
mx_ [,.}

Foice au flambage
mesuree. I Dip. N° 14

94 r»8 47 43

Tension de flambage
moyenne

2,13 d,3l 1,00 0,97

I 100 Ol DO 40
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aussi par Texcentricite dans la direction de Faxe des x lorsque certains
elements de la section sont sollicites en dessus de la limite de proportionnalite.
Le materiau possede donc dans ces zones un autre module de flambage. On peut
voir sur la fig. 3i la repartition d'une de ces tensions dans un profil en X.
Par tatonnements on determine la stabilite.

Le tableau 2 resume les resultats au flambage, obtenus avec des barres a X,
dont les elancements atteignaient 45, 50, 60 et 80, c'est-a-dire appartenaient
iia domaine interessant specialement la pratique. Le tableau donne les valeurs
('es tensions au flambage par charges axiales ainsi que la diminution produite
0fv trois excentricites differentes. Cette diminution est aussi notee en °/0
de teile facon qu'on peut, par interpolation, determiner des valeurs
directement utilisables dans les bureaux de

construction, en tenant compte d'un coefficient
de securite n.

*xe de gravite'-^

de la Charge
m-f

*'*

Point d'application
de la charge

m-t

VIII. Profils asym6triques.
Influence de la forme de la section.

La tension de flambage est, avant tout, fonc-

tion de l'elancement -. Dans les cas extremes,

il peut cependant arriver qu'il laille executer
des calculs precis, c'est alors que la theorie,
aussi bien que les essais, montrent clairement
que la forme de la section, quoique n'etant
pas determinante. joue cependant un röle
(fig. 36).

^La fig. 37 represente les essais avec des
poutrelles a T. Sous une charge axiale, le fer a

T flambe du cote de la semeile avec une
tension de flambage plus faible qu'un profil rec-
tangulaire de meme elancement. Si on oblige
la poutrelle ä flamber du cote de Tarne, on
remarque au contraire que la tension de flambage

est plus elevee que celle du profil rectan-
gulaire.

Si la charge est excentree — m 0,5 et m 1 — il est ä noter qu'on doit
determiner l'excentricite relative, c'est-a-dire le degre d'excentricite m, ä l'aide
du rayon du noyau inverse (rayon oppose au point d'application de la force).
Les resultats sont reportes sur la fig. 37; ils permettent de se rendre compte
qu'il y a bonne concordance entre theorie et essais.

On a observe que les charges au flambage des profils symetriques en forme
de X sont un peu plus faibles que Celles des profils rectangulaires; cette
difference est sans grande importance au point de vue pratique.

Noyau. ravons du noyau et ellipse
d'inerlic. Points d'application de
la charge correspondant au\
rayons invcrses du noyau.

Kern, Kernweiten und Träglieits-
ellipse. Druckmittelpunktc mit
den verschrankt gemessenen
Kennt eilen.

Gore, core radii and inertia ellipse.
Points of application of load
corresponding- to inverscd core
radii.
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IX. Calcul des barres ä treillis et ä, chässis.

Pour calculer les assemblages des barres comprimees — diagonales, mon-
tants, töles de liaison — il faut connaitre la grandeur de l'effort tranchant au
flambage. Cette derniere est donnee par la formule

Qmax Pk- /k« T (8)

Qmax depend donc de la valeur du flechissement fy qu'on introduit dans la
formule. Dans le cas d'une charge centree, le flechissement /k est theoriq^^%

Charge cenfre'e Charge excentree

Direction de
Flambement

Axe de gravite
Direction de — ^
Flambement P0,nkd'applicanbnV

Ä
Cote semelle de lacharge

h\ *.

Ragons du noyau
ih/erses

m=t

Cote ame

^JO
2.70

^25
*>.

^O
^2.0 190

*>§'5

^>V^ Iß

150 175

Courbes theoriques
section rectangulaire

IOO 125

>qre d'eiancement L:,
200

Fig. 37.

Influence de la forme de la section. Profils dissymetriques. Essais avec charges centrees,
flambement : libre du cote de la semelle et contraint du cote de l'äme.

Essais avec charges excentrees du cote de Tarne et du cote de la semelle.
Degres d'excentricite m 0,5 et m 1,0.

Einfluss der Querschnittsform. Unsymetrische Profile. Versuche mit exzentrischer Last.
Kuickrichtungen : frei nach der Flanschseite und erzwungen nach der Stegseite.

Versuche mit exzentrischer Last nach der Stegseite und nach der Flanschseite. Exzentricitätsmassc.
Influence of section shape. Unsymetrical profiles. Tests with central loads; buckling :

free on the Hange side and constrained on the web side. Tests with eccentric loads,
botli web and Hange. Degrees of eccentricity.

ment egal ä zero. Si l'on admet par contre certaines excentricites p, on peut
recourir a la methode du T.K.V.S.B. pour determiner la fleche critique j\
de la force de flambage Pk.

En tenant compte de diverses excentricites, on forme les produits Pk. j\,
necessaires ä la determination de l'effort tranchant. Lorsque l'excentricite croit,
la force de flambage diminue et le flechissement augmente ; on s'apercoit qua
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partir du degre d'excentricite m 0,25, les produits P^. /\ atteignent une
valeur a peu pres constante qui fournit le point d'appui desire pour les calculs.

Pour rendre l'application de la methode independante de la section, on
divise Fexpression, qui donne la valeur de Fetfort tranchant, par la section F
de la barre, de facon a obtenir le quotient

P^5 _ Q
(9)

/. F F '

Si on reporte graphiquement ce quotient en fonetion de l'excentricite et de

l'elancement, on s'apereoit qu'il ne varie pas beaueoup, meme quand excentricite

et elancement varient dans de larges limites (fig. 38).

t/cm2 Formu/e de Krohn -^

Degre d'eiancement — 30

0055

0.050

0.025

Yöleurs&ff^ 0020 -70

-^=1200.015

0.010

0005-
1.0 zo

d'excentricite' m= -£-
k

Rago.

\du noyau^

rSoudure
electrique

Fig. 38.

Valeurs y pour diflcrcnls degres d'eiancement et d'excentricite. — Acier deconstruetion.

Werte r: für verschiedene Schlankheüsgradc und verschiedene Exccntrizitäten — Haustahl.

Q
rr values for various slcnderness ratios and degrees of eccentricity. Structural steel.

Si l'on reporte sur le graphique la valeur de la formule de Krohn Q — —

Q 1
le quotient — — 0,035 t/cm2 se trouve etre une droite parallele aux abs-

cisses. Quoique la formule de Krohn donne des valeurs trop elevees et que les
deduetions sur lesquelles eile se base ne soient pas a l'abri de toute critique,
eile touche le fond meme du probleme.

Une fois l'effort tranchant trouve, on sait que la force de cisaillement pour
une barre ä äme pleine repond ä la formule

J

oü / longueur d'un panneau.
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Supposons qu on ait un profil a treillis compose de deux feis a U on peut
S l

poser pour la Aaleur y le quotient y dans lequel h represente la distance

—i
d£>

Membrures
CAPI4

R vets
11 mm

IOO /Q\'er p at
JA 6

Com eres

fOO \§S

wo \$s
1 90

55

00 ä?

wo ^y
I. 30

Degre delancement 90 55 50
Charge de flambage
theorique m f 47'

425

55*

595

66-t

68°Charge de flambage
mesuree m 1

fleche theor que 40 cm I95cm 090cm

Fleche mesuree 49 215 0 94

Tension theor que dans
la dagona/e ext en e 075 c/r7' 080t/crn* 090 t/cm*

Tension mesuree dans

j d^gonale sa! ime 060 065 065

lig 30

l
Hai res a ti eillis Degres d'eiancement - — 30, 5o et 90

l l
Gitteistabe Schlankheitsgrade - — 1 attice bars Hates of slendeiness-
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des centres de gravite des deux profils. On obtient, apres ce remplacement

T-Q.-J.

L'effort dans une diagonale est donne par

D= ; <x — angle que forme la diagonale avec la membrure.
cosa 01

Si la barre est assemblee par des töles de liaison, l'effort de cisaillement T
cree un moment

M T. -£ ; h0 ecartement des rivets (resp. 4-=^/?

des lignes de soudures) des töles de liaison.
Lors de ces calculs, on suppose que les

membrures sont tres rigides par rapport aux
töles de liaison, c'est-a-dire que les töles sont
maintenues paralleles le long de leur intersec- Herne.

1 ° 120/100.

tion avec les membrures.
Nous renvoyons a la fig. 3 pour l'examen

detaille de la determination du flechissement.
Le graphique indique aussi la fleche critique
A au point critique de stabilite.

Afin de pouvoir dessiner le graphique de la

fig. 38, on a calcule comme indique ci-dessus

les quotients pour un grand nomore

d'elancements en tenant compte pour chacun
d'eux d'excentricites variables. Pour Facier de

construction, la fig. 38 donne les valeurs

Membrures

._ 240/80/tO

J-.ji

Acier de construction
au silicium

P /* —

—
' iw

de facon qu'il est possible sans autres

indications de determiner TefTort tranchant.
On peut consulter sur le tableau de la fig. 39

les resultats des mesures executees sur des
barres a treillis en acier de construction. Les
tensions mesurees sur les diagonales du treillis
sont legerement inferieures aux valeurs
theoriques. 11 faut remarquer a ce propos que mon-
tants et diagonales ne possedent pas des nceuds

articules, parfaitement mobiles, meine lorsque
Fassemblage n'est assure que par un seul rivet
et que, d'autre part, les membrures des poutres sont continues. II en resulte
que l'ensemble agit un peu comme une serie de cadres qui aide a re*partir
les efforts. En calculant selon la theorie developpee ci-dessus, on obtient un
treillis un peu plus leger que p. ex. en calculant suivant la formule de

Krohn; toutefois les valeurs trouveas se rapprochent mieux de la realite.

m*Q5 Charge de flambage theorique « tffJ r
m*0.5 Charge de Cfambage mesuree { 'BO f.

Liernes extremes ;
Tension theorique dans la fibre extreme

- t35t.tr;2

Jension mesuree dans la fibre extreme
(moyenne) -1,50 I. 'cm -

Fig. 40.

Harre ä chässis. Degre d'elan-

cemcnt - 40.
i

Rahmenstab. Schlankhcits;;r.id.
Frame bar. Slenderness ratio.



90 M. Ros

A propos du tableau de la fig-. 40, nous faisons remarquer que les barres ä

chässis sont en acier au silicium avec toles de liaison soudees electriquement.
Par cornparaison avec les valeurs theoriques, on s'apercoit que les forces de

flambage mesurees sont legerement plus faibles, les tensions aux aretes un peu
plus elevees ; ceci s'explique du fait des forces additionnelles et des tensions
dues ä l'action des cadres. D'ailleurs les differences constatees sont sans importance

pratique.

SSE

-

45

I

I
41 42

Fig. -il.
Essai de flambage sur une barre a chässis. Distance entre les appuis ä couteau 3,30 m.

Degre de l'elancement - iO ; dcgrci d'excentricite m 0,5.

Knickvei'sucli mit Ralimenslab. Schneidenentfernung, Schlankheitsgrad, ExzentriziläUmass.
Bückling test on a frame bar. Distance between knife-edge Supports ;

sleiiderness ratio, degree of eccentricity.
Fig. 42.

Vue de detail de la barre flambee.
Einzelheit zum ausgeknickten Stab.

Illustration of a buckled bar.
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La limite de proportionnalite de l'acier au silicium est plus elevee que celle
de l'acier de construction. Les tlechissements correspondants a des charges

43 44

Fig. 13.

Essai de flambage sur une barre a treillis. Degre d elancement - ,i5.

Premiere phasc : Flambage de la barre cnliere.
Knickversuch mit Gitterstab. Erste Phase : Stab als Ganzes ausgeknickt. Schlankheitsgrad.

Buckling test on a lattice bar. Sleiiderness ratio. First phase : Buckling of whole bar.

Fig. ii.
Essai de flambage sur une barre a treillis. Degre d elancement - 55.

Deuxieme phasc : Flambage local de la membrure.
Knickversuch mit Gitterstab. Schlankheitsgrad. Zweite Phase : Gurtungsstab

örtlich ausgeknickt.
Bückling test on a lattice bar. Slenderncss ratio.

Second phase : Local buckling of the component parts.
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<j -p > Up acier construcL i sont plus petils que ceux de l'acier de construction

; par contre, la force portanle au flambage est plus elevee. Les produits
VA

/
determines pour l'acier de construction, sonl aussi, comme les essais le

montrent, valables approximativement pour ces dernieres barres.

45

ä *
"Wj d

¦¦ ä ar

"mA *
ß -*40

mSa
Sa

*A

¦^_|

46

Fig. 45.

Vue de detail de la barre flambec.
Einzelheit zum ausgeknickten Stab.

Illustration of a bucklcd bar.

Fig. 46.

Essai de flambage sur une barre ä treillis. disposee horizontalement.

Distance entre les appuis a couteau 5.18 m. Degre d'eiancement - 90.

degre d'excentricite m I

Knickversuch mit Gitterträger, waagrecht gelagert. Schiieideneatferiiung,
Schlankheitsgrad, Exzentrizitatsmass.

B ickling test on a lattice liar, placed horizontally. Distance between knife-edge Supports
sleiiderness ratio, degree of eccentricity.

Les barres ä treillis et ä chässis qui furent examinees avaient ete dimen-
sionnees de (eile sorte que, theoriquement, ellcs devaient flamber comme une
barre simple et non localement, ce qui est d'ailleurs arrive lors des essais.
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Ce n'est qu'apres avoir atteint la charge de flambage, lorsque la barre compo-
see continue de flechir, que la membrure la plus sollicitee, situee du cote con-
cave, a flambe dans le sens du moment d'inertie minimum. Le processus de

flambage des barres ä treillis est represente sur les fig. 43- i6, celui des barres
a chässis sur les fig. il et 42.

Resum£.

A. Sommaire.

I. Suppositions.
II. Processus du flambage.
III. Compression centree et excentree :

1) acier de construction ;

2) acier de construction au silicium ;

3) acier de construction ä haute resistance (Ac 52);
4) tubes d'acier pour avions ;

5) fönte grise;
0) metaux legers (duraluminium, avional, anticorodal) ;

7) bois de construction;
8) beton arme.

IV. Flambage dans le cas d'une charge transversale invariable agissant au
milieu de la barre.

V. Flambage des barres a axe de courbure continue.
VI. Flambage dans le cas oü le point d'application de la force est excen¬

trique et la direction du flambage perpendiculaire au plan de la
force.

VII. Flambage dans le cas oü le point d'application de la force est excen¬
trique par rapport aux deux axes principaux.

VIII. Profils asymetriques. Influence de la forme de la section.
IX. Calcul des barres a treillis et ä chässis.
X. Resume et conclusions.

B. Conclusions.

1) La methode de calcul appliquee pour la determination de la force de flambage

des barres comprimees par des forces excentrees a, si on tient compte
des suppositions faites, une valeur d'ordre tout ä fait general.

Elle se base sur la connaissance du diagramme tension-deformation d'un
materiau de construction et presuppose que les conditions d'equilibre et de

deformation, exprimees par l'equation dilferentielle de la ligne elastique de la
barre flechie, sont remplies.

Cette methode rend possible la determination de la fleche correspondant a la
charge de flambage.
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2) Les lois qui regissent le flambage par charges excentrees, dans les
domaines de l'elasticite et de la plasticite, ont ete examinees theoriquement
et verifiees experimentalement pour

l'acier de construction,
l'acier de construction au silicium,
l'acier de construction a haute resistance (Ac 52),
les tubes d'acier pour avions,
la fönte grise,
les metaux legers,
le bois de construction et
le beton arme.
Les resultats theoriques et les verifications experimentales presentent une

concordance tres satisfaisante. Les ecarts constates restent dans les limites des
variations des chilfres de resistance et de deformation du materiau examine.

3) L'excentricite du point d'application de la force est cause d'une diminution

de la charge de flambage. L'influence de cette excentricite est plus a

craindre pour les barres trapues et a elancement moyen (-< 100 j que pour

les barres elancees et tres elancees I -. > 100

Lorsque l'excentricite augmente, la diminution de la force de flambage est
plus faible en comparaison de l'augmentation du degre d'excentricite.

4) Gräce a 1'encastrement des deux extremites des barres d'eiancement
moyen, on constate une augmentation de la force de flambage qui varie
suivant le materiau de construction mais qui est en general peu importante. Si
les extremites de la barre encastree ont un peu de jeu ou subissent de petites
deformations, l'augmentation de la force de flambage peut etre annulee.

5) On considere comme points caracteristiques du diagramme compression-
raccourcissement :

la limite de proportionnalite <7p,

la limite d'ecoulement sf et
la resistance a la compression des prismes debout p ßd.

A l'aide de ces valeurs et du coeflicient d'elasticite E, correspondant ä la
limite de proportionnalite. il est possible de determiner approximativement la
ligne des tensions de flambage pour la compression axiale en fonction de
l'elancement.

Jusqu'a la limite de proportionnalite la tension au flambage peut etre calcu-
lee ä l'aide du coefficient E, d'apres Euler.

(-'

Entre la limite de proportionnalite <jp et la limite d'ecoulement <jf (c'est-a-dire

avec une approximation süffisante, pour t 35, s'il s'agit d'un acier de

construction), la ligne des tensions de flambage se reduit a une droite. Elle est
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valable jusqu'aux elancements suivants correspondant ä la resistance ä la

compression des prismes debout :

pour les aciers de construction- - 10
1 i

» le bois de construction t - 20
i

» le beton arme - ~ 35

11 ^

a i

G-)
Dans le domaine de la resistance ä la compression des prismes (pßd), la ligne

des tensions de flambage est parallele ä Taxe -. Pour les aciers de construction,

on remplace la resistance a la compression des prismes debout par la
lesistance a la traction calculee pour la section initiale, non deformee.

Lorsque le diagramme tension-allongement ne presente pas une limite
d'ecoulement bien caracterisee — bois, beton arme —? la ligne des tensions de

flambage se trouve etre la droite qui relie la limite de proportionnalite ä la
resistance a la compression des prismes debout.

Dans le cas du flambage par charges excentrees des materiaux de construction

les plus importants :

acier — bois — beton arme,
on se sert des coeflicients de reduction suivants pour calculer les valeurs des
tensions de flambage. On pose dans ce cas <jk centn§ 1,0.

Materiau Degre d'excentricile

de construction
m 0 m i m 2 m 3

Acier i,0 0,55 0,40 0,33

Bois 1,0 0,55 — 0,35

Beton arme 1,0 0,45 0,25 —

(flg. 7, 23 et 20)

G) Une charge transversale agissant au milieu, et perpendiculairement a

Taxe de la barre, diminue la force de flambage de cette barre comprimee par
des forces centrees ou excentrees. Le graphique de la fig. 30 donne les valeurs
de la charge de flambage avec charge transversale en pourcent de la charge
de flambage par force centree sans charge transversale pour l'acier de
construction. Ce graphique peut rendre en pratique des Services tres appreciables.

Le graphique de la fig. 6, se rapportant a l'acier de construction, permet de
determiner les valeurs des forces de flambage avec une precision bien
süffisante pour la pratique. L'excentricite (/>) du point d'application de la force au
milieu de la barre est determinee a l'aide de la relation

l
II. 4

P= ö*k ml.
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7) Si une barre est comprimee par des forces excentrees avant leur point
d'application sur un des axes principaux, la force de flambage, dans la direction

perpendiculaire au plan d'excentricite, subit une diminution des que la
limite de proportionnalite est depassee. L'importance de cette diminution
depend de la forme de la section de la barre, de la grandeur de l'excentricite
du point d'application de la force et de l'allure du diagramme tension-allongement.

Les barres en acier de construction qui ont ete examinees fournissent
des renseignement tres precieux en pratique.

8) Les barres sollicitees a la compression, au-dessus de la limite de
proportionnalite, par des forces excentrees par rapport aux deux axes principaux
presentent une diminution considerable de leur force de flambage. II n'est pas
possible d'etablir des regles generales, chaque cas particulier doit etre examine

pour lui-meme. La Classification sous forme de tableau des resultats d'essais
obtenus avec l'acier de construction, peut rendre de precieux Services lors d'une
premiere estimation.

9) Lorsqu'on connait la fleche de flambage /k, il est possible de determiner
P /* —

l'effort tranchant Qmax —'' correspondant a lacharge de flambage, et par

la de dimensionner les liaisons — treillis, töles de liaison — des barres comprimees

par des forces excentrees. Les barres a treillis ou a chässis, comprimees

par des forces excentrees, peuvent de ce fait etre composees de teile
maniere qu'elles aient une charge portante de flambage equivalente ä Celles
des barres ä äme pleine. On admettra pour les membrures d'une barre a chässis

un degre de securite au flambage plus eleve que pour la barre entiere, du
fait quo les membrures ont ä supporter des sollicitations additionnelles.

10) Lorsqu'on connait les modules de flambage pour differentes tensions au
centre de gravite — tension initiale uniformement repartie ou tension de
base — et diverses differences des deformations specifiques des fibres extremes
— courbure de la ligne de flexion —, par exemple pour l'acier de construction
suivant la fig. 5, il est possible de calculer :

a) la deformation des poutres sollicitees en dessus de la limite de
proportionnalite a la flexion seule ou ä la flexion avec force longitudinale;

b) la stabilite au flambage des barres sollicitees a la compression ou ä la
compression et ä la flexion, meme dans le domaine de la plasticite.

En lieu et place du coefficient d'elasticite E, on introduit le module de flambage

Tk.
La concordance de l'integration de l'equation differentielle de la ligne de

flexion
ei2!/ _ M
</./2 " Tk. J

avec la ligne de flexion admise selon le procede de Mohr-Vianello permet la
Solution du probleme.



La stabilite des barres comprimees par des forces excentrees 97

Zusammenfassung.

A. Inhaltsverzeichnis.
I. Voraussetzungen.

II. Wesen des Knickens.
III. Zentrisches und exzentrisches Knicken.

1) Baustahl
2) Silizium-Baustahl
3) Hochwertiger Baustahl St 52

4) Stahlrohre für Flugzeugbau
5) Gusseisen
6) Leichtmetalle — Duraluminium, Avional, Anticorodal
7) Bauholz
8) Eisenbeton.

IV. Knicken bei einer in der Stabmitte wirkenden unveränderlichen Quer¬
belastung.

V. Knicken von Stäben mit stetig gekrümmter Axe.
VI. Knicken bei exzentrischem Kraftangriff, Knickrichtung winkelrecht zur

Kraftebene.
VII. Knicken bei einem nach beiden Hauptaxen exzentrischen Kraftangriff.

VIII. Unsymmetrische Profile. Einfluss der Querschnittsform.
IX. Berechnung der Gitter- und Rahmenstäbe.
X. Zusammenfassung und Schlussfolgerungen.

B. Schlussfolgerungen.
1) Das angewandte Berechnungsverfahren für die Bestimmung der Tragkraft

exzentrisch gebrückter Stäbe besitzt, unter Beachtung der gemachten
Voraussetzungen, allgemeine Gültigkeit.

Es stützt sich auf die Kenntnis des Spannungs-Dehnungs-Diagrammes eines
Baustoffes und die Erfüllung der durch die Differentialgleichung der elastischen
Linie des gebogenen Stabes ausgedrückten Gleichgewichts- und Verformungsbedingung.

Es ermöglicht die Bestimmung des der Knicklast entsprechenden
Biegepfeiles.

2) Die Gesetzmässigkeit des exzentrischen Knickens im elastischen und
plastischen Gebiet wurde theoretisch untersucht und durch Versuche überprüft

für
Baustahl,
Silizium-Baustahl,
hochwertigen Baustahl St 52,
Stahlrohre für Flugzeugbau,
Gusseisen,
Leichtmetalle,
Bauholz und
Eisenbeton.
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Die Uebereinstimmung zwischen den Ergebnissen der Theorie und der
Versuche ist gut. Die Abweichungen liegen innerhalb des Streuungsgebietes
der Festigkeitseigenschaften und des Verformungsvermögens der untersuchten
Baustoffe.

3) Die Exzentrizität des Kraftangriffes vermindert die Knicktragkraft. Der
Einfluss des exzentrischen Kraftangriffes wirkt sich bei gedrungenen und

mittelschlanken Stäben - < 100 verhängnisvoller aus als bei schlanken und

sehr schlanken Stäben (-.- > 100

Mit wachsender Exzentrizität fällt das Tragvermögen in vergleichsweise
geringerem Masse ab als das Exzentrizitätsmass selbst zunimmt.

4) Durch die Einspannung der Stabenden wird für das Gebiet der
mittelschlanken Stäbe die Knicktragkraft für die verschiedenen Baustoffe in verschieden

hohem, zumeist geringem Masse erhöht. Kleine Nachgiebigkeiten der
elastisch eingespannten Stabenden können die Erhöhung der Tragkraft verwirken.

5) Als charakteristische Punkte des Druck-Stauchungs-Diagrammes gelten
die Proportionalitätsgrenze ap
die Fliessgrenze af und
die Prismendruckfestigkeit pß(i,

welche mit dem der Proportionalitätsgrenze zugeordneten Elastizitätsmodul E
die angenäherte, für die Praxis sehr wertvolle Bestimmung der Knick-
spannungslinie für zentrisches Knicken, als Funktion des Schlankheitsgrades

ermöglichen.
Bis zur Proportionalitätsgrenze gilt die mit E berechnete Knickspannung

t:2
ffk -^-2- E.<crp

Zwischen der Proportionalitätsgrenze <jp und der Fliessgrenze <jf, welcher

bei Baustählen im Mittel und genügend genau ein Schlankheitsgrad von - 35

zugeordnet ist, wird die Knickspannungslinie durch eine Gerade begrenzt,
welche bis zu den der Prismendruckfestigkeit pßa noch entsprechenden
Schlankheitsgraden

für Konstruktionsstähle -. - 10

für Holz

für Eisenbeton 4-35 (- 10

(H)
~ 20 (- 6

\a
gilt-

Innerhalb des Bereiches der Prismendruckfestigkeit pßd weist die

Knickspannungslinie zur - -Axe parallelen Verlauf auf. Bei den Baustählen ist die



La stabilite des barres comprimees par des forces excentrees 99

Prismendruckfestigkeit durch die Zugfestigkeit, bezogen auf den ursprünglichen,

unverformten Querschnitt, zu ersetzen.
Zeigt das Spannungs-Dehnungs-Diagramm keine ausgesprochene Fliessgrenze

— Holz, Eisenbeton — so gilt die die Proportionalitätsgrenze mit der
Prismendruckfestigkeit verbindende Gerade als Knickspannungslinie.

Für exzentrisches Knicken gelten für die wichtigsten Baustoffe
Stahl — Holz — Eisenbeton

nachfolgende Abminderugs-Koeffizienten, bezogen auf die Knickspannungs-
werte für zentrisches Knicken, 7r zentrisch gleich 1,0 gesetzt.

Exzenlrizitätsmass
Baustoff

m ü m 1 m 2 m =_ 3

Stahl 1,0 0,55 0,40 0,33
Holz 1,0 0,55 — 0, 35

Eisenbeton 1,0 0,45 0,25 -
Abb. 7,23, und 20).

6) In der Stabmitte winkelrecht zur Stabaxe wirkende Querbelastungen H
vermindern die Tragkraft auf Knicken von zentrisch und exzentrisch gedrückten
Stäben. Das Graphikon der Abb. 30, welches die Knicktragkräfte mit
Querbelastung in Prozenten der zentrisch wirkenden Knicktragkräfte ohne
Querbelastung für Baustahl angibt, leistet für den praktischen Gebrauch sehr
schätzenswerte Dienste.

Für die Praxis ausreichend genaue Werte der Knicktragkräfte lassen sich
für Baustahl anhand des Graphikons der Abb. fi ermitteln. Dia Exzentrizität
des Kraftangriffes/) in Stabmitte wir daus der Beziehung.

p= p—rKieil
ermittelt.

7) Bei in einer der Hauptaxen exzentrisch gedrückten Stäben wird bei
Ueberschreitung der Proportionalitätsgrenze die Knickkraft auch für die zur
Exzentrizitätsebene winkelrechte Richtung abgemindert. Das Mass der Abmin-
derung hängt von der Querschnittsform des Stabes, der Grösse der Exzentrizität
des Kraftangriffes und vom Verlauf des Spannungs-Dehnungsdiagrammes ab.
Die untersuchten Stäbe aus normalem Baustahl liefern für die Praxis wertvolle
Anhaltspunkte.

8) Nach beiden Hauptaxen exzentrisch gedrückte und über die
Proportionalitätsgrenze beanspruchte Stäbe weisen einen sehr starken Abfall der
Knick-Tragfähigkeit auf. Allgemein gültige Regeln lassen sich nicht aufstellen ;

jeder Einzelfall ist zu untersuchen. Die tabellarische Zusammenstellung der
gewonnenen Versuchsergebnisse für normalen Baustahl leistet wertvolle Dienste
für die angenäherte, erste Einschätzung.

9) Die Kenntnis des Knickbiegepfeiles /k ermöglicht die Bestimmung der
PkA-der Knicklast zugeordneten Querkraft Qmav

/
und dadurch die lk
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messung der Verbindungen — Vergitterungen, Bindebleche — von exzentrisch
gedrückten, gegliederten Stäben.

Exzentrisch gedrückte, vergitterte Stäbe oder durch Bindebleche verbundene
Rahmenstäbe können somit derart ausgebildet werden, dass sie in ihrer
Tragfähigkeit auf Knicken den vollwandigen Stäben praktisch gleichwertig sind.
Bei Rahmenstäben ist zufolge zusätzlicher Beanspruchungen der Gurtungen,
deren Knicksicherheitsgrad höher zu wählen als für den Rahmenstab als
Ganzes.

10) Die Kenntnis der Moduli Tk für verschieden hohe Schwerpunktspannungen
— Grundspannungen — und verschiedene Differenzen der

Randfaserdehnungen — Krümmung der Biegelinie — z. B. für Baustahl entsprechend
der Abb. 5 ermöglicht die Berechnung der Verformung von auf reine Biegung
oder Biegung mit Längskraft über die Proportionalitätsgrenze beanspruchten
Trägern, sodann
die Bestimmung der Knickstabilität von beliebig auf Druck oder Druck und
Biegung auch im piatischen Bereich versagenden Stäben.

An Stelle des E-Moduls tritt der Tk-Modul.
Die Uebereinstimmung der Integration der Differentialgleichung der

Biegelinie

d*ij M
rf"*5"" TkJ

mit der angenommen Biegelinie nach dem Verfahren von Mohr-Vianello gibt
die Lösung des Problems.

Summary.

A. Contents.
I. Assumptions.

II. Mode of buckling.
III. Buckling under central and eccantric loads.

1. Structural steel.
2. Structural silicon-steel.
3. High grade structural steel (st 52).
4. Steel tubes for aircraft construction.
5. Cast iron.
6. Light metals—duralumin, avional, anticorodal.
7. Timber.
8. Reinforced concrete.

IV. Buckling under a constant transverse load acting in the middle of the
bar.

V. Buckling of bars having a continuous bending axis.
VI. Buckling in the case of eccentrically applied load, the direction of buck¬

ling being perpendicular to the plane of the load.
VII. Buckling in the case where the load is applied eccentrically with reference

to the two main axes.
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VIII. Unsymmetrical sections. Influence of the shape ofthe section.
IX. Calculation of trellis and frame bars.
X. Recapitulation and conclusions.

B. Conclusions.

1) Under the assumptions made in the foregoing, the method of calculation
followed for determining the resistance of bars to a load applied eccentrically
may be taken to apply in the generality of cases.

It is based upon the information derived from the tension-extension diagram
of structural materials, and depends upon compliance with the equilibrium
and deformation conditions that ensue from the differential equation of the
elastic line of the bent bar.

It allows the deflexion corresponding to the buckling load to be determined.

2) The occurence of eccentric buckling in the elastic and plastic realm has
been investigated theoretically and confirmed by tests for.

Structural steel;
structural Silicon steel
high grade structural steel (St 52] ;

steel tubes foraircraft construction;
cast iron ;

light metals ;

timber and;
reinforced concrete.
There is good agreement between the findings of theory and the test results.

The deviations lie within the normal Variation limits in the figures defining the
strength properties and the deformations capacity ofthe material dealt with.

3) Eccentricity in the application of the stress decreases the buckling
load. The influence of the eccentric stress in the case of stout and medium-

sized barsl t < 100 jappears to be greater than in that of thin and verv thin

bars^ >100

With increasing eccentricity, the buckling load decreases proportionately
slowerthan the increase in eccentricity.

4) By clamping the two ends of the bar the buckling strength, in the case
of medium thin bars of the various materials, is increased to a varying but
mostly small extent. A slight yielding at the elastically clamped bar ends may
have a counteracting etfect upon an increase in resistance.

5) The pressure-compression diagram is characterised by
the limit of proportionality <rp ;

the limit of flow <jf;
and the crushing strength of aprism pc(l which, with the modulus of elasticity
E coordinated to the limit of proportionality, allow a close determination of
the buckling tension-line for central compression as a function ofthe slender-
ness ratio, this being of great value in actual practice.
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The buckling tension calculated with E from Euler's formula orw -7^-2^ — ffp

applies up to the limit of proportionality.
Between the limit of proportionality crp and the limit of flow <jr, which in

the case of structural steels corresponds to a sufficiently approximate average

value of- =35 the buckling tension-line is limited by a straight one which

still applies to the values - that correspond for the crushing strength of a prism

for structural steels to

for timber to

for reinforced concrete to -
1

- 10
1

20

35

a

ä

Within the sphere of prism crushing strength, the buckling tension-line

shows a parallel run with reference to the .-axis. In structural steels, the prism

crushing strength is to be replaced by the tensile strength referred to the
original non-deformed section.

When the tension-expansion diagram has no marked limit of flow (Timber,
reinforced concrete), then the straight line connecting the limit of proportionality

with the prism crushing strength serves as buckling tension-line.
In the case of an eccentric load and for the most important structural materials

;

steel, timber, reinforced concrete,
the following, diminishing coefficients. referred to the buckling tension values
for a central load, apply, taking (7k central 1,0

Structural Degree of eccentricity
Material ro 0 ,m=l m 2 m 3

Steel

Timber

1.0

1.0

1.0

0.55

0.55

0.45

0.40

0 25

0.33

0.35

Beinforced concrete

(fig. 7, 23 and 26).

6) The transverse loads H which act in the middle of the barat right angles
to the bar axis decrease the buckling resistance of centrally and eccentrically
loaded bars. The diagram, fig. 30, which illustrates the buckling loads with
transverse loading in per cent. values of the centrally operating buckling
loads without transverse loading for structural steel, gives valuable data in
practical work.
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For structural steel sufficiently accurate values for buckling resistance
figures and for practical purposes can be derived from the diagram fig. 6. The
eccentricity (/>) of the elfect of load in the middle of the bar is obtained from
the equation

P ö* k 10.»

7) In the case of bars eccentrically loaded, the overstepping of the limit
of proportionality in one of the main axes decreases the buckling load for the
eccentric plane in a right angle location.The measure of decrease depends upon
the shape of the bar section, the extent of eccentricity, the Operation ofthe load
and the run of the tension-expansion diagram. The bars of structural steel
experimented with provide valuable Information for practical work.

8) In the case of bars which have been eccentrically loaded in regard to
bath main axes and over the limit of proportionality, there is a very heavy
drop in buckling load. Rules for general application cannot be arrived at ;

everv instance must be considered separately. The data in tabular form yield-
edby the test salready made for structural steel are most serviceable for making
a first approximation,

9) When knowing the buckling detlection Fk one can determine the trans-
Pk.Fk.z

verse load Qmav —— - coordinated tho the buckling load and hence the

dimensions max. of connexions, such as lattice work and junction plates, of
bars under an eccentric load.

Bars arranged in lattice work or frame bars connected by junction straps,
and subjected to an eccentric load, can be so designed that in resistance to
buckling they are practically equal to füll plate bars. In frame bars, owing to
the additional stress, the buckling safety coefficient of the straps should be
selected higher than for the frame bar in itself.

10) When knowing the buckling moduli for differently high centre of gra-
vity stresses (initial stresses) and various differences in the elongation of the
outside fibres — curvature of the bending line — for example in the case of
structural steel (see fig. 5) it is possible to calculate the deformation of girders
subjected to pure bending or bending under longitudinal force above the limit
of proportionality, then to determine the buckling stability of bars which fail
under pressure, or pressure and bending, also in the plastic ränge.

The E modulus is replaced by the Tk one.
The agreement of the integration ofthe dilferential equation of the bending

line
r/8// _ _M
7ix~* ~ TT.1

with the bending line according to the Mohr-Yianello process gives the Solution

of the problem.
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Designations

Bezeichnungen

M, Moment interieur Inneres Moment Internal moment
Ma Moment exterieur Aeusseres Moment External moment
P Force ou charge Kraft oder Last Force or load
Pk Force de flambage Knickkraft Buckling load
E Module d'elasticite Elastizitätsmodul Modulus of elasticity
Tk Coefficient de flambage Knickmodul Modulus of buckling
F Section Querschnitt Section
J Moment dinertie Trägheitsmoment Moment of inertia
i Rayon de giration Trägheitsradius Radius of gyration
°v Limite de proportionProportionalitätsgren - Limit of proportiona¬

nalite ze lity
<7f Limite d'ecoulement Fliessgrenze Limit of flow
% Resistance ä la traction Zugfestigkeit Tensile strength
ßd Resistance ä la com¬

pression
Druckfestigkeit Compression strength

ßb Resistance ä la flexion Biegungsfestigkeit Bending strength
pßd Resistance d'un prisme PrismendruckfestigCrushing strength of

ä la compression keit prism
ff Tension Spannung Tension
ffk Tension de flambage Knickspannung Buckling tension
1 Longueur, longueur au Länge, Knicklänge Length, collapsing

flambage length
h Hauteur, hauteur de la Höhe, QuerschnittsHeight, height of sec¬

section höhe tion
a Largeur Breite Width
P Rayon de courbure Krümmungsradius Radius of curvature
A Difference des allongeDifferenz der RandfaDifference in elonga-

ments des fibres exserdehnungen tion of outside fibres
tremes

f Fleche Pfeil Deflection
fk Fleche au flambage Knickpfeil Buckling deflection
P Excentricite Excentrizität Eccentricity
k Grandeur du noyau

central
Kernweite Core dimension

Degre d'eiancement Schlankheitsgrad

m= Degre d'excentricite
k

Excentrizitätsmass

Sleiiderness ratio

Degree of eccentricity
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