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Principes de la theorie de la plasticite.

Grundlagen der Plastizitätstheorie.

Fundamental Principles of the Theory of Plasticity.

Dr. techn. J. Fritsche,
Professor an der Deutschen technischen Hochschule, Prag.

1° — Introduction.

Autrefois toutes les questions de resistance etaient basees sur l'hypothese du

comportement elastique du materiau. Aujourd'hui par contre, en se basant sur
les mesures executees sur les ouvrages et, dans les laboratoires d'essai des

materiaux, sur les eprouvettes etirees jusqu'aux environs de la limite de rupture,
on reconnait qu'une teile idealisation du materiau ne peut correspondre partout
ä la meme securite contre l'apparition d'etats dangereux. Si l'on n'ignore plus
depuis longtemps qu'un comportement purement elastique est lie ä des limites
relativement etroites de sollicitation, on, a base ce point de vue sur le fait que les

sollicitations engendrees par la charge utile ne devraient pas sortir de ces limites
d'elasticite. On croyait pouvoir determiner sur la base des tensions calculees

d'apres la theorie de l'elasticite un critere du degre de securite de la construction
et avant tout du degre de securite de toutes ses parties. On fixait une tension
admissible et l'on exigeait qu'elle ne soit pas depassee sur l'effet des charges
utiles. Cette echelle des tensions est tres agreable pour le dimensionnement
pratique de nos ouvrages car eile libere l'ingenieur des questions soulevees et souvent

inquietantes au sujet de la securite de son projet; la question de la securite

apparait alors liee ä la determination des contraintes admissibles. On rencontre
cependant des le debut des difficultes, car dans le calcul de la resistance on ne

peut introduire que des valeurs simples de la resistance du materiau, comme par
exemple la limite inferieure d'ecoulement de l'acier öFu que l'on peut determiner

par les essais ordinaires de traction. La limite de proportionnalite ne doit plus
etre prise en consideration car l'on a reconnu que l'on calcule toujours avec
suffisamment d'exactitude, en admettant un comportement purement elastique
jusqu'a l'atteinte de la limite inferieure d'ecoulement.

Tant que dans les ouvrages apparaissent les memes etats de tensions que ceux

que l'on peut provoquer sur une eprouvette, la question de la securite est claire;

le coefficient de securite est alors n 3 Pour la determination des etats de
Oadm

tension ä plusieurs axes on a etabli les conditions d'ecoulement connues et l'on
a contröle par des essais1 quelle etait l'hypothese de Mises-Huber-Hencky, basee

1 M. Ros et Eichinger: Versuche zur Klärung der Frage der Bruchgefahr. I. Flußstahl.
Rapport No. 19 du Laboratoire Federal d'Essais des Materiaux, Zürich.
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18 J. Fritsche

sur la comparaison du travail de deformation, qui correspondait le mieux ä la
realite pour l'acier doux de construction. On a la forme suivante pour l'etat
plan de tension qui est souvent essaye:

— Öadm. > ]/ Ö!
2 — Ö! <52 + Ö22.

'
(l)

De tous les procedes de dimensionnement bases sur l'echelle des tensions on
a retenu l'hypothese que l'ecoulement du materiau se produit ä l'endroit oü les
tensions les plus defavorables atteignent la limite inferieure d'ecoulement öfu
et qu'ä ce moment le Systeme portant est arrive ä sa limite de resistance. Des
etats de tension uniformes existent dans des treillis idealement constitues. L'hypothese

ci-dessus nous conduit ä la conclusion qu'un treillis ne peut plus rien
supporter ä partir du moment oü une de ses barres a atteint la limite inferieure
d'ecoulement. Des considerations simples2 nous fönt voir que cette conclusion
n'est realisee que pour des treillis isostatiques tandis que dans le cas des treillis
hyperstatiques on peut encore avoir de fortes augmentations de charge avant

que le Systeme portant s'affaisse sous l'effet de la charge. Cette hypothese n'est

pas valable non plus pour la plastification d'une section rigide; de toute fagon
l'on a dans ce cas des etats de tension irreguliers dont l'influence sur l'ecoulement

doit encore etre recherchee. Maier-Leibnitz3 a montre par des essais ob-
jectifs que l'atteinte de la limite d'ecoulement ä l'endroit le plus defavorablement
sollicite ne compromet pas l'existence d'un ouvrage; ces essais demontrent plutöt
que les apparitions d'ecoulement doivent avoir penetre profondement dans la
section pour engendrer un aecroissement de la vitesse de deformation lors d'une
augmentation de la surcharge.

C'est ici que se place la theorie de la plasticite qui a pour täche la
determination de la resistance reelle d'une construction en tenant compte du processus
d'ecoulement. Par suite du fait que l'atteinte de la limite d'ecoulement ä
l'endroit d'une pointe de tension elastique ne compromet pas du tout l'existence de

l'ouvrage, la theorie de la plasticite ecarte l'echelle des tensions et par le fait
meme le principe de la contrainte admissible pour introduire en tant que securite
le rapport entre la charge supportable et la charge utile. Les procedes de
dimensionnement bases sur la theorie de la plasticite seront souvent designes par
«procede de l'equilibre plastique >.

2° — Le mecanisme de la deformation plastique.

La conception exacte de l'influence du processus d'ecoulement sur la resistance

nous oblige ä nous faire une representation sur sa nature et ses proprietes
physiques. L'acier est un agglomerat de cristaux et une etude severe nous
obligerait de partir des deformations des cristaux pris individuellement pour en
deduire la deformation du materiau; la disposition irreguliere des cristaux ne
nous permet pas de proceder autrement que par methode statistique. Le cristal
lui-meme est anisotrope dans ses proprietes de resistance tandis que l'agglomerat

2 M. Grüning: Die Tragfähigkeit statisch unbestimmter Tragwerke aus Stahl bei beliebig
häufig wiederholter Belastung. Berlin 1926, J. Springer.

3 Maier-Leibnitz: Versuche mit eingespannten und einfachen Balken von I-Form aus Stahl 37.
Bautechnik 1929, Heft 20, p. 313.
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presente une quasi-isotropie lorsqu'on le considere mecaniquement, c'est-ä-dire
lorsque l'on considere un morceau du materiau contenant un grand nombre de
eristaux. Pour une disposition determinee de ses directions principales, un cristal
se deforme d'abord elastiquement en etirant son reseau atomiques sous l'influence
des forces exterieures. Lorsque cet etirement a atteint une certaine valeur, la
.stabilite du reseau est troublee et il en resulte un glissement des couches

atomiques suivant des plans et des directions determinees definies par la cristallo-
graphie. On peut, d'une maniere tres approximative, representer le diagramme
des tensions-allongements d'un cristal par celui d'un corps idealement plastique.
Un ecart ne se produit que pour les grandes deformations car on obtient alors
une nouvelle stabilite du reseau par apparition d'une solidification. Par suite de
la disposition variee dans un agglomerat des directions principales des cristaux,
ces derniers glisseront vers des tensions limites tres differentes pour une direction
determinee des forces exterieures. Les glissements sont naturellement tres petits
de teile sorte que des instruments d'une precision extra-ordinaire sont necessaires

pour les determiner; si l'on tient compte de ces relations, l'on aura aucune
deformation continue de 1 agglomerat; la deformation est en realite irreguliere et

etagee. Les observations de Kollbrunner4 en sont une excellente demonstration.
Les hypotheses d'ecoulement de Böker5 et Brandtzaeg6 reposent sur la representation

d'iles plastiques, dont les environs sont elastiques, qui deviennent toujours
plus grandes et plus nombreuses avec l'accroissement de la surcharge. Ces
hypotheses ne sont malheureusement pas encore assez connues des interesses.

Dans les aciers au carbone il s ajoute une deuxieme apparition, conditionnee

par la strueture du materiau. Ces aciers se composent principalement de grains
tendres de ferrite inserres dans une charpente de eimentite ou de perlite qui peut
fortement entraver le processus de glissement dans les grains de ferrite. Pour
une surcharge exterieure determinee, cette charpente de perlite s'ecroule ce qui
provoque simultanement le processus dc glissement dans beaucoup de grains
de ferrite et il se produit alors ce que 1 on entend par ecoulement de 1 acier dans

un sens mecanique. Les observations de Köster"' montren clairement que la

limite d'ecoulement n'est pas liee aux proprietes de resistance du fer lui-meme,
chimiquement pur. D'apres ces essais la limite et la longueur d'ecoulement
peuvent etre fortement modifiees par changement de la grosseur des grains
tandis que la resistance ä la rupture et la striction ne sont atteintes. Ce processus
mecanique d'ecoulement correspond ä une serieuse modification de la strueture;
ceci explique les apparitions de recristallisation observees apres l'ecoulement ainsi

que tous les phenomenes que l'on designe par vieillissement de l'acier. A la fin
de l'ecoulement ce sont les grains de ferrite seuls qui portent; de toute fagon,
ce detournement des forces exterieures limite les grandes deformations plastiques.

4 C. F. Kollbrunner: Schichten»eises Fließen in Balken aus Baustahl. IIle Volume des
Memoires de l'A. I. P. C, Zürich 1935, p. 222.

5 R. Böker: Die Mechanik der bleibenden Formänderungen in kristallinisch aufgebauten
Körpern. Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens, Heft 175—176. Berlin 1915,

V.D.I.-Verlag.
6 A. Brandtzaeg: Failure of a material composed of non-isotropic elements. Trondhjem 1927.
7 W. Köster, H. v. Köckritz und E. H. Schulz: Zur Kenntnis der Form der Spannung^-

Dehnungs-Kur\en auf Grund der Messung des zeitlichen Verlaufes der Alterung »eichen Stahles.
Archiv für das Eisenhütten» esen 6, 1932 33.
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20 J. Fritsche

II faut considerer le fait qu'une teile transformation de la strueture ne peut pas
etre un processus qui croit regulierement avec 1'aecroissement de la surcharge.
II est plus vraisemblable que ce processus s'etend en meme temps ä de grands
domaines du materiau ,respectivement de la section.

C'est un fait connu que lors de l'application d'un etat de tension uniforme et
suivant un axe, ä une eprouvette d'acier plus doux on observe une limite
superieure et une limite inferieure d'ecoulement (Fig. 1). Comme la limite
superieure d'ecoulement n'a qu'une duree passagere, il est clair que Ton doit
se rapporter ä la limite inferieure d'ecoulement pour l'examen des etats de

1 wft--M
Bei gleichmässiger) Spannungszuständen ]
Pour des etats de tension uniformes \ •

for uniform stress conditions J

Beim ideal plastischen Korper \
Pour des materiaux idialement plastiques \
for ideal-plastic bodies J

Fig.l

tension uniformes. L'apparition d'une limite superieure d'ecoulement est
consideree par Moser8 comme un retard ä l'ecoulement et Prager9 la compare
ä un retard ä l'ebulition sans cependant pouvoir donner ä cette comparaison une
relation autre que purement formelle. L'origine de ce fait n'est pas encore
eclaircie; il ne semble pas exclu que les sollicitations exterieures favorisent une
amelioration de la strueture du reseau ä la limite des grains et provoquent ainsi
un aecroissement de la resistance aux deformations purement elastiques dans la

charpente de perlite. La reduction de tension, de la limite superieure ä la limite
inferieure d'ecoulement, se produit avec la formation des lignes d'ecoulement
qui sont un critere certain du processus d'ecoulement; leur Observation exacte
montre qu'elles ne croissent pas de fagon uniforme mais qu'elles se developpent
plutöt par bonds. Toutes ces apparitions se produisent assez regulierement dans
les etats de tension uniformes meme lorsqu'il faut reconnaitre que la grandeur
du processus est soumise ä une serie de faits accidentels ce qui conduit ä une
dissemination inevitable des essais.

Depuis longtemps dejä on a emis des doutes sur la question de savoir si
toutes ces apparitions ne se modifient pas sensiblement et suivant une regularite
reconnaissable lors de l'application d'etats de tension non uniformes. C'est

pourquoi l'on a exprime l'avis de limiter la condition d'ecoulement (1) aux etats
de tensions uniformes. Les essais executes ä ce sujet n'ont pas permis de tirer des

8 M. Moser: Ver. deutscher Eisenhüttenleute, Werkstoff-Aussch. Ber. 96.
9 W. Prager: Die Fließgrenze bei behinderter Formänderung. Forschung auf dem

Gebiete des Ingemieurwesens 1933.
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conclusions; un groupe de ces essais10, n, 12 justifie l'hypothese que la limite
superieure d'ecoulement est influencee par un etat de tension non uniforme en
ce sens que öf<> est d'autant plus grand que la pointe de tension elastique croit
plus rapidement et la zone sur laquelle eile s'etend est plus petite tandis que
d'autres essais13 ne permettent pas de reconnaitre cette apparition ou seulernent
dans une faible mesure. Quant ä la limite inferieure d'ecoulement, on peut
affirmer qu'elle ne subit aucune influence de ce genre.14 II parait certain que
l'elevement de la limite d'ecoulement se produit de fagon tout-ä-fait differente
pour les differentes sortes d'acier: pour les aciers doux cet elevement est plus
grand et pour les aciers durs plus faible et il ne parait se produire que pour
les sortes d'acier qui, dans les essais de traction, presentent une limite d'ecoulement

superieure tres marquee. La cause d'un tel elevement de la limite superieure
n'a pas encore ete etablie d'une maniere satisfaisante. Au point de vue de l'effet
atomiques des forces il est difficile de comprendre que des parties de la section
moins sollicitees puissent soutenir les parties plus sollicitees et y retarder le

processus d'ecoulement. Thum11 et Wunderlich ont admis que l'apparition de

lignes d'ecoulement n'est pas possible dans les domaines arbitrairement petits
car les environs encore elastiques empechent cet ecoulement. La limite inferieure
d'ecoulement doit etre depassee jusquä une profondeur assez grande de la
section de 4elle sorte que l'energie d'ecoulement emmagasinee soit assez grande
pour pouvoir percer d'une maniere quelconque l'etreinte elastique.

En se basant sur ces observations il s'est forme, au cours du developpement
de la theorie de la plasticite deux conceptions totalement distinctes sur les
circonstances qui determinent les processus d'ecoulement dans une zone de

tension; on distingue par consequent une «ancienne» et une «nouvelle» condition
d'ecoulement. D'avance nous pouvons affirmer que nous conserverons les deux
idealisations des processus reels; elles correspondent en un certain sens ä des

cas limites et il est tres probable que les apparitions effectives se trouvent entre
ces limites. II est certain que, sans une idealisation de ces observations, on ne
peut venir ä bout des grandes difficultes que l'on rencontre lors de la
determination de leur influence sur la resistance de nos constructions.

L' «ancienne condition d'ecoulement» admet que l'etat de tension local est
seul determinant pour l'apparition du processus d'ecoulement; eile peut par
consequent se deduire de la condition d'ecoulement (1) pour etats de tensions
uniformes. Pour le cas de la flexion, en negligeant les efforts de cisaillement,
la zone de tension elastique est ä un seul axe et la condition (1) se reduit ä la
forme simple ö <^ öf. II est clair que d'apres ce que nous avons dit ci-dessus
on a introduit pour öf la limite inferieure d'ecoulement <5pu car on doit juger

10 F. Nakanishi: On the yield point of mild steel. World Eng. Congress. Tokvo 1929,
Proc. Vol. III.

11 A. Thum und F. Wunderlich: Die Fließgrenze bei behinderter Formänderung. Forschung
auf dem Gebiete des Ingenieurwesens 1932.

12 H. Möller und J. Barbers: Über die röntgenographische Messung elastischer Spannungen.
Mitt. d. Kaiser-Wilh.-Inst. f. Eisenforschung. Düsseldorf 1934.

13 F. Rinagl: voir annexe.
14 E. Siebel und H. F. Vieregge: Über die Abhängigkeit des Fließbeginns von Spannung^

Verteilung und Werkstoff. MitJ. d. Kaiser-Wilh.-Inst. f. Eisenforschung. Düsseldorf, Abhandlung

270, 1934.



22 J. Fritsche

de la resistance apres l'ecoulement local limite et parce que l'on veut savoir
combien cet endroit peut encore supporter apres l'ecoulement pour le maintien
de l'equilibre entre les forces interieures et exterieures. Une consequence de cette
hypothese est l'apparition, sous l'effet de charges croissantes, d'une zone d'ecoulement

continue et graduelle s'etendant d'elle-meme ainsi qu'une reduction plastique
des pointes de tension;15 pour terminer un etat completement plastique de la
section est atteint lorsque l'ecoulement s'etend ä toute la profondeur de la
section. Le diagramme des tensions se compose alors d'un rectangle de traction
et d'un rectangle de compression de la grandeur de la limite inferieure
d'ecoulement öf«. Le moment des tensions internes a atteint sa valeur maxima
Mt qui ne peut etre depassee; lors d'une plus ample deformation cette section

agit comme une articulation plastique.
La «nouvelle condition d'ecoulement» affirme que toutes ces hypotheses ne

correspondent pas ä la realite, que la zone d'ecoulement s'etend beaucoup plus

Fliessbedingung
Condition d'ecoulement
Yield condition

(Ältere
Ancienne
Old
Neuere
Nouvelle
New

ym

1/ Fliessbedingung
Condition d'ecoulement
Yield condition*

(Altere
— {Ancienne

\Old

(NeuereNoure/Ie
New

Um

Fig. 2. Fig. 3.

par sauts vers le bas, que d'une fagon approximative la resistance ä la
deformation est dejä affaiblie lors de la premiere apparition d'ecoulement dans la
section de teile sorte qu'elle ne peut plus participer vraiment ä la tiansmission de

l'accroissement de la charge. Elle se deduit de l'observation de l'accroissement
des pointes elastiques; on doit entendre pas limite d'ecoulement la limite
superieure d'ecoulement car cette derniere seule est influencee par l'irregularite
du champ de tension. Par consequent il faut introduire dans la condition
d'ecoulement la repartition des tensions dans toute la section. Dans le cas de la

flexion sans force normale, l'elevement de la limite d'ecoulement, AöF öFo — öFu,

devient essentiellement une fonetion de la forme de la section. Cet elevement
s'ecroule durant l'ecoulement et la limite d'ecoulement s'abaisse ä la limite
inferieure sans que soit cependant atteinte la repartition des tensions de l'etat

purement plastique dans le sens de l'ancienne condition d'ecoulement.
La difference entre les deux conditions d'ecoulement se remarque le plus

distinetement lorsque l'on represente une grandeur quelconque de deformation
dans ses rapports avec la charge. Pour le flechissement d'une poutre simple en

son milieu (fig. 2) on obtient d'apres l'ancienne condition d'ecoulement, une
courbe reguliere qui se raecorde ä la droite de la deformation purement

16 /. Fritsche: Die Tragfähigkeit von Balken aus Stahl mit Berücksichtigung des plastischen
Verformungsvermögens. Der Bauingenieur 1930, Heft 49, 50 und 51.
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elastique. A l'extremite de cette courbe la tangente doit etre horizontale afin de

permettre un equilibre entre les forces interieures et exterieures. D'apres la
nouvelle condition d'ecoulement la droite de la deformation purement elastique
se prolonge jusqu'a l'atteinte de la resistance oü eile se transforme directement
et brusquement en ligne horizontale conservee jusqu'a l'apparition des phenomenes

de durcissement. Les essais de E. Siebel1^ et H. F. Vieregge montrent
que de telles lignes y (P) peuvent etre effectivement observees quoique l'on
doivent reconnaitre que des lignes du premier type3 se rencontrent beaucoup
plus souvent dans la litterature.

Dans le cas d'une poutre continue hyperstatique on a de nouveau, d'apres
l'ancienne condition d'ecoulement, dans les zones' elastiques et plastiques une
courbe continue qui doit se terminer par une tangente horizontale tandis que
d'apres la nouvelle condition d'ecoulement on obtient pour la fonetion y (P) une
ligne polygonale qui cependant ne s'eloigne pas beaucoup de la courbe continue
(fig. 3). Les sommets du polygone correspondent ä la plastification brusque
d'une section rigide qui peut etre remplace par une articulation plastique pour
obtenir une disposition labile. Au sujet d'une restriction ä cette representation,
il faut dire ceci: chaque Systeme intermediaire statiquement moins determine et
naturellement le Systeme fondamental isostatique doivent etre stabiles dans toutes
leurs parties. 11 faut par consequent exclure la poutre continue dont les travees
laterales sont tres longues car le degre de stabilite du Systeme fondamental
isostatique engendre par la plastification du milieu de la poutre de l'ouverture
centrale, devient toujours plus faible et disparait meme.

Les essais effectues jusqu'a present ne permettent pas de repondre objeetive-
ment ä la question de l'exactitude de l'une ou de l'autre de ces conditions
d'ecoulement et dans la discussion des essais les plus importants nous demon-
trerons, suivant la difficulte de l'interpretation ,d'apres l'une ou l'autre theorie.
La nouvelle condition d'ecoulement presente le gros avantage d'etre une base

simple de la theorie de la plasticite. Si l'on admet que relevement de la limite
d'ecoulement n'est pas encore suffisamment prouve par l'experience, on a toujours
la possibilite de considerer la nouvelle condition d'ecoulement comme une
approximation pratique de l'ancienne car eile permet de simplifier la Solution de

bien des problemes qui ne paraissent plus solubles d'apres l'ancienne condition.

3° — Conception mathematique des differentes conditions d'ecoulement.

L'ancienne condition d'ecoulement se base, pour les champs de tension ä un
axe generalement ä etudier, sur la condition que nous venons d'enoncer ö < öF,
oü par öp il faut entendre la limite inferieure d'ecoulement. Elle a servi de
fondement ä presque tous les essais effectues jusquä ce jour mais eile presente
le gros inconvenient d'exiger, meme en admettant que le materiau est un corps
idealement plastique, une methode de calcul extraordinairement developpee et
etendue16,17 et ne peut par consequent presque pas etre utilisee pour les

16 J. Fritsche: Arbeitsgesetze bei elastisch-plastischer Balkenbiegung. Zeitschrift f. ang.
Math. u. Mech. 1931.

17 K. Jezek: Die Tragfähigkeit des exzentrisch beanspruchten und des querbelasteteii Druckstabes

aus einem ideal-plastischen Stahle. Sitzungsberichte d. Wiener Akademie d. Wissensch.,
Math.-Naturw. Klasse, Abt. IIa, 143. Bd., 1934.
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problemes importants de la pratique. Au point de vue du calcul de la charge
supportable qui peut etre tres facilement et tres rapidement determinee par
suite de la mise en equilibre des moments,15 la determination d'une grandeur
de deformation ou du jeu des efforts internes ne peut plus etre effectuee pour
une plastification partielle de la section determinante en considerant la forme
reelle de cette derniere. De tels problemes ne sont pas seulernent interessants au
point de vue theorique; dans la determination de la resistance d'une colonne
metallique comprimee excentriquement, on ne peut se dispenser de calculer le
flechissement au milieu de la barre car la valeur de la resistance n'est pas atteinte

par plastification de la section la plus dangereusement sollicitee, mais une
instabilite entre les forces interieures et exterieures apparait dejä lors d'une
plastification partielle. On a utilise l'integration graphique des equations differentielles
s'y rapportant mais le calcul reste cependant tres consequent. Lorsque l'on
considere la Solution de ce probleme, construite sur l'ancienne condition d'ecoulement

par Chwalla,18 Jezek17 Eggenschwyler19 etc., on peut se demander si le degre
d'exactitude possible justifie un procede si long surtout si l'on tient compte de

l'incertitude des bases; par exactitude on entend ici la concordance entre le
calcul et l'experience. Au nombre des inexactitudes de la condition d'ecoulement
on peut citer: les oscillations inevitables dans la hauteur de la limite inferieure
d'ecoulement, qui peuvent atteindre facilement 10 °/o; les variations importantes
des lois admises disant que les sections restent planes, ces variations augmentent
avec l'accroissement de la plastification; l'influence negligee des efforts de

cisaillement, etc. II en resulte la necessite de simplifier les methodes de calcul
dans les recherches sur la theorie de la plasticite.

La l"c conception mathematique de la nouvelle condition d'ecoulement fut
etablie par Kuntze.20 D'apres cette theorie, la resistance d'une section est atteinte
lorsque la valeur moyenne de la resistance öm, introduite par Kuntze, atteint
la limite inferieure d'ecoulement öFu. Dans les pointes de tension elastique la
limite d'ecoulement öFu est depassee. On obtient la valeur moyenne de la
resistance öm en divisant en deux parties de meme volume le corps des tensions par
une section parallele aux bords. Par corps des tensions on entend ici un prisme
ayant la section comme base et qui peut etre hmite par une section oblique
de teile fagon que la hauteur du corps corresponde ä la tension. L'equilibre des

volumes, respectivement l'equilibre interne entre les parties plus et moins
sollicitees du corps des tensions ne peut naturellement pas etre pris comme fon-
dement physique pour l'apparition de l'ecoulement meme si l'on pense que
l'energie d'ecoulement accumulee peut etre egale au contenu de la partie plus
sollicitee du corps des tensions et que le processus d'ecoulement peut etre bloque

par la partie restee elastique de la section aussi longtemps que son action
entravante n'est pas vaincue. Elle doit etre consideree par consequent comme
une simple hypothese aussi longtemps qu'elle n'aura pas de fondement physique.

18 E. Shwalla: Theorie des außermittig gedrückten Stabes aus Baustahl. Stahlbau 1934,
Heft 21, 22 und 23, p. 161.

19 A. Eggenschwyler: Die Knickfestigkeit von Stäben aus Baustahl. Schaffhouse 1935,
Edition personnelle.

20 W. Kuntze: Ermittlung des Einflusses ungleichförmiger Spannungen und Querschnitte
auf die Streckgrenze. Stahlbau 1933, Heft 7, p. 49.
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Puisqu'elle correspond bien aux essais, on peut admettre qu'elle doit etre
conservee comme bonne approximation de cette condition d'ecoulement encore
inconnue, theoriquement fondee d'une fagon irreprochable.

La condition d'ecoulement de Kuntze est fondee completement sur les essais

et doit etre modifiee quand eile ne joue plus. Un tel cas se presente lorsque l'on
veut l'utiliser, ainsi qu'on le montrera plus tard, pour decrire la resistance d'une
colonne metallique excentriquement comprimee. Pour rester en aecord avec ces

essais, il faut la modifier de la fagon suivante: il faut partir d'un corps des

4-

« °r

_JL

UM « OlM - vru

*3£
0H * 2Ort,

Fig. 4.

Interpretation de la condition d'ecoulement de Kuntze,
a, originale et b, modifiee.

« b

Fig. 5.

tensions qui comprend la non uniformite des tensions dans toute la section; on
peut l'obtenir en reduisant d'abord les tensions de teile sorte que la tension soit
nulle pour une fibre extreme (fig. 4). La valeur moyenne de resistance öm divise
maintenant le corps des tensions reduites en deux parties de meme contenu, mais
il faul introduire, dans les sections ä deux axes de symetrie, öm 2öp afin de

rester en aecord avec les essais. Pour un profile en I on calcule20a la limite
relevee d'ecoulement ö'F dans les poutres de tension elastique au moyen de

5'F=Kl+a(l- ß)
ÖF (2)

si l'on prend a A e* ß — -r (Fig. 5).

Cette relation n'est valable que pour autant que la valeur moyenne de resistance
tombe dans l'aile de la section, c'est-ä-dire pour autant que xm ^ hx + t.
II en resulte que l'equation (2) n'est valable qu'aussi longtemps que l'on a

1 — a (a -f- 2ß) i> o. Si cette condition n'est plus remplie, on a

*=Vn 4ß
+ ß) - a2 (1 - ß)

ÖF» (3)

i0a Un tel essai permettrait peut-etre de liquider la question de l'exactitude de l'une ou de
l'autre des conditions d'ecoulement.
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La grandeur ö'F, limite superieure d'ecoulement relevee a la signification
d'une «limite d'ecoulement par flexion» car lorsque l'on a de la flexion
l'ecoulement se produit lorsque la plus grande tension ä la fibre extreme atteint
cette valeur. Cette limite d'ecoulement par flexion n'est donc pas constante mais
depend de la forme de la section. On a

ö f t}> öf
Ö F ÖFo

OU l|)
ÖF ÖFu

(4)

Une consequence, qui n'a pas encore ete verifiee, de cette condition d'ecoulement

est que, dans une deformation purement elastique, des parties sans tension
aux environs de la fibre neutre auraient une influence, jusqu'a un certain point
favorable, sur la resistance d'une poutre et que par exemple un profil en croix

T
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Fig. 6. Fig. 7.

serait plus resistant que le meme profil auquel on aurait coupe les ailes
horizontales en ce sens que les parties sans tension entravent le processus
d'ecoulement dans les fibres extremes. Pour le profil en croix (fig. 6) on a:

1 — a

ÖF (5)

et pour le rectangle seulernent, avec a o et ß 1

ö'f 1,414 öf (6)

Pour un profil constitue de deux poutrelles "T 10.5 ä large semelle on a, pour
a 0,830 et ß 0,085, le rapport de la limite d'ecoulement par flexion
ä la limite inferieure d'ecoulement 4> 1,85 lors d'un essai de traction alors

que pour le profil rectangulaire on obtient \\) 1,41. Ce profil en croix devrait

par consequent supporter environ 30 o/o de plus que le profil rectangulaire
correspondant. On doit avoir quelque chose de semblable pour un profile |—| quand
il est plie dans le plan de symetrie perpendiculaire ä l'äme; cependant il faut
remarquer qu'une äme infiniment haute ne permettra pas de relever ä l'infini
la limite d'ecoulement par flexion. II faut admettre que seules les parties de l'äme
proches des ailes pourront entraver le processus d'ecoulement dans les fibres
extremes et l'on peut recommander d'evaluer la partie de l'äme ä introduire

dans la condition d'ecoulement ä — de chaque cote (fig. 7).
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Ce resultat theorique parait etonnant et il sera probablement bientöt possible
de le verifier par des essais.21 II est possible que seuls des essais executes avec
des sections de ce genre sur la resistance de colonnes metalliques chargees
excentriquement ne donnent une confirmation sur la necessite de cette hypothese.

La 2hme conception de la condition d'ecoulement en tenant compte du
relevement de la limite d'ecoulement dans les pointes de tension est de Prager;9 sur
le processus d'ecoulement, il admet que le domaine elastique releve avec tension
limite ö'f dans le diagramme de tension du stade totalement plastique se
transforme en la tension limite öf et que ce processus s'accomplit sans reduction de

la resistance ä la flexion de la place en voie de plastification (fig. 8). Designons

A Spannungsverteüung
'=jr i Repartition des tensions^ j Stress distribution

°fu J [Vor dem Fliessen Fig- 8.

[Avant l'ecoulement
[Before yielding
[Nach dem fliessen
Apres l'ecoulement
After yielding

par W le moment resistant de la section et par T le moment statique des deux
moities de la section par rapport ä laxe neutre, on peut ecrire: ö'fW öFT

et par consequent ö'f \tj • öf et xj) (7)
W ÖFu

La conception de Prager qui apparait comme tres vraisemblable represente aussi
lors d'un examen critique une idealisation des processus d'ecoulement; eile ne

repose pas plus que la conception de Kuntze sur des bases physiques et n'est

pas plus en concordance fondamentale avec les faits. Son extension au calcul
de la resistance de colonnes metalliques comprimees excentriquement fournit des
valeurs evidemment trop grandes vis-ä-vis de l'experience de teile sorte meme
si l'on ne peut donner un jugement definitif on doit cependant donner la
preference ä la conception de Kuntze de la condition d'ecoulement.

4U — Contröle des conditions d'ecoulement par des essais.

Les essais de flexion de Thum11 et Wunderlich sont essentiels pour la
nouvelle condition d'ecoulement. Les 8 essais effectues sur des eprouvettes polies
de differents types de section en I (fig. 9) donnent, en tenant compte d'une
limite inferieure d'ecoulement lors des essais de traction de öf 2,47 t/cm2,
les valeurs ö'f, calculees d'apres les conditions d'ecoulement de Kuntze et de

Prager, contenues dans le tableau 1 oü elles sont comparees aux valeurs mesurees.
Si l'on fait abstraction des essais 2 et 3, dont les gros ecarts autorisent
evidemment d'autres explications, la concordance avec les valeurs de Kuntze est
certainement satisfaisante alors que les valeurs calculees d'apres Prager sont

21 J. Fritsche: Der Einfluß der Querschnittsform auf die Tragfähigkeit außermittig
gedrückter Stahlstützen. Stahlbau 1936.
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Fig. 9.

Sections des 8 poutres d'essai de Thum et Wunderlich.

presque toutes au-dessus des valeurs mesurees; on peut en conclure que la
repartition des tensions du stade completement plastique ne doit pas necessaire-
ment correspondre aux hypothese de l'ancienne theorie.

Tableau 1.

Les essais de Thum et Wunderlich.

No. °Fo
°Fo

calcule d'apres

Ecart

en °/o de la
°Fo

calcule d'apres

Ecart

en °/o de la
de 1 essai mesure Kuntze valeur mesuree Prager valeur mesuree

1 3,50 3,41 + 2,56 3,68 — 5,14
2 3,64 3,31 + 9,07 3,61 + 0,82
3 3,78 3,28 + 13,20 3,60 + 5,14
4 3,42 3,38 + 1,17 3,45 — 0,80
5 2,91 2,96 — 1,72 3,32 — 14,10
6 3,44 3,31 + 4,03 3,66 — 6,40
7 3,15 3,06 + 2,96 3,43 — 8,88
8 2,61 2,72 — 4,20 3,05 —16,84

Les essais de Thum et Wunderlich sont les bases les plus importantes de
la nouvelle condition d'ecoulement et si elles paraissent livrer un contröle
objectif pour une limite superieure d'ecoulement relevee ö'f, on peut toujours
supposer en tenant compte des observations faites lors de la determination de la
resistance ä la fatigue, que la transformation artificielle de la surface par
polissage peut avoir une influence sur la limite d'ecoulement en surface car lä
seulernent on peut effectuer les mesures.

En ce qui concerne le relevement de la limite superieure d'ecoulement pour
les differentes sortes d'acier, on ne peut liquider cette question que par des

essais dont on ne possede pas un nombre süffisant pour pouvoir tirer un
jugement definitif. Les essais de Siebel et Vieregge14' sur des poutres quadra-
tiques montrent ainsi que l'on peut le voir dans le tableau 2, que cet effet n'est
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Tableau 2.

Les essais de Siebel et Vieregge effectues sur une poutre carree.

No.
limite

inf. d'ec. resistance
öFo

^ «öFu
mesure

i{? (theorique)
de l'essai

ö Fu
ä la rupture

Kuntze Prager

1 1,89 3,09 1,66 1,41 1,50

2 2,52 4,88 1,34 1,41 1,50
3 3,77 7,50 1,07 — —
4 5,46 7,10 1,05 — —

prononce que pour les aciers doux tandis que l'on ne peut pas l'observer pour
les aciers ä haute resistance. Quant ä la question de savoir quelle condition
d'ecoulement est exacte, ces essais n'entrent pas en ligne de compte car la limite
d'ecoulement doit etre determinee par calcul en admettant certaines reparlitions
des tensions et non pas par Observation directe au lieu de l'ecoulement. On peut
encore etudier si la resistance est atteinte par plastification reguliere ou par
relevement de la limite d'ecoulement dans les pointes de tension.

:ti
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Fig. 10 a. Fig. 10b.

Section de la poutre et disposition des charges sur la poutre d'essai de Stüssi et Kollbrunner.

Dans les poutres hyperstatiques les processus de plastification ont une influence
beaucoup plus grande sur le jeu des efforts internes et les lois de deformation
que dans la poutre simple, dejä par suite de l'egalisation des moments, independant

du mode de la condition d'ecoulement. On peut supposer qu'un mesurage
des processus pourra fournir une conclusion sur l'exactitude de l'une ou de
l'autre condition d'ecoulement. De tels essais (fig. 10a et b) furent executes
ces derniers temps par Stüssi et Kollbrunner22 ä Zürich avec une extraordinaire
exactitude. J'ai exploite des resultats dans un travail23 paru dans le ,,Stahlbau":
la condition d'ecoulement de Kuntze fut employee dans sa forme originale. En
se basant sur les essais de compression executes sur des colonnes d'acier on doit
apporter quelques modifications et l'on obtient de l'equation (2) ö'f 1,09 öF et
AöF öfo — öfu 303 kg/ cm2. De lä MT W öf 26,70 tcm et

Pt —^^— 3,56 t. A la tension au milieu de la travee centrale egale

22 F. Stüssi und Kollbrunner: Beitrag zum Traglastverfahren. Bautechnik 1935, Heft 21

p. 264.
23 J. Fritsche: Grundsätzliches zur Plastizitätstheorie. Stahlbau 1936, Heft 9, p. 6b.
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ä la limite d'ecoulement relevee ö'f correspond la charge PV- Pour a
31,

-14Pf
4MT

411 + 6I,
• 2,27 t;: la valeur correspondante du moment sur appui est

(l-a)l,
X'f =- — 7,28 tcm. Apres la mise hors fonetion du milieu de la poutre il reste
un Systeme fondamental isostatique compose de deux poutres simples, reliees par

une articulation plastique, possedant des encorbellements de la longueur -^ • P

peut croitre encore aussi longtemps que sur les appuis le moment d'ecoulement
Mt n'est pas atteint dans le Systeme fondamental, ce qui se produit lorsque

/TA ™ " X'f. On obtient ainsi la valeur que l'on avait2<P* P'F) -± MT

calculee directement auparavant: Pt — 3,56 t. Le flechissement au milieu de la

poutre est f2 0,0872 P pour le Systeme 2 fois statiquement indeter-

3.90

l3.56

/,
ä£3,00

VJ,2+9 ff2.27

WO

o 1 2 3 * cm
~h

• o + Gemessene Werte; valeurs mesurees;measured values

'Auf Grund der Messungen von Stüssi u. Kollbrunner gerechnet
Calculees ense basant sur les mesures de Stüssi et Kollbrunner
Caiculateo[based on measurements byStüssi andKollbrunner
Auf Grund der neueren ffiessbedingung von Kuntze
D'apres la nouvelle condition d'ecoulement de Kuntze
Based on nenv yielding condition by Kuntze
Auf Grund der neueren Fliessbedingung von Prager
D'apres la nouvelle condition d'ecoulement de Prager
Based on new yielding condition by Präger

Fig. 11.

mine lors d'une deformation purement elastique, tandis qu'on peut calculer
f2 0,198 + 0,642 (P — 2,27) apres l'introduction d'une articulation plastique
au milieu. Stüssi et Kollbrunner ont mesure les flechissements f2 (P) et ils ont
determine l'allure des resistance internes Mm (P) et X (P) ä partir de la
deformation de l'axe par une methode tout-ä-fait approfondie. Les fig. 11 et 12 don-
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nent les resultats de leurs mesures en comparaison avec les resultats des calculs

d'apres les differentes conditions d'ecoulement et l'on peut y voir que, dans ce

cas aussi, la nouvelle condition d'ecoulement de Kuntze correspond le mieux.
Le coude brusque des lignes mesurees f2 (P), Mm (P) et X (P) lors de l'atteinte
de Pf et Mf Wöf montre qu'aucun relevement de la limite d'ecoulement ne
semble s'etre produit ici mais cependant les essais ne permettent pas ä ce point
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/fuf Grund der fliessbedmgung von Kuntze
D'aprks la condition d'ecoulement de Kuntze
Based on yielding condition of Kuntze
Auf Grund der fliessbedmgung von Prager
D'apres la condition d'ecoulement de Prager
Based on yielding condition of Prager
Auf Grund der alteren fliessbedmgung
D'apres l'ancienne condition d'ecoulement
Based on old yielding condition

Fig. 12.

de vue de tirer une Interpretation certaine car l'effet ne peut se produire qu'ä
une hauteur d'environ 10 o/0 de öf et peut etre recouverte par des variations dans
les limites d'ecoulement.

Les essais de Maier-Leibnitz^ dont nous avons parle montrent en general un
passage plus progressif du domaine purement elastique au domaine plastico-
elastique; j'ai aussi demontre23 que ces essais s'aecordent ä la condition d'ecoulement

de Kuntze, pour autant que l'on peut le controler; le poljgone des

flechissements (P) joue assez bien avec les courbes mesurees.
Comme resultat de l'observation des essais les plus importants, on peut dire

ce qui suit: un relevement des limites d'ecoulement n'est pas possible et demande

encore une plus ample confirmation experimentale. Tant que ceci ne sera pas
fait on pourra considerer la nouvelle condition d'ecoulement comme une bonne



32 J. Fritsche

approximation de l'ancienne et c'est eile que Ton devra utiliser dans les calculs
car eile permet une simplification excellente et necessaire.

5° — La colonne metallique comprimee excentriquement.

Si la theorie de la plasticite basee sur la condition d'ecoulement de Kuntze
est utilisable, eile doit nous donner aussi la resistance des colonnes metalliques
comprimees excentriquement en concordance avec l'experience. Cette question
fut traitee ces derniers temps d'une fagon tres approfondie sur la base dc
l'ancienne condition cl'ecoulement17, 18, 19 sans cependant avoir fourni des resultats
satisfaisants24 au point de vue de l'influence de la forme de la section, avec
raison prise en consideration. En admettant un domaine d'ecoulement s'etendant
d'une fagon continue, on se trouve en presence d'un probleme de charges
critiques en ce sens que la plastification croissante de la section mediane epuise
de plus en plus l'equilibre entre les forces exterieures et interieures jusqu'a une
certaine profondeur du domaine d'ecoulement longtemps avant que l'etat
completement plastique etant atteint dans la section la plus defavorablement sollicitee,
aucune forme d'equilibre stable n'est plus possible. Le calcul de cette charge
critique ne peut etre exactement effectue que pour une section rectangulaire car
les equations differentielles, dans le cas d'un corps idealement plastique sont tres
compliquees et ne permettent, dans le cas d'un diagramme general des forces-
deformations, qu'une integration graphique tres laborieuse. Lorsque l'on parle
de Solution exacte, il ne s'agit ici que d'un processus purement mathematique.
Dans le sens de la resistance des materiaux qui tend vers une description plus
exacte de l'experience, elles restent malgre tout des Solutions approchees car elles

reposent sur une serie d'hypotheses plus ou moins bien satisfaites.
La Solution de ce probleme est tres simplifiee par la nouvelle condition

d'ecoulement car l'on peut, sans grandes difficultes, considerer la veritable forme
de la section. Le processus est d'apres cette conception tel que son caractere
purement elastique est conserve jusqu'a la limite relevee d'ecoulement ö'F; ce
n'est qu'alors que la zone d'ecoulement s'etend subitement jusqu'a une grande
profondeur de la section ce qui engendre, dans le cas d'une barre isostatique,
l'epuisement direct de la capacite de resistance. Sans aucun doute cette representation

n'est qu'une idealisation du processus reel et les essais ont demontre qu'une
petite augmentation des charges est toujours possible meme si l'on peut nettement
observer les lignes d'ecoulement; la brisure brusque de la ligne ym (P) (fig. 13)
est supprimee par un ecoulement graduel mais cette apparition ne peut pas
avoir une grosse influence.

Dans le cas de la flexion avec compression longitudinale le relevement de la
limite d'ecoulement ö'f doit dependre non seulernent de la forme de la section
mais aussi fortement de la tension longitudinale ö0. Pour saisir cette dependance
il est d'abord necessaire de considerer les deux cas limites ö0 o et ö0 öp.

ö0 o correspond ä la flexion pure pour laquelle la valeur Aöp (o) parait
determinee; ö0 öf est une pure sollicitation normale et lorsque l'on exclut
le cas du flambage, la limite de la resistance est precisement atteinte alors.

24 E. Chwalla: Der Einfluß der Querschnittsform auf das Tragvermögen außermittig
gedrückter Baustahlstäbe. Stahlbau 1935, Heft 25 und 26.
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Principalement les essais de W. Rein25 ont demontre que dans un tel cas

l'apparition d'un moment n'est plus du tout necessaire pour obtenir un aecroissement

constant de la deformation sous une charge constante. Ceci comprend aussi
la conception precedente car l'irregularite de l'etat de tension disparait d'oü il
resulte que l'on doit avoir Aöf (öf) o. II s'agit maintenant de proceder

P

Bei unbeschränkter Gültigkeit
des Hooke'schen Gesetzes
Pour une validite mdetermmee
de la loi de Hooke
for unrestneted validity of
Hooke's law

tlit der älteren fliessbedmgung
Avec l'ancienne condition
d'ecoulement
Aecord to old yield condition

Mit der neueren fliessbedmgung
Avec la nouvelle condition
d'ecoulement
Aecord to new yield condition

Fig. 13.

Le flechissement transversal
du point milieu d'une barre
comprimee excentriquement.

ä la mise en equation lineaire de Aöf pour les valeurs intermediaires des ö0

car l'experience nous a montre que l'equation la plus simple fournit souvent les
resultats les plus satisfaisants. Ainsi que je l'ai justifie21 on peut poser l'equation:

ö'f Öo l|> (öf — Öo) — (öf — Öo) (8)

oü 1)5 est une valeur qui ne depend que de la forme de la section et represente
le rapport de la limite d'ecoulement par flexion ä la limite inferieure d'ecoulement

par traction (fig. 14). J'ai aussi demontre que le report sense de la
condition d'ecoulement de Prager9 doit conduire ä une fonetion quadratique Aöf (ö0)

dont le maximum est atteint pour ö0 — avec Aöf -5- öf. La condition

d'ecoulement de Prager nous conduit ä la conclusion difficile ä se representer,
que la capacite de resister ä un moment de flexion doit croitre entre certaines
limites pour un ö0 croissant; ceci nous donne une autre explication du fait que
cette condition d'ecoulement fournit des charges critiques trop grandes vis-ä-vis
des essais.26

25 W. Rein: Berichte des Ausschusses für Versuche im Stahlbau, Ausgabe B, Heft 4;
Versuche zur Ermittlung der Knickspannung für verschiedene Baustähle.

26 /. Fritsche: Näherungsverfahren zur Berechnung der Tragfähigkeit außermittig gedrückter
Stabe aus Baustahl. Stahlbau 1935, Heft 18, p. 137.

3 F
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L'equation (8) determine ö'f; la rupture de la colonne est maintenant liee ä la
condition öi ö'f. On obtient (fig. 15):

pym L p *i\
öi ö'f öo + -^r Go 11 + ^ sec --]

P Wi
oü x2 p-rz et kj -=^ represente la distance du noyau de la fibre interne de

P
la section. Si l'on introduit pour -j- le degre d'excentricite m, on obtient

xl
j ou ö f — öo ==¦ sec -

et avec la condition d'ecoulement (8)

ö'F c50 (1 + m sec —) ou ö'f — ö0 =¦ sec

xl 1

öo ni sec — — (öf — ö0)
£i V

xld'oü l'on peut tirer öocrit. II est recommandable d'employer pour sec -ö"l'approxi
mation donnee par Timoshenko 27

x 1 öe + 0,234 ö0
sec

Öe Öo
(9)

2E
oü öe represente pour la barre la tension d'Euler öe —rr- Si 1 on designe

A

par m' vm le degre d'excentricite «corrige >, on obtient pour öocrit l'equation
quadratique suivante

Öocrit (1 — 0,234 m') — öocrlt [öf + öe (1 + m')] + ÖF öe o (10)

et si l'on veut representer ö0 cr;t en fonetion directe du degre d'eiancement

X —, on a:

ö2ocrit X2 (1 — 0,234 m') — öocrit [X2 öF + ti2 E (1 + m')] + ti2 E öf o (11)

Jo,
i i °r

1,0 -
Kuntze

Prager
•

0,73

^~ ^
Oß*t
0,5 ^Sv-Nc
0,^1

6o

%**
Fig. 14. Fig. 15

27 Timoshenko: Trength of Materials, Band II, 1931
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La resolution de cette equation quadratique se heurte accidentellement ä des

difficultes; on obtient sous forme de difference et lorsque les deux chiffres sont
du meme ordre de grandeur, on doit pousser tres loin la precision du calcul et
l'emploi de la regle n'est plus possible. Dans de tels cas on peut representer
cette expression par une racine de la forme V \ — x oü x est une grandeur
tres petite; si l'on developpe la racine en une serie de binomes et si on la coupe
ä partir du deuxieme membre, on obtient dejä une Solution suffisamment
approchee

ÖF ÖE
Öo erit — öF+ öe (1 +nV)

(12)

tandis que l'on peut obtenir, en tenant compte du troisieme membre, une valeur
plus exacte de la forme

r 1—0,234 m'
1 + Öo critÖo crit — Öo crit (13)

öf + öe (1 + ni').

6° — Contröle des essais.

Les relations que nous avons obtenues doivent etre comparees au grand nombre
de resultats d'essais afin de demontrer l'exactitude et la possibilite d'emploi de
la methode de calcul basee sur la nouvelle condition d'ecoulement. En premiere

6/2,67 t/cm1
1

2ß

2,0 t\
^**"

^22
m-1

o o«2,m>f* X.

10

o.s

<

c

o***>, k~-v

&22
m*3

o "~
o —' ^J.

160 180 200

Nach der fliessbedmgung von Kuntze
D'apres la condition decoulement de Kuntze
Yielding condition aecord to Kuntze
Nach der fliessbedmgung von Prager
D'apres la condition d'ecoulementde Prager
Yieldma condition aecord to Prager
Versucnsuchswerte von Ros
Resultats d'essais de Ros
Test results ofRos

Fig. 16.

Tire de J. Fritsche: „Der Einfluß der Querschnittsform auf die Tragfähigkeit
außermittig gedrückter Stahlstützen." Stahlbau 1936.

ligne il nous faut nommer les essais fondamentaux de flos28 sur des profiles

I 22 et 32; leur contröle que j'ai dejä publie21 fournit une concordance

parfaite entre le calcul et l'essai. La fig. 16 que j'ai tiree de ma publication

28 M. Ros, Die Bemessung zentrisch und exzentrisch gedrückter Stäbe auf Knickung. Compte-
Rendu du 2me Congres international de Construction des Ponts et Charpentes, Vienne 1928.

p. 282.

3*
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dans le «Stahlbau», montre clairement que les lignes calculees öocr;t (\) sert de

moyenne aux essais. On peut voir encore que l'on doit supprimer de cette
representation les degres d'eiancement X < 25 car dans de tels cas la solidification
peut jouer un röle et masquer les processus d'ecoulement eux-memes. Les essais
de ßos justifient la modification que nous avons apportee sous 3 ä la condition
d'ecoulement de Kuntze; si l'on n'introduit pas dans le calcul la possibilite d'un
retardemenl du moins partiel de l'ecoulement des fibres extremes, retardement
produit par l'äme moins sollicitee, il n'est pas possible d'introduire numerique-
ment cette possibilite.

Les essais du «Deutscher Stahlbauverband», pour autant qu'ils me sont connus
par une publication de G. Grüning29 fournissent ainsi que je l'ai montre21 une
excellente confirmation de ce procede de calcul quoiqu'il serait tres souhaitable
d'executer d'autres essais de ce genre avec differentes formes de section afin de

pouvoir controler cette theorie dans toutes ses conclusions.
Tres interessants sont aussi les essais de A. Ostenfeld30 executes en 1928/29

au laboratoire de statique de l'Ecole Polytechnique de Copenhague sur lesquels
M. le Dr. Cizek m'a rendu tres amicalement attentif. Ostenfeld ainsi que J. Melan,
Prague, est parti bien avant que l'on ait explique ces considerations par la theorie
de la plasticite du point de vue que la veritable securite ne pouvait pas etre
determinee par l'echelle des tensions et qu'il etait necessaire de se baser sur la

rupture ou l'etat d'instabilite de l'equilibre tel qu'il est engendre par l'ecoulement.
II arrivait ä la conclusion que l'on pouvait etablir la veritable securite de colonnes

comprimees excentriquement qu'en comparant la contrainte admissible au point
le plus defavorable ä une tension dans la fibre extreme de la grandeur

öres öo (l + ß m sec ^-j (14)

La valeur ß ne peut pas s'expliquer par une echelle de tension basee sur la
theorie de l'elasticite; c'etait en general une valeur tiree de l'experience, qui
dependait de la section et du degre d'eiancement et qui permettait de relier
la plus forte tension dans la fibre extreme ä la resistance. Ostenfeld donne une
definition theorique de ß qui n'est que peu satisfaisante actuellement. II utilise
des representations qui correspondent ä l'ancienne condition d'ecoulement avec
reduction plastique des pointes de tension. Afin de pouvoir s'adapter d'une fagon
satissfaisante aux resultats des essais il devait dans certains cas admettre une
reduction de 10 ä 20 o/o du module d'elasticite E qui etait determine de teile
sorte que l'equation suivante soit satisfaite lorsque la resistance etait atteinte.

x 1

ym p • sec —. (15)

Pour cette raison on ne peut pas comparer directement cette valeur ß avec la
la valeur v que nous avons introduite; son sens est le meme, car eile doit
«corriger» le degre d'excentricite donne.

29 G. Grüning: Knick\ersuche mit außermittig gedrückten Stahlstützen. Mitteilungen aus
dem staatlichen Materialprüfungsamte in Berlin-Dahlem. Stahlbau 1936, Heft 3, p. 17.

30 A. Ostenfeld: Exzentrisch beanspruchte Säulen. Versuche mit Stahlsäulen, Querschnittsbemessung.

Ingenion idenskabelige Skrifter A No. 21. Kopenhagen 1930.
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Pour la section rectangulaire Ostenfeld trouve ß 0,69 alors que theorique-»
ment on obtient la valeur v 0,71. La concordance est tres bonne. Le tableau 3

Tableau 3.

Essais de Ostenfeld sur des colonnes carrees.

% 0,707 E 2100 t/cm2

No.
de l'essai

öFu
en t/cm2

X m 0 o crit

calcule mesure

Ecart

en °/o de la

valeur mesuree

1 2,44 49,2 2,15 892 912 + 2,4

2 2,37 49,1 5,80 441 465 + 5.1

3 2,12 72,6 2,09 732 727 — 0,7

4 2,13 72,6 5,98 370 353 — 4,8

5 2,37 99,6 2.26 672 627 — 7,2

6 2,44 98,0 6,30 370 341 - 8,5
7 2,64 123,3 2,62 581 519 -11,9
8 2,69 123,6 6,63 349 338 - 3,3

contient ses mesures ä une colonne metallique ä section rectangulaire comparees
aux valeurs calculees öocrit. Les ecarts sont faibles: si les valeurs calculees sont
un peu plus grandes que les valeurs mesurees cela provient des variations dans la
limite d'ecoulement öf. La valeur du moment des forces exterieures est constante
dans un plus grand domaine et il est clair que l'ecoulement se produira lä oü la
limite d'ecoulement a une valeur plus faible. Ceci correspond ä l'experience qui
montre que les premieres lignes d'ecoulement ne se produisent pas toujours
exactement au milieu de la colonne.

Le deuxieme groupe d'essais fut execute sur des fers carres places de coin.
Dans ce cas l'hypothese de l'egalite du corps de tension plus sollicite et moins

sollicite fournit la relation suivante pour le calcul de v —7- (fig. 17),
Ö F

1,5 v2 4. 0.3124 o (16)

^ 2Ö'
1

^ ÖM ^

^i
1 7J\\ 1—

1
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f xlx \ f

1—
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1 ji

f\=/ i

=/ 1

Ey 1

7 i

Fig. 17.

que l'on resoud le plus facilement par tätonnements. On en tire v 0,58 alors

que Ostenfeld calcule avec ß 0,53; une comparaison des deux chiffres
n'est pas possible ä cause de la correction de E. Dans le tableau 4 on a compare
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Tableau 4.

Essais de Ostenfeld sur des colonnes carrees (posees de coin).

v 0,580 F 2100 t/cm2

No.
de l'essai

öFu
en t/cm2

X m Ö0

calcule

crit

mesure

Ecart

en % de la

valeur mesuree

1 2,63 48,3 2,44 1000 1160 + 13,8
2 2,68 48,5 6,21 547 579 + 5,5
3 2,15 73,8 2,51 743 713 — 4,2
4 2,20 73,9 6,11 431 456 + 5,5
5 2,63 98,0 3,09 688 672 + 2,4
6 2,68 98,2 7,10 421 408 - 3,2
7 2,74 122,8 2,25 694 616 — 12,6
8 2,12 124,2 6,65 330 325 - 1,5

les valeurs mesurees öocrjt avec les valeurs calculees. Lä aussi la concordance est
satisfaisante car les ecarts -f- 13,8 et — 12,6 o/o sont compatibles avec l'exactitude
que l'on peut obtenir. En tenant compte de la largeur des parties de section
moins sollicitees on obtient la limite superieure d'ecoulement theorique exigee
dans les pointes de tension elastique pour ö0 0 avec ö'f 1,73 öF qui par
ces essais peut etre considere comme possible. De toute fagon l'ancienne condition
d'ecoulement fournit aussi dans ce cas pour une surcharge croissante, une
augmentation toujours plus lente du domaine d'ecoulement en tenant compte
de la forte resistance qui se developpe contre l'accroissement de la plastification;

T
on obtiendrait de meme une grande resistance car le rapport ^ est tres grand

et l'on voit que l'ancienne et la nouvelle condition d'ecoulement sont paralleles
et qu'elles ne se distinguent que par des processus intermediaires qui conduisent
ä peu pres au meme resultat final.

Le troisieme groupe d'essais concerne les barres comprimees, ä section
cylindrique (fig. 18). La largeur de la fibre est bx 2Kx (d — x) et la condition
d'ecoulement s'ecrit:

xM

dx

d'oü l'on tire, apres resolution de l'integrale determinee, l'equation pour v:

3 * -| arcsin (2 v — 1) -+- (8 v8 — 2 v — 3) Vv (1 — v).
lU

Si l'on pose, ce qui peut toujours etre fait, pour les valeurs de v qui se presentent
ici: aresin (2v — 1) (2v — 1) -)- 2it on obtient:

3
(2v — l) + (8v2 — 2v — 3) Kv(l —v) 0. (17)

De cette equation on peut tirer v — 0,65, alors que Ostenfeld a calcule avec
ß 0,58. Dans le tableau 5 nous avons de nouveau compare les valeurs de
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öocrit calculees et mesurees. Pour la deuxieme fois on obtient pour des petits
degres d'eiancement, une valeur de 10 o/o plus petite et il n'est pas exclu que
l'erreur provienne du fait que l'on ne peut completement eviter un certain petit
encastrement dans les appareils d'appui. Ceci donne un certain renforcement aux
extremites de la barre ce qui peut certainement avoir une petite influence
surtout lorsque les barres sont courtes.

Tableau 5.

Essais de Ostenfeld sur des colonnes cylindriques.

v 0,650 E 2100 t/cm2

Ecart
No. öFu X m °0 crit en % de la

de l'essai en t/cm2
calcule mesure valeur mesuree

1 3,25 44,2 2,70 1082 1260 + 14,1
2 3,25 44,4 6,20 608 668- + 9,0
3 3,25 95,3 2,97 775 763 — 1,6

4 2,86 95,3 6,20 455 447 + 1,8

Une autre serie d'essais concerne des profiles en I flechis perpendiculairement
au plan de l'äme; dans ce cas Ostenfeld prend ß 0,58 tandis que le calcul
d'apres l'equation (5) donne v 0,61.

Tableau 6.

Essais de Ostenfeld sur des colonnes constituees par un profile £ 10.

a) les ailes sont comprimees.

vi 0,682, E 2100 t/cm2

No.
de l'essai

öFu
en t/cm2

X
P

m=k-
calcule

crit

mesure

Ecart

en °/o de la

valeur mesuree

1 3,04 31,9 1,95 1250 1200 — 4,2
2 3,04 31,9 5,85 592 551 - 7,4
3 2,95 56,8 1,86 1132 1070 — 5,8
4 3,23 57,4 6,06 572 510 — 12,1

5 2,95 82,0 2,01 939 875 — 7,3

6 2,95 82,0 5,76 502 479 — 4,8
7 2,94 106,0 2,12 774 707 - 9,5
8 2,94 106,0 6,00 440 406 — 8,4
9 3,04 134,0 2,35 616 567 — 8,6

10 3,17 134,0 6,32 394 360 - 9,5

D'autres essais tres interessants sont ceux executes sur des profiles en |_

pour lesquels j'ai calcule la limite d'ecoulement par flexion et la valeur v.21

Ces profils non symetriques donnent des resistances tres differentes suivant que
la charge agit d'un cote ou de l'autre du centre de gravite. Si les deux ailes
subissent la plus forte compression, le flechissement se produit du cote ferme de

la section et l'on a r- T>

Vl 0,707 |/\=i£ (18)
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oü a -^ et ß -j- (fig. 19). Pour le profile T 10 que nous avons essaye,

a 0,83, ß 0,12 d'oü v 0,682, tandis quOstenfeld a calcule dans ce
cas avec ß 0,69. La comparaison entre les valeurs calculees et mesurees se

trouve au tableau 6 qui contient aussi les ecarts en o/0 des valeurs mesurees.
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Fig. 18. Fig. 19.

Lorsque le point d'application de la force se trouve au cote du centre de

gravite, l'äme supporte la plus forte compression et le flechissement se fait du
cote ouvert de la section. En ce qui concerne la resistance, il y a deux possibilites

tout-ä-fait distinctes ä considerer: eile peut etre atteinte soit par ecoule-
ment dans la partie comprimee, soit par ecoulement dans la partie tendue. La
plus forte contrainte de compression est:

h öo (l + nisecyj
et celle de traction:

I— 1 + m ^ sec

oü m - represente le degre d'execentricite mesure par rapport au cote oppose;

La condition d'ecoulement s'enonce dans le 1er cas

xl 1

ö'f — öo öo m sec — — (öf — ö0)

tandis que dans le cas 2 on peut l'ecrire

i ^2 xl 1
xöf + öo öo ni =- sec —- — (öf + ö0)

(19)

(20)

v2 fut calcule auparavant avec v2 0,707 |/* (1 + a) — aß (2 — ß); vx doit
naturellement avoir en tenant compte du champ de tension reduit, la meme valeur

que lorsque le flechissement se produit du cote ferme. Le cas 1 se produit pour
le petites valeurs de ö0 et pour de petites excentricites p tandis que pour le cas
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2 c'est le contraire. La tension limite ö0g pour laquelle l'ecoulement apparait
simultanement aux deux fibres extremes peut etre calcule des deux equations (19)
et (20) avec

ÖoG —
Vi & — V2

Vi ft + V,
oü § ¦¦

tl (21)

Pour le profile |_ 10 que nous avons essaye, \k1 0,629, k2 1,400 cm,

vt 0,682 d'oü Ton tire ö0g 0,253 öf. Dans les essais de Ostenfeld
l'ecoulement s'est produit en partie dans l'äme et en partie dans les ailes tendues

lorsque la charge avait son point d'application du cote de l'äme selon les
relations etablies ci-dessus. Dans la plupart des essais les valeurs de m etaient si

grandes que l'on se trouvait en presence du cas 2. C'est pourquoi la tension

critique se calcule ä partir de (20) avec

ö*ocrit (1 + 0,234 m'ft) + öocrit [öF — öE (1 — m'ft)] - öeöf =0 (22)

Pour le profile (_ 10 on avait vx 0,68 tandis que Ostenfeld admet ß 0,63.
Les essais sont tres nombreux et il suffit de controler ceux qui ont de petites
valeurs ftm car ils suscitent le plus grand interet. Les resultats du calcul sont
contenus dans le tableau 7. Si l'on considere la condition theorique que l'ecoulement

ne peut se produire dans les ailes que lorsque öocrit < öoG, deux des essais

cites y sont contraires. Ceci ne doit pas surprendre; la valeur ö0g ne peut pas
representer une limite exacte de deux apparitions opposees mais simplement avoir
une validite approchee. Avant tout les variations des limites d'ecoulement jouent
un grand röle surtout si l'on tient compte du fait que la limite d'ecoulement
entre en ligne de compte une fois dans l'äme et une autre fois dans les ailes, cas

qui par experience ne sont jamais egaux. II serait possible de considerer ces
differentes limites d'ecoulement dans le calcul de ö0g. Deux essais paralleles
seulernent montrerent l'apparition de l'ecoulement dans l'äme. Les resultats de

ces essais se trouvent dans le tableau 7 sous N° 1; dans ce cas aussi on a une
concordance satisfaisante.

Tabl iu 7.

Essais de Ostenfeld sur des colonnes constituees par un profile ^ 10

b) l'äme est comprimee.

0,903, >! 0.682, fr 2,23, E 2100 t/cm2v2

No.
de l'essai

öFu
en t/cm1

X
P

m ü;
ö o crit

calcule mesure

Ecart

en °/o de la

valeur mesuree
°oG

1 2,59 50,7 1,76 1000 1140 + 12,1 655
2 2,57 82,2 1,95 800 776 - 3,1 650
3 2,82 108,0 1,84 698 625 — 11,7 712
4 2,71 132,4 2,03 527 498 — 5,8 685
5 2,78 82,5 1,96 830 828 — 0,3 703
6 2,97 57,4 5,79 351 382 + 8,1 750
7 2,57 82,2 5,73 291 305 -f 4,6 650

Remarque: Dans l'essai 1 l'ecoulement se produisit dans l'äme comprimee; dans les autre«
essais dans les ailes tendues.
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Pour terminer, on peut dire sur les nombreux essais de Ostenfeld, qu'ils
peuvent etre consideres comme une bonne confirmation, du fait qu'ils permettent
une representation fondamentale de la nouvelle condition d'ecoulement et qu'ils
permettent de calculer la resistance d'une colonne metallique sans calculs trop
compliques. Si ces essais ne donnent aucune confirmation de l'exactitude physique
de la nouvelle condition d'ecoulement, ils justifient cependant son emploi dans la
resitance pratique des materiaux. On peut encore controler le procede de calcul
developpe ici par les nombreux essais de la «American Society of Civil
Engineers» qui a cree une commission speciale pour l'etude de la resistance
des colonnes metalliques. Les resultats des essais qui se rapportent aux sections
les plus variees, ont ete publies dans «Proceedings of the American Society of
Civil Engineers» de fevrier 1929; la place que nous avons ä notre disposition ne
nous permet malheureusement pas de nous etendre sur ces essais.

Resume.

Tandis que l'ancienne condition d'ecoulement utilise directement la valeur
de la resistance, tiree de l'essai ordinaire de traction, pour la determination du
danger d'ecoulement local, — car eile ne considere que l'etat de tension
local, — la nouvelle condition d'ecoulement fait varier la valeur de la resistance
suivant la forme du champ de tension. Si l'on ne considere pas comme demontre
le relevement de la limite superieure d'ecoulement dans les pointes de tension
du champ elastique et si l'on reste exclusivement sur le plan de l'ancienne
condition d'ecoulement, on ne peut cependant pas ecarter la nouvelle condition dans
ses conclusions; on peut toujours encore la considerer comme une approximation,
fournissant des resultats utilisables et satisfaisants, de l'ancienne condition
d'ecoulement. Le present travail s'occupe aussi du calcul des barres excentriquement

comprimees, sur la base de la nouvelle theorie de la plasticite. La
nouvelle condition d'ecoulement a l'avantage de donner des methodes de calcul
claires et simples, dont les resultats concordent avec les essais. On peut souhaiter
que la question de la condition d'ecoulement sera plus largement encore etudiee.
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