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IVa 2

Les surfaces portantes dans la construction en beton arme.

Die Flächentragwerke des Eisenbetonbaues.

Shell Construction in Reinforced Concrete.

Dr. Ing. Fr. Dischinger,
Professor an der Technischen Hochschule, Berlin.

Douze ans apres que la Societe Dyckerhoff et Widmann, en collaboration avec
la maison Zeiss de Jena, eut cree les voiles minces en coquille, constructions pour
lesquelles les charges engendrent essentiellement des efforts restant dans la
surface meme, ce genre de construction a pris un grand essor gräce aux recherches

de la theorie generale elaboree dans un temps extraordinairement court.

Avec cette theorie on a cree de nouveaux ouvrages dans le domaine des grandes
halles et cela sur un plan beaucoup plus vaste encore que ce qui a ete fait ä

l'aide des plaques et des dalles Champignons. Au moyen des coupoles et des

toitures ondulees, appelees ensemble du nom de "surfaces portantes", on peut
obtenir des portees qui jusqu'a maintenant etaient considerees comme irre-
alisables.

Depuis la decouverte de ces constructions, il s'est ä peine ecoule 10 ans. Dans

ce court laps de temps on a construit des halles de 100000 m2 et de 100 m
de portee.

Le present rapport se compose de deux parties. Dans la premiere partie nous
donnerons un resume des progres de la theorie depuis le dernier congres et
les developpements obtenus en construction. La seconde partie est consacree ä la
theorie des enveloppes cylindriques et des tuyaux.

1. Developpement de la theorie des voiles depuis le dernier
congres, 193 2.

Pour tout ce qui concerne les differentes formes des voiles dont il sera
question ici, nous renvoyons au rapport de W. Petry 11/4, presente au congres
de Paris en 1932. Dans la meme annee parut la premiere partie du traite de

U. Finsterwalder1 concernant le probleme des coupoles cylindriques (tonne) de

Zeiss-Dywidag. Cette theorie considere une voüte cylindrique limitee par deux

nervures, on a ainsi une poutre cintree que l'on peut considerer comme une
plaque creuse, dans laquelle le voile represente la plaque. A l'inverse des plaques
ordinaires, dans lesquelles, pour de grandes distances des nervures, la plaque ne
prend que fort peu des forces de compression, ici tout le voile travaille ä la
compression.
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Cela vient de ce que dans la plaque ordinaire (fig. la), la participation de la
plaque aux efforts de compression Nx se fait par l'intermediaire des efforts de
cisaillement Nxy entre les nervures et la plaque.

La partie de la plaque ainsi sollicitee est fonetion de la longueur de la poutre,
Les efforts de compression ne se repartissent pas regulierement suivant la
largeur de la plaque, parce que les elements de la plaque les plus eloignes de la
poutre (nervure) subissent des deformations de cisaillement et donc ne partici-
pent plus ä la repartition des efforts de compression.

Le mode d'aetion des plaques cintrees (fig. lb) est totalement different car,
comme on le voit dans l'equation 2 du chapitre suivant, en negligeant l'effort

Nxy

Nxu

*y

Nx

Nv

Nxv N<p

X<P.

Fig. 1 a. Fig.lb.

de cisaillement Nxy entre le voile et la nervure, il reste des efforts de

compression Nx, qui proviennent des charges elementaires et tout le voile participe
donc sur toute sa largeur ä la compression et cela d'autant plus que la courbure
du voile est plus haute par rapport ä la ligne des appuis.

Les voiles construits suivant des segments d'ellipse ont donc une capacite
portante bien plus grande, que les voiles cylindriques. De plus, dans les voiles

nervures on a de bien moindres moments de flexion dans le sens du voile parce
que les efforts de compression Nx, necessaires pour contrebalancer le moment
flechissant exterieur (provenant de la poussee des autres voiles), proviennent en

tres grandes parties des poids propres elementaires du voile et non des efforts
de cisaillement Nxv. Les valeurs des moments flechissants dans le sens de la
voüte sont donc dependantes des forces de compression Nx, qui proviennent Je
l'effet des forces de cisaillement Nxy. De ces considerations on deduit que pour
des voiles tres sureleves, les moments flechissants sont bien moindres que dans

les voile» cylindres. Je reviendrai plus tard sur ce point.
Entre le voile et la nervure on a 4 forces indeterminees, ce sont:

La force suivant le sens de la voüte N?, l'effort tranchant QT, le moment
flechissant M9, l'effort de cisaillement NX9.

Pour les deux bords de la voüte on a ainsi 8 valeurs indeterminees et le

probleme du voile demande donc une equation differentielle du 8^mc ordre ou
bien un Systeme de trois equations differentielles de cet ordre, parce que nous
avons besoin de 8 constantes correspondant aux 8 valeurs statiquement indeterminees,

pour les liaisons des deux joints entre le voile et les nervures. Pour resoudre ce

probleme, U. Finsterwalder partit de l'hypothese que pour de grandes distances

entre les deux joints, le voile n'est pas en etat de transmettre des efforts par
l'entremise des moments de flexion MX et posa donc le moment Mx =o, l'effort
tranchant correspondant Qx o et le moment de torsion o. Par suite de cette
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simplification, il reussit ä representer le probleme par une equation differentielle
du 8e ordre, en introduisant une fonetion de tension dans laquelle les forces
internes du voile sont les derivees de cette fonetion de tension, comme dans la

fonetion de tension de Airy.
Pour des distances entre joints plus petites par rapport au rayon, des voiles

cylindriques, les simplifications faites par U. Finsterwalder, soit Mx o, Qx o,
Mx? o ne sont plus admissibles. Pour cette raison l'auteur s'est efforce, dans le

cas important de construction de halles, de trouver une Solution rigoureuse du
calcul des voiles cylindriques. Parce que pour ces ouvertures de voüte, les voiles
doivent, eu egard ä la securite au flambage, etre renforces par des nervures, j'ai
etendu mon examen aussi aux formes anisotropes.2 II en resulte trois equations
differentielles lineaires simultanees, ä coefficients constants. Une Solution
particuliere de ces equations differentielles, d'apres H. Reissner,3 est obtenue en

mettant les surfaces de charges, representees par des fonctions circulaires, sous
la forme de double serie trigonometrique. L analyse montre que pour un tuyau
ferme, il y a trois possibilites de transmission des efforts. Elles sont: 1) La
transmission des efforts aux joints (fonds) par les forces d'extension (theorie
des membranes), 2) la transmission des efforts aux raidissements (nervures) par
le moment flechissant Mx dans le voile (effet de dalle), 3) une assimilation de

la partie chargee des harmoniques superieures au moment flechissant dans le

sens annulaire. Cette assimilation est seulernent possible parce que les harmoniques

superieures ne determinent sur la totalite de la section annulaire aucune
resultante verticale reelle de marge correspondante. La charge reelle est transmise

par les effets 1 et 2 aux fonds. Pour satisfaire aux conditions aux limites des

poutres de rives des voiles Zeiss-Dywidag, la Solution praticuliere citee ci-dessus
doit etre completee par la Solution d'un Systeme homogene d'equations differentielles.

Le Systeme homogene d'equations differentielles doit satisfaire en meme
temps, comme cite ci-dessous dans le probleme resolu en 1930 par K. Miesel,3
ä la donnee exponentielle em(? cos Xx. II en resulte que les trois equations
differentielles se transforment en trois equations homogenes ordinaires, qui conduisent
ä une equation du 8e degre, de la Solution de laquelle nous obtenons la longueur
d'onde et l'äffaiblissement d'une double oscillation partant des deux bords. Cette

equation du 8e degre peut etre resolue pour environ 100 cas differents. Les
nombres donnes ci-dessus, pour les longueurs d'onde et les affaiblissements, sont
portes en diagrammes qui donnent la possibilite d'avoir directement des valeurs
sans calculer chaque cas. Avec Fanalogie ci-dessus, il n'est pas seulernent possible
de determiner les huit conditions aux limites le long des generatrices, mais aussi
les conditions aux limites des fonds.

Le probleme des "limites" des tuyaux cylindriques circulaires fermes a dejä
fait, comme nous l'avons mentionne ci-dessus, l'objet d'une etude de M. K.
Miesel en 1930 sur les perturbations aux "limites". De cela, M. Miesel a aussi

pris en consideration l'elasticite des disques raidissants, probleme qui joue un
grand röle dans la construction des sous-marins. M. U. Finsterwalder s'est aussi

occupe de ce probleme, dans son travail mentionne sous 1) et a donne pour cela

une Solution, approchee de nouveau, sous la forme d'une fonetion de tension, oü
maintenant, en Opposition avec la Solution correspondante pour les voiles Zeiss-
Dywidag, ce ne sont pas les grandeurs Mx, Qx, MX(?, mais les valeurs M9, Q9,
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MX9, qui sont negligees. Cette Solution approchee donne avec un minimum de
travail essentiel, pas pour toutes les grandes valeurs des harmoniques, une tres
bonne correspondance avec la Solution rigoureuse de M. K. Miesel. Toutefois,
pour nos problemes de construction, il n' y a aucune haute valeur des harmoniques

qui soit prise en consideration.
Plus le voile sera raidi dans le sens de la voüte, contre la flexion, plus se

rapprochera, dans les voiles Zeiss-Dywidag, la loi de repartition des forces de
tension Nx de la loi de Navier, car alors le travail des moments flechissants dans
le sens de la voüte ne joue plus aucun röle vis-ä-vis de celui des forces
d'extension

Plus la voüte sera mince, plus eile aura la tendance de diminuer les moments
de flexion, ce qui entraine une mauvaise repartition des forces d'extension.

Cependant, pour obtenir une meilleure repartition des forces Nx, ces voiles
minces doivent etre combines avec des hautes poutres de rives.

J'ai dejä montre au debut de mon expose que pour des voütes tres surelevees,
comme par exemple celles constituees par des segments plats d'ellipse, on
obtenait des moments flechissants moindres et de meilleurs effets de poutre.

Plus les voiles deviendront grands, plus il sera necessaire de remplacer la
forme cylindrique (circulaire) par la forme de voile sureleve.

Pour les grandes halles du Ministere de Fair on a utilise presque exclusivement

des voütes de formes elliptiques, proposees par M. U. Finsterwalder et
calculees d'apres la theorie des voiles cylindriques, en remplagant approximativement

le segment d'ellipse par trois arcs de cercles.
Cela conduit naturellement ä des calculs tres compliques, vue que ces elements

de voiles ont 4 cötes et que les oscillations partant de ces* cötes s'influencent
mutuellement. On a donc un pressant~besoin d'une Solution exacte et complete du
calcul de la courbure elle-meme. Cela a ete trouve par un de mes assistants et
fera l'objet d'une dissertation ulterieure.

Les poutres portantes des voütes qui nous occupent sont souvent calculees
comme poutres continues sur plusieurs appuis. Comme les dites poutres ont par
rapport ä leur portee une grande hauteur, les moments sur appuis sont en

grande partie tres influences par les deformations dues au cisaillement; Flügge4
l'a dejä montre.

Pour des poutres elancees on sait que les deformations dues au cisaillement
sont habituellement negligees. Pour les supports des voiles cela n'est pas
toujours admissible. Dans le paragraphe II de mon expose, j'ai montre
completement l'influence de ces effets de cisaillement sur les moments d'appuis et

j'ai developpe une methode au moyen de l'equation des trois moments de Flügge,
qui permet de calculer les moments d'appuis, ceci pour des portees et des marges
quelconques, aussi bien dans le sens de la voüte que dans le sens de la longueur
et cela pour des supports de voiles isotropes et anisotropes. Le probleme du
flambage prend toujours plus d'importance ä mesure que les portees augmentent.

Nous avons deux cas ä considerer:
a) le flambage du voile dans le jeu de la voüte,
b) le flambage dans le sens des generatrices.
Le premier probleme avait ete traite par R. von Mises5 en 1914 dejä et le

second plus tot encore par Lorentz6 et Timoschenko.7 Ces deux problemes se
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combinent dans les coupoles de grandes dimensions avec de grands ecartements
des appuis, de teile sorte qu'en les etudiant separement, pour les deux cas de

flambage, on obtiendrait des resultats trop favorables. Ces cas de flambage
combines, si important pour les voiles, ont ete resolus par W. Flügge8, qui en a donne

une Solution tres detailiee et applicable aux cas pratiques. II en ressort que le

flambage combine agit de fagon tout-ä-fait defavorable. Les recherches de Flügge
s'etendent aussi au cas de parois cylindriques circulaires, pour lesquelles on est

clairement renseigne pour de grandes portees. Par une extrapolation, W. Flügge
montre que ces equations s'etendent aussi au cas particulier du flambement des

plaques.
Comme on suppose dans les conditions dc flambage que les deformations du

voile sont faibles par rapport aux epaisseurs, mais que d'autre part ces conditions
sont dejä tres difficiles ä realiser en pratique, puisqu'avec de grandes portees on
obtient dejä des deformations sensibles, il faut exiger qu'on adopte pour les

voiles des coefficients de securite au flambage notablement plus eleves que pour
de simples arcs. On atteint aisement une securite süffisante en renforgant le voile

au moyen de nervures. Ces mesures ont en plus l'avantage de diminuer les
deformations et de supporter aussi les moments de flexion du voile. Dans presque
tous les pays on a construit ces dernieres annees des voiles de dimensions
croissantes. On a execute de tel voiles jusquä 60 m de portee pour les poutres
et 45 m pour les arcs, soit de 2700 m2 de base. Sur ces bases on a adopte pour
les voiles ä grande portee des sections transversales elliptiques. D'autre part on a

execute un grand nombre de halles avec des arcs de 100 m de portee et un
ecartement relativement faible des poutres de rive. La fig. 2 donne la vue
exterieure d'un hangar d'aviation du type avec arcs de grandes portees et la

fig. 3 la vue interieure d'un hangar avec arcs et poutres de grandes portees, dont
la reproduction m'a ete permise par le Ministere de Fair. Les fig. 4 et 5

montrent l'application de ces voiles aux bätiments; la fig. 4 represente le hangar
des camions postaux de Ramberg et la fig. 5 des voiles cylindriques circulaires
disposees en sheds, pour une fabrique de töle de Ruenos Aires.

2) Les toits plisses.
Dans les toits plisses, le voile est remplace par un polyedre et la section de

courbure continue par un polygöne. Le probleme est essentiellement le meme
que pour les voiles cylindriques. Les equations differentielles sont remplacees
par d'autres equations differentielles du meme ordre. Aux moments de flexion
dus ä l'effet de voile viennent s'ajouter ceux dus ä l'effet de plaque, car les faces
doivent premierement transmettre leurs charges sur les aretes du toit en provo-
quant des moments de flexion; ces efforts sont reportes sur les raidissements

par des extensions dues ä l'effet de voile, respectivement de "toits plisses". Le
probleme a ete traite par E. Gruber9 et G. Grüning,10 d'abord en considerant
les moments de flexion dus ä l'effet de voile. Les deux auteurs ont neglige la
resistance ä la torsion des poutres des bords. Sur ce point, les travaux precedents
ont ete complete par R. Ohlig11 qui a tenu compte de la resistance ä la torsion
des extremites, de la meme fagon qu'on l'a toujours fait pour les voiles. A cause
de leurs grands moments flechissantes, ces types de poutres sont moins economiques

que les voiles et comme le mieux est souvent Fennemi du bien, on ne les a
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Fig. 2.

pas executes jusquä aujourd'hui dans les grandes constructions. Cela tient
aussi au fait que les brevets pour les voiles et les "toits plisses" se trouvent dans
les memes mains, celles de la maison Dyckerhoff et Widmann A.-G.

3) Les coupoles polygonales composees de voiles cylindriques.
Comme on le sait, c'est d'apres ce Systeme qu'ont ete executees les plus grandes

coupoles massives existant actuellement, celle du marehe couvert de Leipzig
avec 76 m de portee et la coupole en are de cloitre du marehe couvert de Bäle,
de 60 m de portee. Tandis quo la theorie de ces arcs de cloitre est etablie et
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Hangar des autobus de Bamberg.

publiee12 depuis longtemps, cela n'est pas le cas pour les arcs en croix. Avec ces
arcs en croix, on construit des coupoles tres helles au point de vue architecto-
nique et irreprochables au point de vue acoustique. La fig. 6 montre une de ces
coupoles, de forme octogonale. Independamment d'une bonne acoustique, ces

coupoles donnent un eclairage excellent; des grandes fenetres menagees dans le

|

/
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Fig. 5.
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dorne, la lumiere tombe au milieu de la salle par reflexion sur voüte cylindrique.
J'ai developpe la theorie de ces coupoles ä l'occasion du concours de 1930 de
1'Academie d'architecture (Reaux Arts) et j'ai montre qu'il est possible d'eliminer

atout effort de flexion dans les aretes de raidissement. Comme la place me

manque pour la publier dans ce rapport, cette theorie sera publiee prochainement
dans une revue.

^n ra*

Fig. 6.

4) Les voiles ä double courbure.
La theorie des voiles de revolution librement appuyes sur leur pourtour est

dejä etablie depuis longtemps. Dans le developpement ulterieur des voiles ä

double courbure les types suivants sont importants:
a) Les voiles de revolution appuyes en quelques points seulernent, pour

lesquels "l'effet de coupole" est repris par un "effet de poutres" pour reporter
les efforts sur les colonnes.

b) Les coupoles de "rotation" et de "translation" avec des bases carrees ou
polygonales.

c) Les coupoles d'abside.
La theorie des diverses formes de coupoles ä double courbure fut developpee

par moi en 1930 ä l'occasion du concours dejä mentionne. La publication de

cette etude, sous la forme d'un ouvrage, avait ete prevue par FAcademie; mais

par suite de manque de ressources, cette publication n'a pas pu etre entreprise.
Ces pourquoi, ces travaux ont ete publies sous une forme raccourcie dans la

revue "Rauingenieur".13 En ce qui concerne les voiles sur appui unique dont la
forme est une surface de revolution, on doit remarquer que, les hauteurs de

poutre et par consequent les bras de levier des forces interieures pour
transmettre les charges vers les colonnes sont proportionelles aux portees des poutres
et qu'aussi les contraintes decoulant de l'effet de poutre sont independantes de

la portee. II decoule de cela que l'on peut realiser avec de telles constructions,
aussi bien qu'avec les coupoles polygonales, de tres grandes portees. Les voiles

ne sont cependant pas exempts de phenomenes de flexion. D'apres l'etude de
A. Havers,14 qui traite le probleme de la distorsion de l'anneau de base d'un voile

spherique et qui en donne la Solution au moyen d'une fonetion spherique, il
est possible des lors de determiner les moments du flexion correspondants, ce

qui est une necessite absolue. L'application numerique sur un exemple, quoique
laborieuse, serait hautement desirable pour delimiter nettement quelles portees
peuvent etre tolerees avec de telles formes de voiles et si elles sont economiques
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comparativement aux voiles du type b), pour lesquels la transmission des efforts
se fait presque exclusivement par des forces de compression et dont l'epaisseur
est par consequent fixee uniquement pour resister au flambage, car, meme pour
les grandes portees, les contraintes admissibles ne peuvent pas etre appliquees.
Le calcul des voiles de revolution dont la forme en plan est rectangulaire ou
polygonale, peut s'effectuer d'une maniere tres simple d'aj)res la methode indiquee

par l'auteur, au moyen de l'equation differentielle traduisant l'etat de
tension de la membrane elastique.

La fig. 7 montre un voile de ce type tres plat, ä base rectangulaire, qui fut
execute pour un batiment de l'ecole technique de Dantzig; pour une portee de
12.00 m ce voile n'a que 0.77 m de fleche; le surbaissement est donc de 15,6,
soit beaucoup plus que les ponts les plus eiances. Cette figure permet de
reconnaitre qu'un tel type de voile n'est pas autre chose qu'une plaque bombee

qui se distingue des plaques habituelles en ce sens qu'elle travaille en compression.

Sur la fig. 8 on voit un voile ä double courbure ä base rectangulaire,
destine ä une halle ä Klinker, ä Reocin. Cette figure nous montre l'application
de cc que l'on a designe sous le nom de (c) voiles ä absides. Comme je l'ai
demontre dans l'article de la revue "Rauingenieur",13 il se realise dans cette
demi-coupole l'etat de tension d'une membrane, si les retombees sont raidies par
un anneau. Puisque ces demi-coupoles peuvent etre considerees comme des
elements de construction formant un ensemble stable par lui-meme, leur röle
comme nouvel element construetif des halles est tres important, puisqu'elles
permettent de raecorder des coupoles cylindriques ä une base qui se rapproche
de Fovale. Ces demi-coupoles ont regu une application en grand dans la
construction des hangars pour avions de portees atteignant 40 m. Le hangar
d'avions, represente sur la fig. 3, est constitue par une longue voüte cylindrique
qui se termine ä ses extremites par une coupole ä abside. Enfin, la fig. 9 montre
une demi-coupole du meme genre destinee au pavillon de musique des bains de
Sclrwalbach.

5) Le principe de la compensation statique des masses dans
le calcul des voiles affins.

Les voiles examines precedemment pouvaient etre calculees ä l'aide de l'equation

differentielle de l'etat de tension de la membrane, parce que le voile
spherique se laisse facilement traiter mathematiquement. Le principe de la
compensation statique des masses nous permet d'une maniere tres simple de
calculer aussi des voiles affins. J'ai developpe ce principe en 1928 pour des
cas determines;15 en 1930, ä l'occasion de l'etude dejä mentionnee, j'ai expose
le probleme d'une maniere generale, au moyen de l'equation differentielle et
pour un voile de forme quelconque; cette etude a ete publiee dans la reuve
"Rauingenieur".16 II s'agit par exemple de calculer un voile ä base elliptique,
en partant d'un voile de revolution de forme fondamentale. Les nombreux
problemes qui peuvent etre traites de cette maniere sont indiques dans le memoire
cite ci-dessus; il suffit de rappeler ici que les voiles de revolution affins
peuvent se calculer d'une maniere simple.
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Hall a klinker, Beocin.
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Pavillon ä musique des bains de Schwalbach.

6) \ oil es de forme entierement arbitraire.
Les voiles de ce type ne peuvent pas etre calcules ä l'aide de l'equation

differentielle des membranes, parce que nous ne pouvons pas integrer les 3 equations
differentielles aux derivees partielles correspondantes. Nous devons choisir un
autre chemin et resoudre ces equations par la methode des differences finies.

V ¦

-4."¦»..

i. i•'si

Fig. 10.

Maison du sport allemand. Berlin-Reichssportfeld.
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Pucher, en 1931,17 a donne une methode simple et rapide conduisant ä la
Solution de ce probleme. II est demontre que cette Solution simple est possible,

parce que les 3 equations differentielles peuvent etre ramenees ä une seule en
introduisant une fonetion nouvelle, la fonetion de tension, qui, des qu'elle est

connue, permet de trouver completement l'etat de tension cherche. Les
contraintes interieures peuvent etre determinees d'une maniere semblable ä celle

que l'on utilise dans la methode de la fonetion d'Airy. Puisque seule la repartition

de la rigidite intervient sur la forme de la surface, toutes les constructions
en voiles peuvent etre calculees si les conditions sur le pontour sont donnees et
si Fetal de tension de la membrane est ainsi ä determiner. La methode pour
differences finies est toujours applicable si, comme dejä mentionne plus haut,
une Solution au moyen de l'equation differentielle est possible. Les derniers
travaux frangais suivent la trace indiquee par Pucher. Le developpement des

methodes de construction des coupoles en France se base sur cette theorie; la
forme des coupoles appartient aux surfaces reglees non developpables. Pour le
cas special de la surface de translation, Flügge4 a donne une Solution analogue,
au moyen des equations ä differences.

Comme conclusion, je peux encore montrer une execution interessante, re-
produite dans la fig. 10. Elle se rapporte ä la coupole de la maison des Sports
allemands, erigee ä l'occasion des Olympiades. Le projet a ete etabli par
l'Architecte March et la disposition constructive par U. Finsterwalder. Le lan-
ternau superieur est place excentriquement pour obtenir un bon eclairage. Dans
cette construction, l'effet de coupole n'existe pas effectivement, parce que les

secteurs isoles qui la constituent ne reagissent pas les uns sur les autres, ä

cause de la presence des nervures de raidissement.
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Resume.

Dans la premiere partie de ce rapport l'auteur donne un apergu du developpement

de la theorie des differentes formes de voile depuis le dernier Congres de

1932 et il parle des principes des travaux les plus importants.
Dans la deuxieme partie l'auteur traite le probleme du tuyau cylindrique

renforce et du toit Zeiss-Dywidag et il montre que dans ces voiles portants on
ne doit pas negliger l'influence des deformations dues aux efforts tranchants sur
les moments d'encastrement, ce qui n'est pas le cas pour les poutres elancees
dans lesquelles ces influences que l'on sait tres petites peuvent etre negligees.
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