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Vll
Application des voiles minces en construction

metallique.

Anwendung von Schalen im Stahlbau.

The Use of Shells in Steel Structures.

B. Laffaille,
Ingenieur des Arts et Manufactures, Paris.

Nous avons explique dans le Memoire sur l'etude generale des surfaces
gauches minces publie dans le troisieme volume des Memoires de 1935 de
l'Association Internationale des Ponts et Charpentes quels principes et quelles
applications il etait possible de tirer, dans le domaine du beton arme, de la
consideration des courbures en fonetion des equilibres geometriques des surfaces
minces.

A la fin de ce Memoire nous indiquions que ces principes nous semblaient
applicables aux constructions metalliques. Nous precisions encore que le vrai
probleme dans ce nouveau domaine etait vraisemblablement un probleme de

flambage des surfaces ä courbures.
C'est cette suite de considerations que nous entreprenons de developper ici.
Avant de decrire ce resume de nos travaux nous considerons comme un devoir

de signaler les collaborations qui nous ont ete precieuses et nous voulons meme
preciser que, dans notre esprit, ces collaborations ont permis de creer ce
climat-cet esprit d'equipe-propre ä la mise au point d'une question qui nous
parait depasser, pour l'interet de l'industrie siderurgique, le point de vue un
peu etroitement personnel que Fon serait tente d'attacher ä un simple probleme
de resistance de materiaux.

Tout d'abord Fentreprise Rouzaud de Paris nous a facilite toutes les questions
d'essais preliminaires jusqu'aux premieres constructions de realisations, executees

par les Etablissements Delattre et Frouard. Monsieur L. Beschkine, ingenieur des

Arts et Manufactures, avec lequel depuis plusieurs annees nous avons etudie ces

questions generales, a personnellement contribue ä Felabaroration des calculs
particuliers relatifs ä ces surfaces ä courbures.1

Lorsqu'il s'est agi d'envisager les considerations de flambage lies aux facteurs
de courbures et de repartitions locales des contraintes, nous avons trouve en
Monsieur F. Vasilesco, docteur es sciences, un collaborateur eminent, dont la
science mathematique a permis de resoudure des problemes nouveaux envisages
sous l'angle le plus general.

1 cf. le 4e vol. des Memoires de L'A.I.P.C.
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Enfin, et c'est lä, personnellement, une des questions qui nous preoccupent le

plus ä cause des repercussions possibles sur le plan humain nous avons interesse

en meme temps ä ces problemes d'ingenieur Monsieur R. Camelot, Grand Prix
de Rome, architecte des Monuments Civils et des Palais Nationaux. La formation
classique et profondement humaine que donne le metier de l'art de construire
nous a semble un facteur essentiel ä introduire dans cette recherche qui doit
permettre de creer des formes nouvelles appliquees ä un materiau relativement
nouveau.

Revenons maintenant au point de vue de l'ingenieur.
II s'agit tout d'abord d'examiner attentivement un schema de structures

resistantes d'une construction metallique courante.
Nous discernons immediatement deux types d'elements: ceux resistants aux

charges, comme les fermes, les pannes, les lisses, les poinc^ns, les contre-fiches
— et les elements proprement couvrants comme la töle ondulee par exemple.

Deja dans la composition et l'organisation des elements resistants nous sommes
souvent frappes par la complexite et la diversite des pieces qui viennent se

charger les unes les autres. Une latte fait travailler en flexion une panne, une

panne fait travailler en flexion une fausse-ferme laquelle repose sur des poutres-
pannes, qui enfin prennent appuis sur des fermes principales. Celles-ci par
l'intermediaire des poteaux transmettent au sol enfin les charges ä equilibrer.

Dans un probleme de construction il s'agit d'equilibrer les forces mises en
jeu avec le minimum de matiere, compte tenu des resistances de securite.

II semble ä premiere vue que la succession vraiment complexe des pieces

portantes ne correspond pas ä un schema simple.
L'explication de cette maniere de proceder, cependant courante, doit etre

cherchee dans le fait que les pieces metalliques unitaires fabriquees par les
acieries entrainent, quasi forcement, ä cause de leurs dimensions, des modes

d'assemblage et meme des ensembles partiels portants figes une fois pour
toutes dans les formes faciles et connues.

Si on tient compte encore des considerations de transport et de poids on
justifie en fin de compte que ces Schemas construetifs compliques sont cependant

pratiques dans le sens commun du mot.
Dejä la soudure, introduite comme technique d'assemblage montre des formes

et des dispositifs resisstants plus simples. Si cette soudure peut etre effectuee non
plus en atelier mais directement sur le chantier, les dimensions des pieces ä

transporter n'entrent plus comme facteur de construction et les Schemas resistants
se rapprochent des traces simplifies et purement geometriques des equilibres
des forces entre elles.

Mais on congoit qu'il est possible, tout en beneficiant de cette simplicite de

conception dans les arrangement des dispositifs resistants, d'envisager la question
de construction sous un aspect plus general et dire ceci:

Voici une surface ä couvrir, voici le volume minimum ä clore defini par les

gabarits. Nous connaissons les conditions d'aetion des forces exterieures. Donnons-
nous comme but de contenir ces efforts, d'amener simplement les reactions
aux appuis par le moyen de l'enveloppe qui va clore le volume.

Probleme general, mais seul probleme interessant en fin de compte.
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Et cette meme idee, dejä generatrice de Solutions si simples el si neuves
cependant dans le domaine du beton arme consacre aux surfaces minces ä
courbures presente aussi dans le domaine de la construction metallique une voie
fructueuse.

Que faut-il pour qu'une surface mince ä courbures soit stable pour un
Systeme de charges donnees?

II faut tout d'abord que les conditions d'equilibres geometriques soient satis-
faites, il faut en second lieu que des deformations locales dues ä des phenomenes

consideres en dehors de la geometrie ne viennent pas apporter des perturbations

elastiques dans le comportement de ces equilibres.
Pour le moment envisageons le probleme de la facon suivante:
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Fig. 1.

Voile mince en töle. Hyperboloide de revolution. Portee 14 m. Epaisseur de la töle 12/10 mm.
Dreux (France).

Une surface en tole mince eu egard aux deux dimensions tangentielles est

tres <-deformable». Elle se presente sous l'aspect d'une «toile» et la premiere
idee qui vient ä l'esprit consiste ä considerer l'equilibre de cette «toile» en la
tendant sur un cadre porteur.

C'est ce que nous avons tout d'abord realise (fig. 1).
Pratiquement cette facon de faire consistait ä supprimer les pannes des

constructions classiques. On reportait les forces en jeu directement sur les fermes

par le moyen de la surface couvrante.
Premier resultat dejä generateur d'economie.
Quelques remarques sont interessantes ä signaler ici.
Tout d'abord nous avions imagine de nous servir, dans ce cas plus systemati-

quement de surfaces ä courbures inverses.
Ces surfaces presentaient l'avantage de permettre des conditions de travail
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en traction dans le metal, meme en cas de changement de signe des efforts,
ce qui peut se produire pour des couvertures legeres soumises ä l'action du vent
tantöt en pression, tantöt en depression.

En second lieu, si nous avions simplement defini des surfaces tendues
cylindriques par exemple, et non plus ä courbures inverses, nous aurions eu. dans
bien des cas de charges — donnant toujours cependant des tractions principales,
en intensite — un «roulement» suivant la courbure lorsque le funiculaire de

ces charges ne correspondait plus avec la ligne moyenne de l'element resistant.
Ce «roulement» qui peut etre tenu par des cisaillements lorsque la surface

presente localement quelque resistance au flambage risquait ici d'entrainer
purement et simplement des deformations et des plis.

II faut d'ailleurs noter que Monsieur F. Aimond, dans une note publiee dans
la revue du «Genie-Civil» en 1933 indiquait l'interet qu'il y aurait ä construire
des surfaces en paraboloides hyperboliques en metal, sans cependant preciser le
mode d'utilisation d'une teile surface par rapport aux reactions des rives. En
fait une teile surface en paraboloide hyperbolique est pratiquement peu utilisable
dans la construction metallique ä cause des difficultes de tracage et de montage
qu'elle entrainerait et des les premiers essais dont nous pärlons nous avons
choisi une surface ä courbures inverses de «revolution». De teile sorte que nous
avions toujours un meme element construetif partiel se repetant un grand
nombre de fois pour engendrer la surface totale.

Quoiqu'il en soit nous avions ainsi realise ce que nous appelons une surface
couvrante semi-autoportanSte c'est ä dire reportant sur des appuis les forces
appliquees par l'intermediaire de simples fermes. Nous avions gagne la suppression

des pannes.
II nous semblait alors que sous reserve d'un choix judicieux des courbures il

devait etre possible d'utiliser la surface mince de la töle sans restrictions sur le
sens des contraintes locales. A priori on devait se heurter ä des phenomenes de

flambage. Ces phenomenes devraient etre etudies plus specialement et par le

jeu des variations des courbures le long du profil de la section comprimee on
devrait pouvoir realiser des conditions d'equilibre stable.

Nous avons entrepris de mutiples essais sur maquettes. Ces essais ont mis en
evidence le röle important joue par les raidisseurs transversaux qui avec les
rives constituaient des cadres (fig. 2 et 3).

Une meme surface mince ä courbures inverses travaillant reellement en voüte,
sans aucun raidisseur est d'une tenue «molle» sous un Systeme de charges. Le
moindre deplacement de force la deforme. Si au contraire nous disposons des

raidisseurs transversaux nous ameliorons du tout au tout la rigidite de Fem-
semble. L'espacement entre raidisseur a de plus une influence marquee.

A la suite de ces essais nous avions obtenu le mode de construction de surfaces
minces en töle entierement autoportantes. Nous en avons fait faire immediatement
une premiere realisation en reprenant les memes dimensions et les memes
donnees que lors des essais de la surface semi-autoportante ne travaillant qua
la traction (fig. 4 et 5).

On distingue bien sur ces photographies les raidisseurs-cadres transversaux
qui sont de simples lames de töle decoupee.

Une teile surface de 14 m de portee pesait-töles et raidisseurs compris —
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Fig. 2 et 3.

^ oile mince ä courbures inverses avec raidisseurs (surfaces ä cadres). Hvperboloide de revolution.

tm
<****•*¦

«M*

Hf

Fig. 4 et 5.

Voile mince en töle. Surfaoe ä cadres. Hvperboloide de revolution. Portee 14 in. Epaisseur de
la töle 12/10 mm. Dreu\ (France).
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13 kg par metre carre en plan. Elle a ete chargee ä 70 kg par metre carre,
aux essais, sans aucune deformation sensible.

On remarque que pour des portees relativement faibles comme celle definie
ci-dessus les fatigues unitaires engendrees sont relativement tres faibles. De
l'ordre de quelques 3 ou 4 kg/mm2. Pour des constructions plus importantes et
c'est ce vers quoi nous tendions, il y avait lieu de pouvoir compter sur des taux
de travail plus eleves si l'on voulait utiliser la töle d'une fagon interessante
et economique.

Nous avons eu ä etudier ä ce moment la question du flambage local d'une
surface ä courbures.

Nous avons fait faire des essais dans les ateliers des Acieries de la Marine
ä St. Chammond, en comprimant, dans le sens des generatrices des portions de

cylindres circulaires dont les rayons variaient d'un modele ä lautre. Ces essais

ont ete suivis par nous memes et Monsieur L. Beschkine ffig. 6).

r»* *•¦ ItsSk

Element de töle 30/10 mm essave au flambage par compression simple.
St. Chammond.

Puis nous avons repris plus specialement les essais au flambage de sections
de surfaces minces non plus seulernent entierement comprimees, mais flechies,
ce qui, la plupart du temps est le mode courant de repartition des contraintes
maxima dans une section resistante.

En meme temps que ces essais etaient poursuivis nous avons etabli, gräce
ä la collaboration de Monsieur T. Vasilesco quelques donnees mathematiques
generales propres ä resoudre quelques problemes de flambage de surfaces
minces ä courbures.

Le travail mathematique qui nous parait essentiel si l'on veut pouvoir utiliser
totalement le «materiau» tole se poursuit encore actuellement; les premiers
resultats acquis et controles par les experiences nous ayant fourni suffisamment
de donnees pour en profiter et faire executer quelques types de constructions.

Nous avons tout d'abord fait construire aux usines des Etablissements Delattre
et Frouard ä Dannemarie-les-Lys une poutre tube de 32 m de portee en tole
et de 30/io de mm d'epaisseur et une voüte en tole de meme epaisseur de 75 m
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de portee. Les charges appliquees ont montre la parfaite tenue de ces systemes
ä cadres et organises au flambage (fig. 7, 8 et 9).

On remarque sur les figures qui representent la voüte de 75 m en cours de

montage la position des arcs raidisseurs. Ce sont de tres legers treillis en
cornieres de 30 • 30.

<*.

Vue de l'extrados en

cours de montage.

»r

Fig. 8.

Voüte de 75 m de portee. Epaisseur de la töle 30/10 mm. Surface torique
des elements, cadre par cadre. Dannemarie-les-Lys.

cadres. Montage
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La fig. 9 montre Finterieur de ce grand arc-voüte. Le Systeme de treillis
que l'on apercoit ä la partie superieure est un montage provisoire qui permettait
ä l'element de voüte de resister ä la torsion au fur et ä mesure de l'assemblage
des troncons entre eux.

wJr\'-- -y jt-K

-c\:

/
/

» ik wm

Fig. 9.

Are de 75 m de portee. Vue de l'intrados avec les redisseurs. (r^tablissements Delaltre et Frouard
reunis.)

Nous indiquons dans une serie de dessins quelques modes d application de ces
surfaces en töle mince autoportantes. La plupart de ces Schemas fönt l'objet de

projets reunis en vue d'executions eventuelles (fig. 10).

Fig. 10.

Hangar double 67,50 X 67,50 m. Epaisseur des töles 30/10 mm. Poids mort au m2: 62 kg.
Bätiments en cours de construction ä Dijon et a Casauv.

Ce Schema represente un hangar double constitue par deux cellules aecolees

suivant une poutre mediane. Cette poutre prend appuis ä Finterieur du bangar
sur un seul poteau en retrait sur la facade.

La hauteur de la superstructure est tres reduite.
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Les caracteristiques d'un tel batiment sont les suivantes:

Largeur 67,50 m
Profondeur 67,50 m
Hauteur 8,00 m
Appuis interieurs: 1

Surface couverte: 4560 m2
Poids au m2 couvert, y compris les longs pans: 62 kg.

Ce type de batiment a ete construit par les Etablissements Delattre et Frouard
pour le compte du Ministere de l'Air francais ä Dijon et ä Cazaux (fig. 11).

Fig. ll.
Hangar voütes surface de revolution ä cadres. Epaisseur des toles 30/10 mm. Portee 90 m.

Ce schema represente un hangar voüte. C'est un des types de couverture les

plus economiques. Un element de voüte ainsi constitue est semblable ä celui
realise ä Dannemarie-les-Lys.

Les caracteristiques d'un tel batiment sont les suivantes:

Largeur 90,00 m
Profondeur 90,00 m (ä volonte)
Hauteur 20,00 m
Appuis interieurs neant
Surface couverte: 8100 m2
Poids au m2 couvert, y compris les retombees: 80 kg (fig. 12).

Fig. 12.

Hangars voütes-surface de revolution ä cadres. Voüte tendue ä faible fleche. Portee 40 m.
Poids au m2: 60 kg.

68 F
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La couverte de ce batiment est une voüte tendue. On remarque sur la coupe
achematique du dessin les elements de cadre raidisseurs ä la stabilite et au
flambage.

Le poids d'une teile construction est de l'ordre de grandeur de 60 kg/m2
(fig. 13, 14, 15 et 16).

z^iAaz^T^:
Fig. 13.

Voüte a double auvent. Elements en tole de 12/10 mm d'epaisseur. Sections a courbures
variables ä cadres. Portee d'un auvent 10 m. Poids au m2 couvert: 45 kg. Vue en dessous.

iiil llllllllll

Fig. 14.

Voüte ä double auvent. Elements en töle de 12/10 mm d'epaisseur. Sections ä courbures
variables a cadres. Portee d'un auvent: 10 m. Poids au m2 couvert: 45 kg. Vue en dessous.

Fig. 15.

Voüte ä simple auvent. Elements en tole de 14/10 mm d'epaisseur. Sections ä courbures
variables ä cadres. Portee d'un auvent: 12 m. Poids au m2 couvert: 48 kgs. Vue en dessous.

Fig. 16.

Couverture en tole mince aux lanterneaux. Section en töle de 12/10 mm d'epaisseur ä courbures
variables ä cadres. Portee d'un Clement 12 metres. Poids au m2 couvert: 40 kg.

Vue en dessous.
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Lorsque la repartition des contraintes se developpe tout le long de la section
en suivant une loi de flexion, il y a interet ä realiser cette section ä courbures
variables en disposant le plus faible rayon de courbure dans la zone la plus
comprimee.

C'est ce qui est represente sur le dessin schematique de la fig. 15.
On peut combiner differents arrangements des surfaces minces en tole soit

pour realiser. de tres grandes ouvertures libres de bätiments sur une face, soit

pour couvrir des ateliers avec eclairage par lanterneaux.
Ces differents types de bätiments ont ete etudies en vue de.travaux en Italie

et ont dejä fait l'objet d'essais concluants (fig. 17 ä 21).
Une fagon assez curieuse d'utiliser des parois en tole mince comme elements

portants et de remplissage consiste encore ä couvrir le batiment ä l'aide de tubes

cylindriques circulaires fermes, un tel schema conduit ä usiner un nombre tres

i 11' .'lülllllllllliljlf

r]T;iT' UM

Tri""!
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Fig. 17.

Hangar demontable. Schemas de montages a differents Stades de la construction.

68*
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Fig. 18.

(voir le texte de la fig. 17)

Fig. 19.

(voir le texte de la fig. 17)



Application des voiles minces en construction metallique 1077

Fig. 20.

(voir le texte de la fig. 17)

Fig. 21.

(voir le texte de la fig. 17)

reduit d'elements de construction et permet des possibilites de transport et
de montage tout-ä-fait rapides.

Pour des portees de l'ordre de 25 m, une teile construction pese 55 kg/m2,
y compris les portes et les longs pans de fermeture laterale.

En conclusion de ce tres rapide expose d'un essai d'utilisation systematique
de la töle mince dans la construction, nous croyons utile de preciser notre
fagon de penser:

A moins qu'il ne s'agisse de creer ä un materiau comme la tole un debouche
commercial et industriel plus elargi et cela dans le sens le plus strictement
utilitaire, on doit bien prendre garde que toutes ces tentatives et toutes ces

realisations, qui s'appuient la plupart du temps sur des donnees et des

considerations purement techniques ou mathematiques, n'en creent pas moins des

formes nouvelles, des lignes architecturales peu courantes, qui entrent de ce

fait sous le signe de l'art de construire.



1078 B. Laffaille

Je voudrais mettre en eveil Fesprit des architectes et des ingenieurs pour que
devant des problemes aussi nouveaux ils recherchent avec un grand souci de

comprehension mutuelle les Solutions parfaites aussi bien au point de vue aspect
qu'au point de vue rigueur technique.

Sur ce plan, il y a de plus en plus ä travailler. Les Solutions mathematiquement

ingenieuses, voire meme quelques fois presentees sous une forme
un peu hermetique risquent de faire prendre la rigueur mathematique pour
un ensemble de dispositifs et de Schemas immuables dans leurs formes. On

congoit que devant une equation differentielle, celui qui juge la construction dans

ses rapports de volume et de surface, qui recherche les proportions pour en tirer
un mode de presentation ä l'echelle du sentiment humain, celui-lä, qui est

architecte, hesite, et rempli de crainte abandonne ä l'ingenieur ce domaine reserve
de la resistance des materiaux poussee jusquä une analyse tres speculative.

Ce serait dommage qu'un tel divorce se produise, car le fruit amer de la
seul science mathematique ne peut etre toujours goüte, et dans le domaine de

l'art de construire, les exemples qui sont donnes ont une teile repercussion sur
Fesprit collectif des hommes qu'ils ne doivent pas risquer de fausser cet esprit
mais plutöt de Finstruire.

B. — Etude theorique sur les poutres et arcs en voiles minces en töle.

Nous venons d'indiquer dans la premiere partie de notre memoire les modes
de raisonnements qui nous ont conduit ä la realisation des constructions en voiles
minces ä cadres.

Nous donnons ici quelques considerations theoriques et mathematiques sur ces

memes questions.
Tout d'abord une justification du role des cadres, ce role ayant ete

particulierement mis en evidence par des series d'essais dont nous parlerons et ensuite

quelques considerations sur le flambage.
Nous rappelons que pour l'etude mathematique des cadres nous avons eu,

en M. L. Beschkine un collaborateur precieux et pour les etudes sur le flambage,
que nous pour suivons d'ailleurs encore ä l'heure actuelle Tf. F. Vasilesco nous
apporte sa competence incontestable.

Lorsque Fon realise une voüte en voile mince comme la portion representee

par la fig. 3 on peut etudier les deformations generales sur cette voüte
travaillant en are en ayant recours au dispositif suivant:

Nous relions les retombees de la voüte construite en carton tres leger sur des

culees en bois, vissees sur une table. Suivant l'arc de gorge nous pergions la
voüte de onze trous equidistants et nous faisions passer par ces trous des re-
glettes verticales graduees. De cette fagon nous pouvions apprecier les
deformations relatives de la ligne moyenne de la courbe de gorge, sous un Systeme
de charges donnees par rapport ä un plan de comparaison qui etait celui de la
table d'experience.

Nous donnons ä titre d'exemple quelques resultats assez caracteristiques de

ces essais: la fig. 22 represente en trait plein la ligne moyenne de la courbe de

gorge (ordonnees amplifiees) non chargee, lorsqu'on plagait une charge P entre
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les points 5 et 6 la ligne moyenne prenait la forme definie par la courbe en
traits mixtes.

Si la charge P au lieu d'etre entre les points 5 et 6 se trouvait entre les

points 3 et 4 on obtenait le graphique des deformations represente par la fig. 23.
Une fois les charges enlevees la voüte reprenait sa forme premiere. L'examen

de la voüte ayant atteint sa deformation maxima montrait que les sections
transversales de la surface ä double courbure se deformaient considerablement.

ng.22 l Fig.23 l

/ A

Achse unbelastet
Courbe de gorge non chargee
flxis if not-loaded

Achse unter der Last P
Courbe de gorge sous ChargeP
flxis if loaded with P

Fig.2*

i—i—i—i—i—i—i—i—.

Unbelastet
- Non Charge*
Not loaded

Belastet ohne Rahmen
———— Charge sans cadre

Loaded withoutframe

Ffg.25

*x\N

*A
//^ \\

Belastet mit Rahmen
- Charge avec cadres

Loaded withframes

Lage eines Rahmens
Position d'un cadre
Position ofone frame

Fig. 22 ä 25.

si par exemple nous avions ä l'etat de repos une courbe hyperbole tout le long
de la courbe de gorge, sous l'effet d'une charge cette courbe se deformait, eile
«s'ouvrait» ou se «fermait» d'oü cette idee de rendre plus «raide» la surface totale
sous des efforts de flexion en creant le long dei la courbe moyenne de la voüte
des plans capables de tenir de la flexion, ce sont les elements de cadres.

Si nous reprenons les deux essais choisis precedemment nous verrons sur ces

memes graphiques l'influence de deux elements de cadres disposes symetriquement
ä Faplomb des points 4 et 8 de la division de la courbe de gorge.

Sur la fig. 24 la courbe en pointilles montre la deformee de la courbe de gorge
sous la charge P entre 5 et 6.

La fig. 25 montre la deformee de cette meme courbe de gorge sous la charge P

entre 3 et 4.
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Dans les deux cas ce qu'il y a de caracteristique c'est l'influence considerable
de ces cadres sur la tenue du voile mince.

Nous avons multiplie un tres grand nombre de fois ces essais en faisant varier
la position des charges P, la position des elements de cadre et encore la definition
de la courbe generatrice formant par exemple des hyperboles, des cercles, des

ellipses, des cycloi'des, des paraboles et en notant chaque fois l'allure des

deformations.

Nous pouvons resumer ainsi mathematiquement les conclusions de ces etudes:
Les poutres et arcs en voiles minces sont des solides engendres par un profil

defini par une ligne d'epaisseur faible par rapport ä sa longueur. Le profil se

deplagant dans l'espace suivant une loi determinee de maniere que tous ses points
restent dans des plans paralleles.

Un tel voile ne pouvant pas supporter d'efforts de flexion dans son epaisseur
d'une part, et etant peu resistant ä la compression d'autre part (flambage) des

systemes raidisseurs sont etablis dans certaines sections du solide.
Ces systemes raidisseurs peuvent etre ranges en deux categories:
1° Les raidisseurs proprement dits qui ne servent qu'ä s'opposer au flambage.
2° Les raidisseurs-cadres qui, ayant un moment d'inertie süffisant, peuvent en

plus de leur role de raidisseur servir ä transmettre des efforts de flexion qui
permettent au solide de se comporter comme un corps obeissant aux lois de la
resistance des materiaux.

Considerons un tel solide soumis ä des forces quelconques. Si nous faisons
abstraction des efforts internes dans le plan d'une section droite, les theoremeis

d'energie interne nous definissent une repartition des fatigues en aecord generalement

convenable avec les resultats de la resistance des materiaux (distribution
lineaire des efforts pour les solides rectilignes, distribution hyperbolique pour les
solides curvilignes). Les efforts ainsi trouves, sauf dans des cas de charge
particuliers, ne peuvent etre en equilibre avec les charges appliquees qu'en admettant
des flexions dans les sections droites, ce qui est impossible eu egard ä l'epaisseur
de la section.

Considerons alors un panneau forme par le voile mince compris dans le cadre.
Le voile ne travaillant pas en flexion dans son epaisseur, on peut ecrire trois
equations d'equilibre qui definissent entierement les forces interieures (efforts
normaux et cisaillement) dans le voile ä des fonctions arbitrairesi pres, resultant
de Fintegration des equations differentielles. Ces equations differentielles etant
lineaires leur Solution resulte de la superposition d'une Solution particuliere avec
termes constants non nuls et de la Solution generale avec termes constants nuls.

Un panneau, en general, peut etre considere comme forme par1 un element de

surface de revolution, le deplacement de la section droite pouvant etre assimile ä

une succession de rotations.

axe de revolution

Fig. 26.Vr%>
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Dans ces conditions en appelant n± et n2 les efforts normaux le long du
meridien et du parallele, t les cisaillements, r le rayon du parallele, z (r) la cote
axiale, a Fangle de la tangente au meridien avec Faxe, © la longitude et en

posant:

ön nt • sm et
KTT

° sin et

TOr t
les equations differentielles sont:

d2z z' N
Ör —ö + Ö« — —

d ra u r sm a

Dans le cas de surfaces ä courbures inverses et, en particulier dans le cas de
surfaces reglees, ces equations peuvent etre simplifiees et reduites ä deux.2

Z et T etant les composantes paralleles ä l'axe et tangentes au parallele, de

l'effort applique par unite de surface projetee sur un plan perpendiculaire ä Faxe:
V et N etant les composantes normales de l'effort par unite de surface vraie.

Si on considere un element assez petit pour que entre les elements de cadre,
l'effort applique puisse etre considere comme independant de 0 la Solution
independante de © est fournie par les equations:

— (rz'ör) Zr

i(r%r) Tr*

d2z z' N
ör -r^5 + ö~ — — -

d r2 0 r sin a

Ces equations du premier ordre s'integrent sans difficultes.
Par exemple si on a une section symetrique par rapport ä un plan parallele, le

rayon dans ce plan etant r0, il vient:

1) t Tr0 ^2j'Tr2dr

/
2)

Zr dr
0

rz
2 Voir Comptes-rendus de l'Academie des Sciences Paris. M. Beschkine 18. novembre 1935.



1082

d'oü

B. Laffaille

p'Vrdr
J sin et

r cos a

3)
'

N-
Rä R.

R2 et Rx etant les rayons de courbure principaux

(1 + z'2)3'2 1

R*

z" sin 2 a

d'oü

cosa
N

n9 r
cosa nl z" tga • sin2a

Pour que le probleme soit entierement resolu il faut pouvoir introduire arbitrairement

des termes de flexion pure et de flexion aveo cisaillement.

a) Flexion pure.
Posons ö 2 un cos n@

ö0 repondant aux lois de la resistance des materiaux du corps long pour
© 0, il vient:

Posant:

il vient

tt 2 un • cos n ©
rz

sin n ©

d'oü

avec

d'oü

T0 vir °"
r IVn —

n

Vn i 8 I1»z' 9r \ z" 1

d r2 d /z'uA
z' dr \ z" /

n

5>n (öe)e o
Ö0

nä • r un

v 1 d fr2 8 /z'2Oo\lZ«2 uo - — [^ — (-^r-)J Ao-

Quand on se borne aux termes du premier degre en © on voit que dans aucune
des contraintes ör, <$e, rr@ ne figure n. II en resulte que pour © petit (petit
intervalle entre les cadres) il est inutile de chercher ä definir les valeurs nx nn

separement. On pourrait le faire par utilisation du theoreme du travail minimum
en Fappliquant ä un panneau cadre et rives comprises, les efforts introduits dans

ces elements etant fonetion de n.
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b) Flexion avec cisaillement.
Posons de meme:

sinn©
ö0 2.kn h2>nCosn@

Le second terme ayant ete etudie ci-dessus, reprenons le premier separement.

sin n©
Ö0-— Z^n

z' sin n 0
Ör= — 2-önrz n

Posant:

Tr0 — 2 tu cos n@
il vient

tn ~j I Surdr

d'oü

•>?!*""-*£*')
Les memes raisonnements que pour la flexion pure peuvent s'appliquer ici.
Au premier ordre

rr0=2ln ^J(ö0)ordi

equation oü © ne figure pas, les termes d'ordre superieur sont definis par le

principe du travail minimum.
Le probleme est donc entierement resolu puisque Fon a defini
1° la repartition des efforts locaux.
2° La repartition des efforts d'ensemble si Fon connait la repartition des

efforts n2 (ou ö0).
La construction actuelle de ces voiles est teile que tous les efforts de la

premiere categorie, les efforts n, de la seconde categorie et les fatigues dans les
cadres raidisseurs donnent des termes de potentiel interne faibles par rapport
aux efforts d'ensemble n2 et t.

II s'en suit que les resultats des calculs d'elasticite de pieces ä deux dimensions
(poutres et arcs sans epaisseur appreciable) sont applicables ä ce cas. Donc les

efforts n2, ä une approximation nettement inferieure ä la valeur trouvee —-
n2

(n'2 efforts locaux) peuvent etre consideres comme suivant les lois de la
resistance des materiaux classique.

A partir de ces valeurs n2 on determine les efforts totaux nx et t (d'oü les

efforts sur les cadres et les rives (par les equation» ci-dessus).
Le probleme de la repartition des contraintes est donc entierement defini. II

en resulte que Fetude des poutres et des arcs en voile mince peut etre consideree

comme se rattachant directement aux hypotheses classiques, les efforts secondaires

etant introduits pour calculer les pieces raidisseuses.
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Ici, dans le cadre de ce memoire, se borne l'expose de la theorie. Dans les

constructions que nous avons fait realiser et dont nous parlons dans la premiere
partie de notre precedent memoire nous avons fait appliquer ce9 theories.

Nous donnerons dans le volume des memoires qui sera publie dans le courant
de l'annee 1937 quelques exemples numeriques d'application pour montrer
la maniere pratique de se servir de ces systemes d'equations.

Nous avons vu que parmi les raidisseurs introduits dans la surface mince un
certain nombre d'entre eux ne servent qu'ä s'opposer au flambage.

Ce phenomene de flambage nous a toujours paru etre un element essentiel
de la connaissance de ces surfaces. Le fait que ce soient des surfaces «minces»

suppose une inertie locale propre tres faible et donc une tendance tres marquee
au flambage local ou au cloquage.

Aussi lorsque nous avons eu ä realiser des constructions avons nous fait tout
d'abord executer sur des elements de cadre grandeur nature des essais de

flambage.
Ces essais ont ete faits sur les presses ä emboutir aux acieries de la Marine

ä St-Chamond dans les premiers jours de juillet 1935.
Nous avons fait preparer une serie de plaques cylindriques de diverses

epaisseurs et de rayons de courbure variables, sur ces surfaces nous avons fait
disposer des elements raidisseurs formes par de simples cornieres cintrees.

Les fig. 27 et 28 montrent l'un de ces elements avant et apres essai au
flambage.

Parmi les differents essais que nous avons mesures, certains portaient sur des

efforts de compression s'exergant sur une portion seulernent de la section totale:
cette categorie d'essais etait choisie en vue de se rapprocher du cas le plus
courant de la repartition des contraintes n2, dont nous parlons plus haut, suivant
une loi de flexion. Ces mesures effectuees, nous avons considere les resultats
obtenus comme des limites utilisables ä des coefficients de securite pres.

Puis nous avons etudie theoriquement ces phenomenes. C'est un resume de ces
etudes que nous donnons ici:

Elles portent sur des portions de cylindre circulaire. Nous avons dejä
poursuivi au delä ces calculs en considerant des cylindres non circulaires
introduisant ainsi une Variation de rayon de courbure tout le long de la section.
II parait en effet souhaitable de se rapprocher des cas pratiques et d'application.
II y a evidemment interet ä pouvoir augmenter localement les resistances au
flambage en fonetion de la distribution des efforts n2 normaux dans une section
flechie.

On considere une plaque mince cylindrique circulaire d'ouverture O, de
hauteur 1, de rayon r et d'epaisseur t 2 h.

On suppose cette plaque soumise ä une pression qui s'exerce sur les bords
circulaires dans la direction des generatrices.

Le probleme est de trouver la charge critique de flambage, c'est-ä-dire la

pression minima pour laquelle il existe un equilibre elastique de la plaque
deformee.

La methode utilisee est celle de Ritz-Rayleigh. Elle consiste ä se donner ä

Favance une forme de deplacement, dependant de constantes arbitraires, ä ecrire
l'energie totale des forces interieures et exterieures et ä rendre extreme (minima
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ou maxima) cette energie an moyen des constantes arbitraires figurant dans le
deplacement. Les conditions auxquelles doivent satisfaire aussi ces constantes
peuvent permettre la determination de la pression qui, rendue minima ä son
tour, donne la charge critique recherchee.

Fig. 27.

Plaque de töle incurvee avec raidisseurs au flambage. Essais effectues ä St. Chammond fFrance),
juillet 1935.

Fig. 28.

Plaque en töle incurvee avec raidisseurs au flambage (plaque apres flambage). Essais effectues
ä St. Chammond (France), juillet 1935.

M. Redshau dans un memoire inlitule »Elastic instability of a thin curved

panel» Aeronautical research Committee R J M N° 1565 London, a etudie cette

question en caracterisant les deplacements sous la forme suivante:

jt0 kx
u A • sin sin —

q r
v r • n o

„ JT0 kx
w L ¦ sin cos —

q r
et en considerant une charge uniformement repartie tout le long dc la section.
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Pour nous nous avons cherche ä ecrire les deplacements sous une forme
plus generale et ä considerer la pression sous sa forme egalement la plus
generale soit

P. f (G).
Les deplacements choisis sont les suivants:

u u (@, x)
v rn o

~ a;r0 q;rxw C • sm • sm —.—
9 *

a et q etant entiers positifs.
Considerons la fonetion u (©, x).
Par rapport ä ©, u (©, x) est periodique et de periode cp et comme

u (©, o) — u (©, 1)

on conclut que par rapport ä x, u (©, x) est une fonetion periodique et de

periode 2 1.

II en resulte que u doit avoir la forme generale donnee par son developpement
en serie de Fourier

u F(8Ix) j| als_1 cos (2s- 1) " +

+ X cosn X a cos(2s- 1) -=-
n l L Cp s=l *

¦ ' 2*0» „ /Q ^TTX]+ sin n X b cos (2 s —1) -pcp a i 2S_1 1 JCp 8 1

C'est le calcul qui va nous determiner les coefficients a°2s-i, an2s_i, bn2s-i
donc qui va determiner u.

La contraction subie par la plaque par suite du deplacement qu'elle eprouve
est donnee par Fexpression

•¦-MK)H(E)' dx.
L8x 2 ^x/ 2 \8x/

Le travail de la pression p. f (©) a donc pour expression
9 1

- - - \ 2

f(@)dxd©
o o

En effectuant les integrations on trouve successivement

w 2hPr Jf(0)[u(ai)-u(0(o)]d0 + ljf(e)dej(|^)dx
'

O 0 0

.1 />[1 OC OC 0^(^00 oc

2hpr -2 {lC1f(0)+ 2fO)cosn^2a»B_1+2f(0)
I O L Z i i Cp i i

sin n >. b„
cp T 2S-J

Applied Elasticity, J. Prescotte, p. 562.
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La fonetion f (©) etant de periode cp, si l'on pose

2n@

On a:
9

5-

*(©>=*(&•*)

d'oü

Cette derniere fonetion etant de periode 2 ti Si Au et Bn sont des coefficients
de Fournier on a:

o

o

An — ff(©)cosn^d0
cp J cpT o T

Bn= — ff(e)sinn^d0
cp J cp

On en deduit que

mfioo oooo oooo„1w -4hpr-|-U-A02«L-1+2An2aJl_1+2B»2bJ._1 '

4 \6 1 n=l 1 n=l 1 J

+ kfr(Mfc4~i <A»-A-)

L'energie par unite d'aire, des forces interieures a pour expression:

v' E'h a2 + ß2 + 2öaß +

ou

a

ß:

1 — Ö
I

2

E

1=0*
8^
8x
w 8n
r 80

+ EJ
c\ +c\ + 2öc1c2 + 2(1-ö)(T-T0)s

2 h3

2 L

o coefficient de Poisson

8n 1 8u
c r — + -

8x r 80
82w

8xz

802
1 82w 8n

1 / 82w\

T
r 8x80 8x

TG o
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Les expressions precedentes deviennent avec le deplacement choisi

.di^\'^_E'h (-)V* + -Y sin
rz cp

1 —ö/8F\2l

2a;r@ 2cp7i x c gF cur© q:rxein ein _±+ 2 ö — -— sin
1 r gx cp

sin — —

2r2

2q:rx c'
sin2 -^z— + —r

1 r4

2"!

¦0 sin'
a;r© 2q:rxsin

<P
1

sinÄ
1

2a;r@ «qnx\cos2 cosJ — — f
cp 1 J

L'energie totale des forces interieures et exterieures s'ecrit

r9 r1
v rj J v'dxd©— w

o o

Elle aura donc pour expression d'apres ce qui precede:

v rE'h{
1 o o

/7[©2+2ö--sin^-™—+—?'-^r gx 1
cp 2r2 \a©/ dxd©

w

En explicitant cette expression on obtient une nouvelle forme de l'energie totale
generale qui peut s'ecrire:

^V^(^.l|(2s-l)2K9_1)2 + (^)2n|i!i(2s-l)2[(a2"s_1)2 +

+K-1)i+\^(^)silni14(^^y+^-^i +

-I c \
r

a impair <

a pair

2q K +a ¥ *< }
1

o

¦ a n i 4n2— a2.

q n ßi/2

o

q impair

q pair

q impair

q pair

1IL i^ s 1 n l s l n l s 1 /

+ c2 (£*)* (-iL- + iL* fi!»! + __!!_ f i _ (™\r+ Ml Mr»qV 3 L l1 +qVrH \ cp / J

™ 2c
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Elle est une fonetion des constantes

2 s — 1' 2 s - l ; b2S-i;

Pourque l'energie soit extremum, il y a qu'ä annuler les derivees partielles du
premier ordre par rapport ä ces constantes et tirer les valeurs de celles-ci des

equations ainsi determinees.

Le fait que l'on a une infinite de constantes donc d'equations n'est pas
genant, car on peut toujours n'en considerer qu'un nombre fini et passer ä

la limite ensuite. D'ailleurs les variables sont separees de sorte que chaque
equation donne la valeur d'une seule variable.

Voiei les equations obtenues en annulant les derivees partielles par rapport ä:

a2s-l'
\2

a ;
q ' art ,: a :

2s — 1» q4 b2s-T bn et c
q

(ff(2s-D
q impair, a impair

A0 8P
Ss-i + y ig; — °

qV o Ao£p_2o £q
"l2 a-J+ 2" 1E^ r *al

q impair, a pair

p d2s-i^ 2 IE'
\2

2»L-, + *«u|=0[(?)V-.)-+^(v*)'-
q impair, a impair

q impair, a pair

1(^44(^4 K+A"S=°

q impair, a pair

^(2s-l)2+1-ö/27T
2r2 \ cp

(VI«' 2d + B«ul 0

q2 +
1— ö|2rfa(VI

2 „21

2r2 \cp / 4 2b; + B!TE-
etc.

'IE'

8P 2oc gn 0
r 1

Dans ces equations il ne faut pas perdre de vue la fonetion p. f (©).
Nous pouvons nous borner ä resoudre ce Systeme pour le cas oü la fonetion

f (©) est paire. II n'y a pas plus de difficulte ä le resoudre dans le cas general,
le resultat seul est legerement plus simple ici.

69 F
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Si q pair on a immediatement:

Ap 8 p /1 \2 1

a2s-i- 2 1E; \ji/ (2s—1L)2

2nSs- 8P
1- A„1E<

b2s-i:
['Jo-v+^lffl*

Puisque G doit etre different de zero, la derniere equation du Systeme donne
la pression qui s'ecrit:

__E_ 2 J l2 hnqV l2 / ,a7ix2\2_2c5 2/aji
P— l—ö2' A0—Aa(r2q2^24" 3 L l2 +cp2Ji2rM1 \ cp / / r2 +r2\cp

Elle depend des constantes q et a. Cette determination se fera de maniere que
p soit minimum donc soit egal ä la charge critique recherchee.

On devra done egaler ä zero les derivees partielles de p par rapport ä q
et ä a.

Les equations ainsi obtenues sont les memes que eelles qui s'obtiennent en

egalant ä zero les derivees de l'energie par rapport ä q et a.

La premiere de ces expressions est:

r2^2 3 r4^2\ V cp7 / J q3

ji2 ^q
3 l2

La seconde est inutile ä ecrire tant que l'on n'aura pas la valeur de Aa qui
depend de a, selon chaque cas determine par la fonetion f (©).

L'expression ci-dessus donne

-4~ 4,

rKrh ' 3rsL \ cp /

et l'on doit prendre pour q, l'entier pair le plus voisin de q0.
Avec ces valeurs on ecrira la charge critique:

__E_ 2 f[ h2 / a2^2\äl P 2
P_1 —02'A0 —AaU1+3r2\l cp2 JJrV'q»"

h»7i2 2h2/ a27r2\\

Dans le cas particulier de la pression uniforme on a: f (©) 1.

On trouve alors AQ 2 Au 0, u ne depend pas de © et l'on a:

Cela signifie que la pression s'exerce d'une fagon rigide au moyen de deux

panneaux compresseurs par exemple. C'est ce cas qui a fait l'objet de la

plupart des essais au flambage suivis ä St Chamond. Nous indiquons plus loin
quelques resultats numeriques.
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On voit que p varie dans le meme sens que a, donc on obtient son minimum
par a 1.

La charge critique est alors:

Si q est impair et a impair on trouvera:

E 2

1 — ö2 A0 — Aa
1 J^/1_aV\2l_l2_ 1+hV 2

3r2\ cp2/JrV'q2 312 q

2h2/ a_V\ o2 1

+ 3r2\ Öi" cp2/ r2'q2^2 1 —d/2^\2 a2

l2 2r2 \ cp /
"

44

Actuellement, avec Monsieur T. Vasilesco, nous avons examine ces memes
problemes dans le cas d'une section ä courbures variables, Fexpose des calculs
relatifs ä ces questions fera l'objet d'une etude ulterieure, l'etude presente a ete

communiquee en resume aux Comptes Rendus de FAcademie des Sciences de
Paris 201, 1935, p. 537 et 201, 1935, p. 642.

Considerons des plaques en tole d'acier lamine avec les caracteristiques
diverses, telles que nous les avions utilisees dans nos essais experimentaux.

Ces essais ont ete faits dans des conditions industrielles. Les, resultats obtenus
se trouvent legerement au-dessous des valeurs theoriques obtenues en appliquant
les formules trouvees dans le present travail.

Etant donne le peu d'ecart enregistre et qui s'explique par les defauts memes
constates sur les plaques avant les essais, ainsi que par la rusticite des experiences
faites ä l'aide de grandes presses ä emboutir on peut conclure que nous retrou-
vons bien dans les applications de nos formules les resultats experimentaux.

Soit une plaque cylindrique circulaire ayant les caracteristiques suivantes:

2 h 0,003 m; r 2,1; cp 160<> 2,795G; 1 0,8.

On trouve:

sin S^ sin 40° 0,643
4

sin -2- -L • 0,643 0.455.
4 V2

Ces constantes caracterisant les zones de repartition des contraintes de

compression variables le long de la section dans le cas d'une flexion simple

A° — Al
1 — 2,415 + 2,265

A0 A,
69*

2
0,85

2
1,176.
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Examinons le cas d'une pression uniforme

lfa 0,8 fa
irr rh

» ' -•* 2 • 10s

12 1

q0 5,8

D_oo in"/[i+A J_ * (i * \'\1P~~ '* 1U ll1+ 4 10« 2,12\ V2,795;/Jl02 —2,12^2 36

¦
3 t^IV 3 2 / *2 \\+ 4-106' 82 'db + 4-106 + 2.12\ U'ö + 2.7952/J

p 2,2 • 10 io 0,000825

18,15 kg/mm*.

Les essais sous presses ont donne des valeurs moyennes de l'ordre de
15 kg/mm2.

II est interessant de noter que dans le cas de la flexion simple, la fatigue
critique maxima theorique serrait de

p'-p-v=ä;
18,15 1,176

21,35 kg/mm*.

Dans le cas de flexion en effet les ruptures par flambage se produisent pour
des fatigues de compression dans le metal legerement superieures ä celles
resultant de compressions uniformement reparties.

Conclusions.

Le present memoire est une contribution ä l'emploi de la tole dans la
construction, emploi qui doit donner ä ce materiau une place importante tant ä

cause de l'economie qui en resulte que des formes nouvelles qui peuvent
etre trouvees.

Le materiau «tole» est essentiellement different du materiau «profile-lamine».
Les lamines, qu'il s'agisse de fer U, I, ou cornieres seront toujours des

Clements d'ossature, des earcasses resistantes qui porteront des remplissages.
Ils risquent, comme malheureusement cela se voit si souvent, de traduire un

vaste domaine des constructions dans lequel tout effort dans l'art de construire
est perdu depuis longtemps.

C'est le domaine propre de la teehnique qui semble souvent meconnaitre la
recherche patiente des proportions, des volumes, des contrastes qui sont
cependant la fagon de rendre humain les bätiments edifiees. On peut dire, en
maniere d'excuse, que les assemblages de cornieres, definis sous le signe de la
resistance des materiaux peuvent difficilement engendrer les volumes parfaits.

Notre effort tend a donner a la töle, materiau plus nouvellement introduit,
un plan de depart plus relie ä l'art de construire.
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II y aura de belles constructions en tole et le jeu des surfaces ä courbures
qui sont le fruit d'equations differentielles, pourra etre organise et dirige aussi

en fonetion des rapports et des modules plus humains.

Resume.

L'auteur montre par des essais le comportement des voiles minces metalliques
pour differentes surcharges.

II traite ensuite mathematiquement le probleme et montre que les resultats
ainsi obtenus concordent avec les resultats des essais avec de petits ecarts
engendres par le materiau lui-meme.

Sur la base des ouvrages dejä executes, l'auteur expose toutes les possibilites
qu'offrent ces voiles pour la construction d'ouvrages economiques et cependant
esthetiques.
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