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IVbl

Introduction d'une theorie generale
poui l'etude des voütes minces de translation

Eine neue allgemeine Theorie von Translationsflächen

Introduction of a general theory of shells of translation

L. BROGLIO
Rome

Si on deplace en translation une courbe I© contenue dans un plan
vertical le long d'une autre courbe Te contenue dans un plan vertical
orthogonal au precedent, on obtient une surface dont la protection sur un
plan horizontal est rectangulaire. Si on pose ladile surface sur le perimetre
de sa protection au moyen de quatre tympans, on realise le Schema geo-
metrique d'une ff voüte de translation » (fig. 1).

Pour l'etude d'un type de toiture si important dans les applications,
dans l'hypothese d'un regime statique ä membrane, il existe un procede
connu, relate par M. Flügge dans son trait6 classique ('), duquel nous
allons donner un bref resume dans ce premier paragraphe.

En un point generique P (fig. 1) de la surface designons par f? et /e

respectivement les tangentes aux courbes \\ et 1% ; soient <o et 9 les angles
que t? et te forment respectivement avec ses projections horizontales ;

assumons comme repere en P le triedre oblique 19 /r,, z, designant par z
la verticale dirigee vers le bas. Soient X, Y, Z les composantes de la charge
exterieure par unite de surface, et soient encore Nc N0, iN© les efforts
interieurs de la structure, a savoir la traction dans la direction tf la
traction dans la direction ti, et le cisaillement selon les deux directions
obliques t.f t„ qui se rencontrent sous l'angle a= arc cos (sin cp ¦ sin 9).
Designons enfin par r¥ r_(cp) et ''0 i©6) les rayons de courbure de
r? et de Te

Le procede que nous allons resumer consiste d'abord a exprimer
mathematiquement les deux conditions suivantes : equilibre de toute
portion elementaire de voüte comprise entre deux r9 et deux r6 infiniment
voisines, et incapacite de chaque tympan (qu'on imagine infiniment
rigide dans son plan) a soutenir des actions orthogonales ä lui.

(') W. Fi.ücce, Statik und Dynamik der Schalen, Berlin, Springer, 1934, pp. 91-100.
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r

\
Fig. 1.

Les conditions d'equilibre selon t.., /$, z sont respectivement donnees

par (2) (fig. 2):

-5— (N, cos o) -1 5^- cos 0 © Xrc cos ta sin a 0 ;
Ö'-O 7's Ob ' '

(Necos9) r. 9N
£— cos 9 © Yre cos 9 sin a 0

(1)

(2)89 v"» — -' '

r? 9?

(NT cos (p) re cos'9 © (Ne cos 9) r? cosf» © Z7'9 re cos'tp cos*9 sin 0. 0 (3)

Les conditions sur les tympans sont respectivement (3):
Le long des deux cötes <p= constante

N9 0 ; (4)

Le long des deux cötes 9 constante

N9 0. (5)

Comme deuxieme pas, le procede en question reduit le sysleme de (1),
(2), (3), (4), (5) a contenir une seule inconnue I\©9 Dans ce but, il
faut d'abord deriver (3) par rapport a <p et a fj, tenant compte des expressions

que (1) et (2) donnent respectivement pour
r) rl

/•9cos*8-=— (N„ cos») et /¦<. cos2o-^- (N6 cos 9)
oo T ' 'ob

(2) Loe. cit., tSqualions (54n. 54(j), et (53c).
(3) Loe. cit., p. 94.
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de sorte qu'on arrive ä l'equation (4)

dl 9N9.9 \ ß
9 / t 3NT,8

r, cos 7 w ^cos2 9 _gf-j + re cos 9
-g- ^cos' <? -^-

ö ^» (Z'"e r9 cos2o cos8 9 sin a) — r, cos <p -55- (Xre cos' 9 sin a)
00 ob ¦ üb

— re cos 9 -5— (Yr„ cos*es sin a). (6)

En outre, si on derive (3) par rapport a 9 en tenant compte de (4)
et qu'on substitue dans (2), ou si on derive (3) par rapport a <p, en tenant
comple de (5) et qu'on substitue dans (1), les conditions aux limites
deviennent :

Pour <p constante

rg- (Li'y re cos2<a cos2 9 sin a) — Yi\ sin a ; (4')

Pour 9 constante

9N,,9 1

(Zi\ re cos2? cos29 sin oc) — Xr9 sin a (5')
98 r<p cos2 9 cos »

Comme troisieme et dernier pas, il faut proceder a l'integration de

l'equation (6) avec les conditions aux limites (4') et (5')- Au point de vue
malhematique ce probleme presente des difficultes tres considerables ;

partant, les resultats obtenus par la methode rappelee sont peu nombreux et
se referent (5) surtout au cas des directrices \\, Te circulaires, et de la
structure bissymelrique, chargee symetriquement uniquement par des
forces verticales, variables selon la loi

Z sin a constante

Fonction des efforts pour la voüte de translation

Considerons le cas general d'une voüte de translation non-symelrique
par rapport a n'importe quelle directrice et chargee de maniere
quelconque. La non-symetrie de la slructure permet d'eludier une loiture
posee sur des murs de hauteur inegale ; la faculte de choisir le type des
directrices presente a son tour un interet parce qu'elle permet un choix
plus large au point de vue economique et esthetique et parce qu'on peut
ainsi satisfaire aux exigences de diverses natures, acoustique ou optique,
evenluellement imposees pour la piece a couvrir ; enfin, le cas de la charge
reparlie de n'importe quelle facon (en particulier, celui de la charge con-
cenlree) a de l'importance pour une etude plus complete de la voüte ou
pour l'examen des slructures minces de translation pour des cas plus
complexes que celui d'une simple toiture.

Designons (fig. 1) par a et b les deux dimensions de la protection
horizontale de la voüle. Assumons comme repere un triedre cartesien, ayant
l'origine a un des sommets du reclangle, et disposons les axes x, y selon

(4) Loe. cit., eq. (55).
(b) Lac. eil., p. 103.
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les cötes a et b dudit rectangle : la direction z, comme on l'a dit au
paragraphe precedent, est verticale, positive vers le bas. Les relations differentielles

entre les coordonnees <s et 9 du paragraphe precedent et les nouvelles
coordonnöes x, y sont naturellement les deux suivantes :

dx dy
_=:r,COSO, ^-=^0088. (/)

Les equations (1) et (2) du paragraphe precedent, cpii expriment
l'equilibre d'un element de voüte dans Ie plan tangent deviennent alors :

-5— (N, cos es) -| ^©^-cos9©Xsina 0; (8)dx ' ' dy

y- (N9 cos 8) -| y^-cos f 4-Ysina 0. (9)

Un ensemble de conditions necessaires pour la resolution du probleme
examine est donc constitue par (8), (9), (3), (4), (5). On constate que les
equations (8) et (9) sont satisfaites si on introduit une fonction des
efforts 4> teile que :

N, cos (-jy + ~t (y) - X (*, y)j cos 9 ; (10)

i\Te cos 0 (**-+JLY(x) - Y (x, y)\ cos? ; (11)

N-=-(-S3T+a-rf(y)dy+^xXfwH-fc <i2)

posant

X(..y) -^ro-/"(X«ln«)rf,; Y(,,y) ^j^(Ysin«)dy. (13)

^ {y) "eosT C (X Sin a) dx * {(''y)'

Y(x)=—— f° (Y sina)dy Y(y,b)
COS? ./„ ' J ¦ '

et designant par C, dans l'equation (12), une constante arbitraire.
Si on substitue les relations (10), (11), (12) dans les equations (3),

(4), (5), on en tire l'equation :

1 92<P 1_ 9!<1>
_

i'e cos38 3x2 r„ cos3? 3y2

(H)

sina 1 / x —\ 1 / y
H — — x —x +fvcos o \ acos cos 9 r^cos3» \a I ' rncos39 \b

avec les conditions de rive :

Y — Y (15)

Pour x a et x 0

Pour y fa et y 0

9'* 0; (16)
9y2

9'*
(17)
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y&a-

rfdf

Ufr 3ri*rpd

H*

V?"

1

%

&<f&

Fig. 3.Fig. 2.

D'ailleurs il est bien evident que les relations (10), (11), (12) dcter-
minent la fonclion <I> ä une fonction pres :

W(x, y) k1-\- k2x © k3y + k4xy (18)

oü fei, k2 ks k4 sont des constantes arbilraires. lin effet, si on ajoute la
fonction W ä <fr pour un choix arbitraire de kl k2 k3 fc.t les equations
(10), (11), (12) restent inchangees, rappelanl que C est une constante
arbitraire eile aussi. Alors il suffit de choisir kt fc,, k3, kt d'une teile
facon qu'elles annulent la fonction <P dans les quatre sommets du rectangle
de base, a savoir, dans les points (0, 0), (et, 0), (a, b), (0, b) pour que les
conditions (16) et (17) puissent etre ecrites :

Le long de toute la limite
<E> 0 (19)

Si zv=z<f.(x) et 2ij=2()(y) sont respectivement les equations carte-
siennes d'une quelconque T9 dans un plan
conque T9 dans un plan x-

partout < — 9 < -© :

constante, et d'une quel-
constante, on a naturellemenl, si on suppose

(20)

(21)

1 d%
dx2

d2z9

dy2

B (*) ;

A (y)

/'«pCOS3?

1

re cos3 9

Rappelant en outre que

Z*
Z sin ol

cos acos 9
(22)
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n'est que la composante verticale de la charge par unite de surface de la
projection horizontale de la voüte, et posant

q (x, y) Z* + B (x) (!L X - x) + A (y) (-£ Y- y) (23)

on tire de (15)

A(y)-ä?-4-B(*)-^r -<z(*,y) (24)

Le probleme relatif ä la determination de la fonction des efforts est
ainsi completement defini : il s'agit d'integrer l'equation (24) avec la
condition ä la limite (19). On voit tout de suite qu'un tel probleme equi-
vaut ä determiner les deplacements verticaux d'une membrane rectangulaire,

fixee le long de tout son contour, soumise ä la charge q(x, y) par
unite de surface et tendue par une tension constante le long de chaque fil,
c'est-ä-dire, variable selon la loi A(y) pour les fils paralleles ä l'axe x, et
selon la loi B(x) pour les fils paralleles ä l'axe y [il faut remarquer que
A(y) et B(x), ä cause de (20) et (21), sont essentiellement positives]. On
a ainsi une precieuse analogie, par laquelle le calcul de la voüte de
translation se transforme dans le calcul d'une simple membrane appuyee au
contour. On peut tirer parti de cette analogie pour determiner la fonction

<I> par la voie experimentale, comme on le dira ensuite. Avant
d'etudier l'integration de (24) avec la condition (19), il vaut mieux de
completer la mise en train generale du probleme par une Observation relative

ä l'effective determination des efforts N?, Ne, N9? par la fonction <J>.

Les conditions de compatibilite pour les voütes minces

Lorsqu'on a determine la fonction des efforts <I> au moyen de (24) et
(19), on tire immediatement de (10), (11) et (12) les efforts N, N9 et N?9.
Mais ce dernier effort est en realite determine par (12) ä une constante
arbitraire C pres. Ce fait est tout logique, et derive de la circonstance
que les conditions d'equilibre (1), (2) et (3) et les conditions de rive (4)
et (5) ne constituent pas en general un ensemble de conditions süffisantes
pour la complete determination des efforts N?, N9, N?e dans la voüte.
En fait on voit immediatement que (1), (2), (3), (4), (5) sont verifies
meme apres l'addition de n'importe quelle constante arbitraire a N„9.
En un mot, la voüte de translation n'est pas, en general, un Systeme
isostatique. c'est-ä-dire une structure oü il est possible de determiner les
efforts au moyen des equations d'equilibre seulement, mais c'est un
Systeme hyperstatique, pour la resolution duquel il est necessaire d'adjoindre
des conditions de compatibilite aux conditions d'equilibre. Si les efforts
inlerieurs sont N? N9, N?9 comme on l'a suppose, l'hyperstaticite de la
voüte de translation se reduit ä un seul parametre, c'est-a-dire a une constante

arbitraire ä ajouter ä N?0 • Comme les equations (24) et (19) sont
une traduction fidele de (1), (2), (3) et de (4), (5), on conclut que
necessairement la connaissance de la fonction $ doit rendre determines les efforts
N9 !\„, N?() ä une constante arbitraire pres ä ajouter ä NT.,0. Pour
completer le calcul des efforts I© Ne, !©„, lorsqu'on a determine <£ par (24)
et (19), il esl süffisant de determiner la valeur de la constante, qui parait
au deuxieme membre de (12). Si la structure est symetrique et chargee
symclriquement, pour des raisons de symetrie, In© doit s'annuler sur le
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plan de symetrie, et la question est toute resolue : cela veut dire que la
voüte symetrique, chargee symetriquement, devient isostatique par l'ad-
jonction de la condition N^ 0 aux conditions (4) et (5) en un point
quelconque de la surface appartenant au plan de symetrie. Dans le cas
general la constante C doit etre determinee, comme on a dit, par des
conditions de compatibilite. A ce propos il faut observer que chaque tympan,
qui a ete suppose infiniment rigide dans son plan, et infiniment elastique
dans la direction orthogonale, constitue pour les surfaces de translation
une contrainte dont les reactions ne fönt pas de travail par effet des
deformations dues ä la charge : en effet les reactions qui apparliennent au plan
du tympan ne fönt pas de travail car le deplacement des points d'application

respectifs est nul, tandis que les reactions orthogonales audit plan ne
fönt pas de travail parce que ce sont elles qui sont nulles par hypothese.
Par consequent on peut appliquer aux voütes de translation le theoreme de
Menabrea : bien mieux, lorsqu'on a satisfait toutes les conditions d'equilibre,

le theoreme de Menabrea resume toutes les conditions de compatibilite
que la structure doit satisfaire ($). Remarquons que cette Observation reste
valable meme si le regime statique de la voüte n'etait pas ä membrane, mais
le plus general qu'il est possible. Comme les efforts N.., Ne, N?9 calcules
d'apres les equations (10), (11), (12), satisfont dejä toutes les conditions
d'equilibre, on peut determiner le parametre C qui parait dans (12); si
l'on pose

N'?9 - (•
9»*

dxdy - /'X(y)dy+- / Y(x)dx (25)

en disant que C doit rendre minimum l'energie de deformation de la voüte
calculee en fonction de N9 N8, N'«o © C ; N.., N9, N't9 etant des fonctions

desormais connues.
Pour calculer le travail elementaire de deformation que les efforls

N.f, Ne, N,^ produisent en une portion elementaire i\ d? r9 d9 de la
voüte, le procede que l'on va indiquer peut reussir avantageuscment. Tma-
ginons pour un moment que le parallelogramme t'-do r9d9 fait partie d'un
rectangle dont les cötes soient i\ do -4- i\ cos a dÖ et r„ sin a d9 (fig. 3).
Supposons que ce rectangle soit soumis : a) ä une traction simple, d'inten-
site unitaire er,, dans la direction de t..;b) ä une traction simple, d'in-
lensite unitaire <j„, dans la direction orthogonale; c) ä un cisaillement
simple, d'intensite unitaire rz, selon les deux directions orthogonales repre-
sentees par les cöu§s du rectangle. Le travail de deformation de la partie
de rectangle qui correspond au parallelogramme de cötes i\d<6, 7-9ri9 esl
alors :

dL-X^. oy h P h
5 r G

du (i\p /-(»sin et) d?d9 (26)

oü E et G sont les modules d'elasticite ä la traction et au cisaillement,

h l'epaisseur variable de la voüte, dÜ rve sin a d? d9 la surface
du parallelogramme, ayant suppose nul le coefficient de contraction laterale

(voüte en beton arm£). Les trois types de tensions a, fa, c ont 6te

(') Cf. par exemple L. Bhoglio, Introduzione d'un metodo in doppio per il calcolo delle
slrutture elastiche (Atti di Guidonia, 1941).
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f^ri rp(sinai)<i$

e,hr+(sin«)dJ
Fig. 3a.

b~2hrfdf

tZh rj.(cos<*)d9

V*

rfdf

(^hr^cosoOd.tf

Fig. 3b.

tr2hrfdf

representes dans les figures 3a, 3fa, 3c. On voit ainsi qu'il suffit de poser :

tTj/t N9 sin a ;

t/i N?0 + N9 cos a ;

¦s.h
N0

sin a

2 N.,9 Nfjcosa
tga tga

pour que la superposition des troi'; cas a, fa, c conduise au vrai etat de
tension de l'eiement de voüte. Le travail de deformation global est alors :

iff 1

E/T
Ng ¦ 2N, No cos a\8

sin a tga
3cosa\8 1

^-)+W(N9s,na)'

-ö^(Nf')+NeCosa), /•? r„ sin a d? d9 (27)

oü l'integrale esl elendue ä toute la voüte. Naturellement il suffil de rappeler
les equations (7) pour que l'integrale ait comme variables d'integration x

et y au lieu de et 9. Comme G =— E, en rappelant que cos a sin sin 9 :

Uf. * f rv + Ne'
[ sin'a

-m (Nf + N,)N„1
sin a tg a

N%„ + 2 N,N0
tg2a

l/l+tg2?+tg29^|^. (28)

Dans l'equation (28) les fonctions

dza
Ig? dx Ig8

dz.
dv

(29)
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1hrj(i<»,*-)dxl rt^r^d-9

Zh.r~(sin<*.)dd

#<*&

r*df

<Yhr<t{cos<£)d3f

Fig. 3c.

Zhrrdf

Xhr^tsind^d-H

V*fl

Hf9r#d-d-

<©,,r„df

W.*f rtfOi7B» f

" J"„d f V«flf17 f

«o-yy

"f^r^d-ff

ttfC^dV
Fig. 4.

sont des fonctions connues ne dependant que des equations cartcsiennes
Zd> z, (a?) et ze z6 (y) des deux directrices F? et T9 Remarquons que
dans i'integrale (28) N„ et N9 sont traitees symetriquement, exactement

comme il doit etre, etant donne que dans la generation geometrique
de la voüte le röle de r? et r9 peut etre echange. Si l'on pose alors,
d'apres (25),

NT0 N© + C (30)

pour que C rende minimum l'integrale (28), il faut que

fr^^^+Mü^+m+m dxdy
~Eit~

n'('+^)i/r dz9
dx © dZj

dy
dxdy
E/i

Le probleme de la determination des efforts dans la voüte
completement resolu. Naturellemenl si la voüte est symetrique el
symetriquemenl il faut (|ue C 0, comme on le voit de (31), r

Nl > t: ©
que dans ce cas N'„9 ainsi que* sin a tg a
sont antisymetriques.

N,

(31)

est ainsi
chargee

appelant

COS a

Solution du probleme au moyen de l'analogie de la membrane

Comme on l'a dejä observe, par l'equation (24) avec les conditions
aux limites (19), l'etude d'une voüte mince de translation dans les conditions

geomelriques el de charge les plus generales est reduit ä un
probleme qu'on peut dire elementaire, c'est-ä-dire, ä l'etude d'une membrane
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rectangulaire fixee au contour et tendue uniformement le long de chaque
fil. Ce probleme peut, en l'occurrence, etre etudie par voie experimentale.
En effet, il suffit de substituer ä la membrane un reseau de fils suffisamment

serre, produire par des poids une tension constante A(y) le long de
chaque fil parallele ä l'axe x et une tension constante B(© le long de
chaque fil parallele ä l'axe y, et enfin nppliquer ä la membrane la charge
g(x, y), pour avoir dans les deplacements verticaux <P dudil reseau la Solution

de (24). L'auteur a dejä obtenu par celle voie un nombre remarquable
de resultats, se servant d'une methode de mesure des deplacements verticaux

qui permet d'obtenir, avec une grande facilite et rapidite, une
precision superieure ä une fraction de micron. L'analogie de la membrane se

presenle particulierement utile pour l'etude des charges concenlrees.

Solution du probleme par la methode de l'equivalence

La Solution de l'equation (24) avec les conditions (19) peut etre
facilement conduite par voie analytique aussi, par des procedes d'approxima-
lions successives. Outre les methodes de ce type dejä connues, l'auteur a
etudie une application particuliere ä ce probleme de la methode
d'equivalence (7). Faute de place, nous renvoyons ä un autre memoire pour
l'exposition du resultat obtenu par cette voie.

Cas remarquables

Le cas des actions exterieures uniquement verticales est particulierement

important. Dans ce cas le probleme est reduit ä integrer l'equation
92<t> 924>

A(y)^2- + B(x,^© -Z* (32)

Z* £lant la charge par unite de surface de la projection verlicale de la
voüte. Les conditions ä la frontiere sont ä l'ordinaire <L» 0 le long de tout
le contour. Quand on a determine" <I>, il vient :

N
cos es 92«h

cos 9 9y2

cos 9 92ch
ö

cos? 9© '

N*9 — ^rr+ C; N'e9: -

dxdy ' ~ * »" dxdy '

La constante C est donnee par l'equation (31).
Le cas oü les directrices sont deux paraboles est tres interessant aussi.

Alors A(y) et B(x) sont constantes. L'equation (32) devient immediatement

l'equation d'une membrane rectangulaire ä tension constante, char-

(7) L. Bboglio, A melhod of equivalence applied lo the Solution of problems of elasticity and
nj Mathematical Physics (VII. Int. Cong. App. Mech., 1948).
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gee de n'importe quelle facon. Supposanl que les equations des directrices
paraboliques donnent

d'z,
dx'

il est süffisant de poser

i
Tu

IUI« | J
dy2 : " ©

kx Y > hy -f-

et T constante, pour que (32) devienne

5-'(|)
f

a2<\>

^ •/*

~W^~¥iJ" t~ '

equation dont la Solution est bien connue. Pour '//¦' constante on a en
particulier (8) :

4Z*© vi<J>

T-3
ft - i.:i

I H — 1 I

i-:p-^v
cosli ii-y

a l n r.x
C()S (33)

C'OSil
H-b

en prenant l'origine au centre du rectangle qui esl la protection verlicale
de la voüte.

Remarque

Dans le cas qu'on vienl de considerer (directrices paraboliques et
charge verlicale uniforme selon la projeetion horizontale), l'ancienne
theorie, ä savoir les equations (6) avec les conditions (4') el (8') donnenl
Neu constante. Si on suppose la structure symetrique, on a N?IJ 0.
Siibsliluanl dans (1) et (2) et rappelanl (4) el (5) on a © Nr, — 0 En
un mol, l'equation (6) avec les conditions (4') el (5') porte, dans le cas
considere, ä une Solution oü les efforls sonl nuls dans toule la voüte. Celte
Solution n'est pas identique ä celle qu'on oblienl dans l'equation (33) et,
d'ailleurs, ne satisfait pas l'equation d'equilibre (3). Celle diseordance pro-
vient du fail que l'equation (6) avec les conditions (4') el (5') n'a pas ete
deduite des relations (1), (2), (3), (4), (5), mais de (1), (2), (4), (5) et
par des relations derivees de (3). Cela veut dire que (6) avec (4') et (5')
ne tiennent pas comple de la vraie equation d'equilibre, mais seulement de
ddrivees de cette Equation.

Resume

Dans ce memoire on introduit une theorie generale des voütes minces
de translation, qui permet une Solution complete du probleme. Au moyen
d'un changement de variables et gräce ä l'introduction d'une fonction des
efforts, on reduit le probleme ä l'etude de la membrane rectangulaire

(8) S. TntosriENKo, Theory of Elasticity, N'ew York, 1934, p. 246.
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tendue et fixee le long de son contour. La methode permet, sans difficultes
particulieres, l'etude des voütes non symetriques et chargees non symetri-
quement, pour lesquelles on demontre la necessile d'adjoindre aux conditions

d'equilibre (qui sont les seules usitees) une condition de compatibilite
exprimee par le theoreme de Menabrea.
Celle methode permet la resolulion, dans le cas des charges concen-

trees aussi. La Solution de la voüte aux directrices paraboliques soumise
ä une charge quelconque repartie selon la projeelion horizontale, dans
la methode proposee, esl reduite ä celle bien connue d'une membrane
rectangulaire fixee le long de son contour, uniformement tendue et chargee

par la meme charge.

Zusammenfassung

In diesem Beitrag wird eine allgemeine Theorie der Translationsflächen

entwickelt, die die vollständige Lösung dieses Problems
ermöglicht. Mittels einer Variabeintransformation und der Einführung einer
Spannungsfunktion kann das Problem auf dasjenige der an den Rändern
gehallenen, gespannten Membran zurückgeführt werden. Die Methode
erlaubt ohne besondere Schwierigkeiten die Behandlung von unsymmetrischen

und unsymmetrisch belasteten Schalen. Es wird gezeigt, class für die
letzleren den Gleichgewichtsbedingungen (welche in den bisherigen
Veröffentlichungen allein belrachtel wurden) eine Verträglichkeitsbedingung
hinzugefügt werden muss, die mit dem Theorem van Menabrea hergeleitet
werden kann.

Diese Methode ermöglicht die Lösung auch im Falle von konzentrierten
Lasten. Die Lösung der Schale mit parabolischen Leitkurven und mit einer
über die Horizonlalprojeklion gleichmässig verteilten Belastung, wie sie in
der vorgeschlagenen Methode angegeben ist, wird zurückgeführt auf die
wohlbekannte Methode der an den Rändern gehaltenen, gleichmässig
gespannten und gleichmässig belasteten, rechteckigen Membran.

Summary

In this paper one is introduced to a general Iheory of shells of
translation, which provides a complele Solution of the problem. By means of
a change of variable quantities and lhanks lo the introduction of
a slress function, Ihe problem is reduced lo the study of Ihe rectangular
membrane, stretched and fixed along ils boundary. Without any
particular difficulty, the melhod enables to study shells, that are non-
symmetrical and non-symmetrically loaded, for which the author stresses
the necessity of adjoining to the equilibrium conditions (which are the
only ones used) a condition of compatibility expressed by Menabrea's
theorem.

This method provides a Solution, in Ihe case of concentrated loads
too. The Solution of a shell with parabolic directrices, subjected to a load
evenly distributed on the horizontal projeelion in Ihe proposed method,
is reduced to the well known one of a rectangular membrane fixed along
its boundary, uniformly stretched and evenly loaded.
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La charge de xuptuie de dalles en beton arme

Die Bruchlast von Eisenbetonplatten

The ultimate strength of reinforced concrete slabs

K. W. JOHANSEN
Dr techn. Copenhague

Il is evident thal in Ihe determination of the ultimate load the theory
of elasticity is inapplicable. Already after the development of cracks and,
more particularly, after yielding of the reinforcement has begun, Ihe stale
is not elastic any longer. As the working load has to be fixed in proportion
lo Ihe ullimale load, a Iheory of the yielding or plastic stale of reinforced
concrete slabs is desirable. An outline of the « Iheory of lines of fracture »

will therefore be given in the following.
Let us consider a slab with uniform reinforcement in two directions

at right angles to each other. When the reinforcemenl is evenly distributed,
the yield value will be the same in all sections of the slab. The yielding
will begin where the values will have maximum magnitude, and proceed
along Ihe lines of fracture. At the ultimate load the yielding has reached
Ihe edges, and along the lines of fracture the bending moment m per unit
length is conslant and equals the yield value corresponding lo the
reinforcement. This moment m is a maximum value in relation to Ihe momenls
in all sections in Ihe proximity of the lines of fracture. The lines of fraclure
divide the slab into several parts, and if now we assume the elastic
deformations of these slab parts to be insignificant in comparison with
the plastic deformations along the lines of fracture, the slab parts may be
considered as plane. It then follows lhat the lines of fraclure are straight
lines. On the said assumption Ihe deformalion may be considered as angular
rotalions of the plane slab parls about Ihe supports, and consequenlly the
line of fracture between two slab parts must pass through the point of
interseclion of Ihe axes of rotation of Ihe two slab parts. Figure 1 shows
some lypical figures of fractuie of slabs supported on four, Ihree, and two
sides, as well as on two sides and by one column, and on one side and
by two columns, respeclively. Tbc axes of rotation lie in the supporled
sides and pass through Ihe columns. The final determination of the figure
of fraclure and the breaking moment m is nchieved with the conditions
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of equilibrium for Ihe individual parts of the slab. For recording these
condilions it is necessary to know the shearing forces along Ihe lines of
fracture. m being a maximum value in relation to the moments in sections
in other directions through the same point, it is one of the prineipal
moments, that is lo say, the twisting moment is zero along the lines of
fracture. We Ihen find — as is also Ihe case with a beam — that the shearing
force is zero because m is maximum in relation to the moments in sections
parallel to the section of fracture through adjacent points. Thus, only the
bending moment m acts in the section of fracture, and the total momenl
may be represented by a vector equal to the line of fraclure. The resulting
moment for a part of the slab is found by vector addition.

Example 1. — A triangulär slab with evenly distributed load is simply supported
along its sides. According to the above, the figure of fracture will be as shown in
figure 2. Let_us consider the slab part at a. In the line of fracture OB acts the
moment m • BO, and in the line of fracture OC the moment m • CO. On the whole
slab part acts m (BO -f- OC) m ¦ BC m ¦ a. The moment about a gives the
condition of equilibrium m ¦ a ¦= 1/6 wa ¦ h2a, or m 1/6 wh2a. Correspondingly,
we get for the other slab parts m 1/6 wh2b and m 1/6 wh2c, i.e.,

h h, h r, where r is the radius
a b c '

of the inscribed circle. The breaking
moment is m 1/6 wr-, where ic is the
ultimate load.

For all polygons circumscribed the
circle with the radius r (fig. 3). il
will bc seen dircelly that also here
wc have m 1/6 wr2; for Ihe Square
having the side a, specially m=l/24 wa2.

(For rectangle see Ingerslev, Institution
Pia. 3, of Structural Engineers' Journal, 1923.)

*r

Fig

The ultimate load being n limes Ihe working load, and Ihe breaking
moment n times the working moment, where n is Ihe coefficient of safely,
we can also let m and w mean the permissible values.

With a free or simply supported edge, both Ihe bending moment and
the twisting momenl should slrictly speaking be zero. This involves that
the lines of fracture should be al right angles lo Ihe edge. This is really
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the case (fig. 4). but only quile close to the edge do the cracks suddenly
turn so as to be at right angles to it.

As is known from Ihe Iheory of elasticity for thin slabs, there are
also here difficulties with the twisting moment at the edge. These
difficulties are overcome by transforming the twisting moment into shear
forces, as shown in figure 5 and first indicated by Kelvin and Tait. While
the two single forces m, neutralize each other when the slab is considered
as a whole, they must be considered as acting each on its slab part when
the equations of equilibrium for Ihe individual slab parts are to be
developed. The prineipal momenls being m and m2 (fig. 6), the bending
moment along the edge will according to the above be

m cos a m, sin a 0

and Ihe twisting momenl

m, (m —- m2) cos a sin a m cot a, as m, — in cot" a

If we make Ihe same transformalion for plastic slabs, this will correspond
lo a rectilinear extension of the line of fraclure to the edge (fig. 4). The
single force m cot a is then a static equivalent of the twisting momenls
and the shearing forces on the slretch s. Incidentally, this force the edge
force, can also easily be deduced directly from the equation of equilibrium
for Ihe infinitesimal triangle AOB shown in figure 6. As m is a maximum
value, Ihe adjacenl seclion OB has Ihe same m, and as the bending moment
is zero along AB ds, the resultant for the whole triangle

m (ÄÖ + OB) m - ÄB= m ¦ ds

The momenl aboul BO gives then, when magnitudes of a higher order are
ignored.

m • ds ¦ cos ol in, ¦ ds - sin a ; m, m cot a



568 IVb2. K. W. JOHANSEN

Example 2. — A rectangular slab with evenly distributed load is simply supported
on two adjacent sides and free on the two others (fig. 7). The figure of fracture shown

gives the edge force m The moment about a for the slab part A gives

1 x
ma — wax2 4- m • — • x

t> a

and the moment about b for the slab pari B gives

in • x -f- m — • a ¦
a

1 l *— wba 5- wa'x

From these two equations of equilibrium are found

a a
~x~~ "Fi3 b ^ \ ~\ 3 l

,-P t /•

/?/

\ /
JK

KVb«
b > a

+ 1A

7777777777777777777ZP
b

Fig. 7.

In the diagonal section shown is found the negative moment
a'b2

m — fx,'rt' — w
o 6 er -(- b2

It can be proved quite simply that the number of equations is always
equal to the number of unknowns (IABSE, Publications I, 1932, p. 283).
The equations are not linear, so lhal superposition cannot be applied, but it
can be proved that it is safe to superpose loads acting jointly (that is, do
not counteract each other).

Should the Solution of the equations be too cumbersome, the following
method can always be used in practice : By Ihe principle of Virtual work,
in can be determined directly for an arbitrarily chosen figure of fracture
(Zoc. cit., p. 284). The real value of m being a maximum value, the proper
figure of fracture will be the one making the corresponding m the
maximum. As the variations in the proxi-
mity of a maximum are very small, a
fair approximation for m can be
obtained by estimating the figure of
fraclure. By the equations of equilibrium

for the individual slab parls
the estimated figure of fracture may
be improved and a better approximation

be attained. With a little
experience it is possible lo estimate im-
medialely the figure of fracture so
well that the corresponding in will
differ only a few percent from the
real value.

In the development of the equation

of work advantage is taken of the
fact that the work of the moment
vector M in the rotation 0, which is
likewise a vector, is the scalar pro-
duct (MO) M9 cos (MO). If Ihe vec-

©
¦i

»-*

Fig

-*-X
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lors are resolved into components along two axes which are at right angles
to each other, we get the expression (MO) MX8T © M„6H. The rotation is
determined, for instance, by the sinkings as shown in figure 8.

Example 3. — We will apply the equation of work to the preceding example. We
lower C 3; thcreby the slab pari A will get the rotation 0^ S — x; and the slab part B,
0B 3-^a, about the supporls. The Virtual work will be made Mi -|-MJ =0,
i.e.,

1
<)ax2\ —

/ x

1
o

1

m-x — wba- p— wa©4 o

which gives :

3- —1
h_ b_m -=- wab

6 a x
x a

The shearing forces do not contribute, since the two slab parts do not move
vertically in relation to each other. The real figure of fracture is now found by the
condition dm -f- dx 0, which gives the result previously found

If we use as approximation x a, we get m 1/12 wab\3 —I • For b a

we then have m=wab : 6, exactly wab : 5.55. For b=2 a we get m=tt>ab : 4.8, exactly
wab : 4.72. The error is 7.5 and 1.6 percent, respectively, which is of no practical
consequence.

Example 4- —¦ A square slab, simply supported on two adjacent sides and by one
column in the opposite corner, is loaded with a single force P in the centre.

The figure of fraclure will be as
in figure 9. When the force P is
lowered 8 1, the slab parts A get the

rolations 1 : =-=: 2 : a, while the rola-

lion for the slab part B has the
components 1 : a, as hx hy a (fig. 8)

and the moment has the components
2
¦=- ma. Hence is oblained the cqua-

ion of work :

2 2'•l=2.mo \-2- -^-ma-(l <>

i
a

16

-g-m!
m=JLP.

Fig

X

P -$-a

H ^

9.

For fixed-end slabs and slabs &»»»»»<&>'»"»»*
which are continuous over

supporls are assumed lines of fracture over the supports wilh negative
moments corresponding lo the upper reinforcemenl of the slab.

When Ihe reinforcement is uniform, but not equal in the two orthogonal

directions, so that Ihe corresponding yield values are m and um,
m is Ihe same as in a slab with equal yield values m, and affines to the

given slab in the proportion 1 : |/u. and wilh the same load per unit of area.
The theory is very well verified by the tests, both as regards the figures

of fracture and the ultimate loads.
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Resume

Ce memoire donne une description de la Iheorie des lignes de rupture
de dalle en beton arme. On peut determiner ces lignes de ruplure geome-
triquemenl gräce au fait que les deformations elastiques sont faibles com-
parees aux deformations plastiques. Le moment flechissant atteint sa

valeur maximum le long de ces lignes, ce qui permet de determiner les
efforts transversaux et de torsion. Ils sont nuls sauf au bord libre. On en
deduit les conditions d'equilibre pour les surfaces parlielles limitees par
les lignes de rupture connaissant ces lignes de rupture et le moment de
rupture. Une methode approchee peut etre deduite du principe du travail
virtuel. Cette methode est illustree par des exemples.

Zusammenfassung

Fine Beschreibung der Bruchlinienlheorie für Eisenbetonplatten wird
gegeben. Mittels geometrischer Bedingungen, welche aus der Talsache
folgen, dass die elastischen Deformationen unbedeutend sind gegenüber den
plastischen, kann die Form der Bruchfigur bestimmt werden. Da das
Biegungsmoment längs der Bruchlinien einen Grösstwert hat, können die
Querkräfte und die Drillungsinomenle bestimmt werden. Sie sind null,
ausgenommen an einem freien Rand. Hierauf können die Gleichgewichls-
bedingungen aufgestellt werden für die Teilflächen, in die die Platte durch
die Bruchlinien geteilt wird, wobei die Bruchfigur und das Bruchmomenl
bekannt sind. Eine einfache Näherungsmelhode kann durch die Anwendung

des Prinzips der virtuellen Arbeit entwickelt werden. Die Theorie
wird durch Beispiele illustriert

Summary

An outline of the theory of lines of fraclure of reinforced concrete
slabs is given. Through the geometric conditions which are a consequence
of the fact that the elaslic deformations are insignificant as compared with
Ihe plaslic ones the character of the figure of fracture can be determined
(fig. 1). The moment in the lines of fraclure being a maximum value, the
transversal force and the twisting moment can be determined. They
become zero, except al a free edge. The equations of equilibrium for the
individual parts into which the lines of fracture divide the slab can then
be set up, whereby the figure of fraclure and the breaking moment are
determined. A simple method of approximation can be indicated by
application of Ihe principle of Virtual work. The method is illustraled by
examples.
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Dalles continues

Durchlaufende Platten

Continuous slabs

CARLOS FERNANDEZ CASADO
Ingenieur-conseil ä Madrid

La dalle continue est un type de construction utilise constamment dans
les bätiments et dans les ponts.

Nous avons construit 15 ponls en travees droites en dalles continues
du type pur, en ponts portiques ou en ponts cantilever. L'ouverture maximum

que nous avons construite est de 16 metres alors que les trois types
des modeles Standards que nous avons projetes et qui ont ete adoptes
officielllement par le Ministere des Travaux publics sont pour ouvertures
de 5 ä 12 metres.

Le calcul d'une dalle continue independante, ou solidaire des appuis
qui ne cedent pas, est tres simple, exception faite de la determination de
la largeur efficace pour les charges concentrees. Mais, compte tenu de
]'importance normale des ouvertures dans les dalles continues, quelle que
soit la formule appliquee, la largeur efficace qui en resulte permet de
considerer toute la dalle comme rcsistante ä la flexion. La largeur efficace
ä Feffort tranchant constitue une question secondaire. Pour l'analyse des
momenls flechissants nous utilisons toujours la methode de Cross consi-
de>ant la Variation du moment d'inertie dans la dalle et le deplacement
transversal dans le cas du portique multiple. La determination des valeurs
maximum doit se faire par intermediaire des lignes d'influence.

Dans les tabliers des ponts, soit en travees droites ou en arcs, nous
Irouvons de nouveau la dalle continue, dont la continuite peut s'etendre
dans un ou dans les deux sens. Une autre difference avec le cas anterieur
est que les appuis de la dalle sont des poulres qui flechissent sous l'action
des charges. Quand la continuite correspond ä la direction transversale au
trafic, le denivellement des poutres conligues peut 6tre important et il
faut le considerer dans le calcul. Pour la continuite dans la direction du
trafic, la difference de hauteur des poutrelles n'a pas d'influence sur la
flexion de la dalle. L'analyse de la dalle se reduit ä celle d'une poutre
continue avec les memes travees que la dalle et une largeur arbitraire dans le
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cas de surcharges continues ou egales ä la largeur efficace ä flexion pour
les surcharges concentrees. Quand la flexibilite des poulres esl importante,
cas des poulrelles, on peut recourir ä la methode de calcul exposee par
Newmark dans le bullelin n° 304 de la Engineering Exp. Station de
l'Universite d'Illinois.

Quand il y a continuite dans les deux sens, la methode la plus appro-
price pour les charges concentrees et continues esl celle preconisee par
Marcus dans son livre Vereinfachte Berechnung Biegsamer Platten qui
prend en consideration le travail par torsion et qui calcule les moments
de flexion et de torsion dans les differentes regions de la dalle. Ces
derniers sont supposes distribues dans quatre pyramides non symetriques.

Dans les bätiments Ie cas le plus frequent est constitue par une dalle
continue dans un seul sens. Les surcharges ä considerer sonl toujours
uniformement dislribuees et on peut se ramener au cas d'une poutre continue
de largeur unite. Le seul doute important c'est la maniere de prendre en
consideration la rigidite des poulres et des piliers. On peul recourir ä la
methode de Newmark dejä citee, mais dans la plupart des cas on peul se con-
tenter en distribuant uniformement la rigidite du pilier sur la longueur de
la poutre, et prendre une partie de cette valeur (50 % ou 75 %) pour
constituer le portique avec les poutres de largeur unite Substitutes des
dalles.

Quand l'equidistance entre les fermes est considerable, il peut etre
interessant, dans les planchers des bätiments, de recourir ä la Solution de
continuite dans les deux sens, en utilisant comme grillage d'appui la ferme
et les poutres longitudinales On peut obtenir de celle facon des dalles
d'epaisseur constante plus economiques que des dalles nervurees. La
methode de calcul que nous utilisons est celle de Marcus citee pour les
tabliers des ponts, et qui presente dans ce cas de surcharges continues
une application plus simple.

En resume, nous jugeons que dans le cas d'une dalle avec continuite
dans une seule direction, on doit considerer une poulre virtuelle, avec les
memes travees, de largeur unite pour des surcharges continues et de largeur
efficace correspondant pour les surcharges concentrees. Comme hypotheses
simplificatrices il faut uniquement negliger l'aide due ä la torsion des

poutres et flexion des piliers dans le cas des planchers de bätiments. Pour
les dalles avec continuite dans les deux sens nous preconisons la methode
approximative de Marcus, tant pour les surcharges continues comme pour
les surcharges isoiees.

Resume

Schema de la methode

1. Analyse de deux tranches perpendiculaires avec les axes des differents

panneaux de la dalle se prolongeant jusqu'aux bordures de celle-ci.
La largeur des tranches est Funite pour les surcharges continues et celle
qui permet l'inclusion des charges isoiees dans ce dernier cas.

2. Repartition de charges enlre les deux tranches, en fixant la
condition d'egalite des fleches dans le centre du panneau.

3. Determination des moments flechissants dans la zone centrale et
dans les deux extremites d'appui des tranches. Pour le moment au centre
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on doit appliquer la reduction correspondante au coefficient de torsion. Dans
les moments aux appuis on peut obtenir la reduction due ä la largeur
d'appui sur les poulres.

4. Determination des moments de torsion.
5. Calcul des armatures pour resister ä la combination des moments

flechissants et de torsion.

Zusammenfassung

Berechnungsschetna

1. Untersuchung von zwei auf den Achsen der verschiedenen Felder
senkrecht stehenden Streifen, die bis zu den Rändern durchgehen. Als Breite
der Streifen nimmt man die Einheit bei verteilter Belastung. Für Einzellasten

wählt man eine solche, die sich der Querverteilung anpassl.
2. Verteilung der Lasten auf die zwei Streifen mit der Bedingung, dass

die Durchbiegungen der zwei Streifen an den Kreuzungspunkten gleich
werden.

3. Bestimmung der Biegemomente in der Mittelzone und an den
Auflagern. Die Momente der Millelzone können gemäss dem
Drillungskoeffizienten abgemindert werden. Bei den Stützenmomenlen ergibt sich
eine Abminderung infolge der vorhandenen Auflagerbreite.

4. Bestimmung der Drillungsmomente.
5. Bestimmung der Armierung für die Maximalwerte der Biegungsund
Drillung-smomente.

Summary

Outline of the method

1. Analysis of Ihe Iwo perpendicular sections with Ihe axes of Ihe
various panels of the slab prolonged to the edge of Ihe latter.
The widlh of Ihe seclions is the unit for the continuous overloads and thal
which permits inclusion of isolated loads in Ihe latter case.

2. Division of loads between llic Iwo seclions by fixing Ihe condition
of equalily of deflection in the middle panel.

3. Determination of bending momenls in Ihe central zone and in the
two supporting extremilies of the sections. For the central moment, apply
the reduction corresponding to Ihe coefficient of lorsion. In Ihe momenls
at the supports one can obtain Ihe reduction due lo Ihe width of Ihe
bearing on the beams.

4. Determination of lorsion moments.
5. Calculation of Ihe reinforcements to resist Ihe combined bending

and lorsion moments.
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