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L'influence de l'elasticite du sol sur les contraintes des barrages-poids
(Theorie et Solution numerique)

The influence of the elasticity of the soil on the conditions of stress in
gravity dams

(Theory and numerical method)

Einfluss der Baugrundnachgiebigkeit auf den Spannungszustand von
Gewichtsstaumauern

(Theorie und numerische Methode)

Prof. Dr. P. LARDY
Secretaire gene>al de l'A.I.P.C, Ecole Polytechnique Federale, Zürich

Introduction
Generalite's

La prise en compte de l'influence de l'elasticite du sol sur les contraintes des

barrages signifie un progres dans leur investigation par le calcul. Les etudes effectuees
aussi bien sur les barrages arques que sur les barrages-poids demontrent suffisamment
l'importance de la coaction du barrage et du sol de fondation.

II s'agit lä d'un probleme eminemment difficile de la theorie mathematique de
l'elasticite.

Ce travail donne avant tout un apercu tres succinct sur une methode appropriee
de calcul numerique. L'exemple calcule montre avec suffisamment de clarte
l'influence remarquable de l'elasticite du sol sur les contraintes, qui se trouvent grande-
ment alterees ä la base et le long des parements amont et aval des barrages-poids.

Position du probleme

Nous nous bornons au cas le plus simple et ne considerons, comme forces
exterieures, que l'action du poids-propre et de la pression laterale de l'eau (bassin
rempli) sur le barrage-poids de section triangulaire sur sol elastique, en negligeant les
effets de la sous-pression et de la temperature.

Le mur est defini par:



394 AU 3—P. LARDY

flfff, m.

fTf Ef ©

Fig. 1.

Le parement amont est suppose vertical

A=hauteur du barrage
A=tg w (cfj=angle d'ouverture du mur)

b=X A=largeur du barrage
ym=poids specifique du mur
£'m=module d'elasticite du mur
vm=coefficient de contraction du mur

Le sol de fondation est assimile ä un demi-plan, defini par les constantes:

y/=poids specifique du sol
£}-=module d'elasticite du sol
iy=coefficient de contraction du sol

Les contraintes sont designees par:
o-=contraintes normales
r=contraintes de cisaillement

Les deplacements sont:

w=deplacements horizontaux
w=deplacements verticaux.

Le sol de fondation est suppose elastique, homogene et isotrope. Le mur sera
calcule en etat de contraintes planes (tranche isolee), le sol par contre en etat de
deformations planes (etendue indefinie du sol).

Le probleme est defini par les trois groupes de conditions suivants:

(1) Conditions d'equilibre et de compatibilite, donnees par la theorie de l'elas¬
ticite, dans le triangle (mur) d'une part et dans le demi-plan (sol) d'autre
part.

(2) Conditions aux limites pour les efforts normaux o- et les efforts tranchants t
sur le contour ABCDE.

(3) Conditions de continuite des contraintes et des deplacements sur Ie bord
BD, commun au mur et au sol.
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Difficultes principales
La difficulte principale du probleme reside dans l'etablissement de la connexion

entre le mur et le sol, c'est-ä-dire dans l'expression de la continuite des contraintes et
des deplacements le long du bord commun BD. Cette difficulte se trouve accrue du
fait que les deux elements en coaction, le mur et le sol, ont des caracteristiques
differentes:

Le mur: forme triangulaire, avec Em et vm,
Le sol: demi-plan, avec Ej et Vf.

Chacun des deux domaines est caracterise par une fonction d'Airy (fonction
"'potentielle" des contraintes), dont l'expression mathematique differe essentiellement
d'un domaine ä l'autre, d'oü la difficulte de la connexion sur le bord commun BD.

Une autre difficulte apparait quand on exprime les conditions aux limites sur les

parements, oü les efforts tranchants t, ainsi que les efforts normaux a sur le parement
aval s'annullent. On est conduit ä un probleme de "valeurs propres" defini par des

arguments complexes et donnant lieu ä des familles de "fonctions propres" dont
Fetablissement est singulierement laborieux.

Ce sont lä les deux difficultes essentielles et caracteristiques du probleme.

Solutions analytiques
Tölke* a donne une Solution analytique rigoureuse du probleme. Cependant,

cette Solution est presentee de maniere ä decourager le lecteur, tant les grandes lignes
de sa demonstration sont enfouies dans un fatras analytique inutile. Deux autres
critiques seront formulees ulterieurement.

Tölke decompose le probleme en deux parties et procede en principe de facon
analogue ä celle utilisee dans le calcul des systemes hyperstatiques en statique
appliquee. '

Une coupure effectuee ä la base BD permet de calculer le mur comme Systeme
"isostatique," ce qui conduit ä la regle du trapeze generalisee, c'est-ä-dire ä une repartition

lineaires des contraintes. La coupure entre le mur et le sol, ouverte dans le

Systeme isostatique, doit etre, pour satisfaire aux conditions d'elasticite, referm.ee au
moyen d'un Systeme de contraintes " hyperstatiques " (contraintes " propres "). II faut
donc exprimer que les deplacements relatifs effectifs u et v sont nuls en chaque point
de la base du mur.

Les calculs, extraordinairement laborieux, conduisent ä des series qui ne conver-
gent que lentement. La determination des constantes d'integration d'apres la
methode de Ritz n'est pas effectuee de maniere correcte dans le memoire de Tölke.

On peut envisager d'autres solutions analytiques par un choix different des

systemes de coordonnees, par exemple, mais l'ampleur des calculs reste immense.
Pour ces differentes raisons, nous avons envisage une Solution pratique au moyen

du calcul aux differences qui conduit, en principe, toujours ä une Solution numerique.
Cet avantage reste, bien entendu, lie ä l'inconvenient qu'un tel resultat ne peut pre-
tendre ä une Solution de caractere general.

Dans notre probleme, le calcul aux differences s'est revele extremement fertile,
gräce au fait qu'il a ete combine avec la "methode de relaxation" pour la resolution
des equations lineaires.

Quelques indications sur le principe de cette methode numerique, ainsi que sur
les conclusions d'ordre pratique qui decoulent de l'exemple traite, forment l'objet
prineipal de cet expose.

* Tölke: Wasserkraftanlagen, Handbibliothek für Bauingenieure, Verlag Springer, Berlin, 1938.
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Calcul aux differences et Methode de relaxation
Remarques generales

Le calcul aux differences transforme les expressions differentielles en "differences
finies," dont la forme et la structure sont celles avant le passage ä la limite (intervalle
de base tendaht vers zero), qui caracterise le calcul differentiel.

Les fonctions inconnues dependent ici des deux variables independantes x et y
et sont definies, dans notre probleme, par des equations aux derivees partielles du
quatrieme ordre (equations biharmoniques) ainsi que par d'autres equations aux
derivees partielles aux limites et sur la coupure entre le mur et le sol.

L'exactitude de la Solution augmente en principe quand on diminue l'intervalle
de base, donc quand on augmente le nombre des points du reseau de base, mais le
nombre des equations lineaires ä resoudre augmente, lui aussi, rapidement; l'ampleur
des calculs numeriques peut devenir prohibitive et l'exactitude finale peut en souffrir.
II existe en quelque sorte un Optimum dans le choix de l'intervalle de base.

C'est pourquoi, les avantages du calcul aux differences ne peuvent etre juges de
maniere absolue, mais uniquement en relation avec la methode de resolution des

equations lineaires choisie dans chaque cas.

Ayant ä resoudre, dans notre probleme, quelques centaines d'equations lineaires,
nous avons renonce aux methodes classiques de resolution. D'autre part, il serait
illusoire de calculer les solutions des equations lineaires avec une exactitude exageree,
alors que l'erreur provenant du fait que les intervalles de base sont finis, peut etre non
negligeable.

Nous avons donc adopte une methode de resolution par approximation successive,
dite methode de relaxation.

Methode de relaxation
Cette methode, due ä Southwell, possede des avantages marques sur les autres

methodes procedant par approximation successive.
En designant par L, (/=1, 2, n) les membres de gauche d'un Systeme de n

equations lineaires, on nomme "residu" de l'equation la valeur de L, quand on
assigne aux inconnues des valeurs quelconques. La Solution du Systeme correspond
ä L,=0 pour chaque equation.

v Si des lors on commence par un systtine de valeurs approchees pour les inconnues
(ce qui est toujours possible), les /., seront differents de zero. La methode de relaxation

consiste ä reduire, par Operations successives sur les inconnues, tous les residus ä

zero.
La maniere d'operer cette reduction forme precisement la technique de la methode

de relaxation. Ces Operations peuvent etre effectuees aisement sur la base de Schemas

geometriques, appeles "Relaxation pattern"; ceux-ci sont caracteristiques de la
structure des equations et contiennent de maniere simple et claire le principe des calculs
numeriques ä effectuer.

Le Prof. Stiefel de l'Ecole Polytechnique Federale ä Zürich a generalise cette
technique de la relaxation pour les equations biharmoniques de notre probleme en appli-
quant le principe de reduction par Variation simultanee de plusieurs inconnues et en
etablissant des methodes appropriees pour accelerer la convergence de l'iteration.

L'avantage prineipal de la methode de relaxation reside dans le fait que le calcul
numerique est limite au calcul des residus, ceci sans l'obligation de calculer directement

les valeurs intermediaires des inconnues, comme c'est le cas pour les methodes
ordinaires d'iteration.
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Les calculs effectues ont demontre le grand avantage de la methode de relaxation,
adaptee de maniere appropriee aux problemes du genre traites ici.

Exemple numerique
Donnees

Les donnees sont celles de la fig. 1 avec les valeurs numeriques suivantes :

h=l (normee)
Z>=0,8

ym=y/=2,5 t./m.3

Em=4Ef, vm=ß, "/=4
Le mur est soumis au poids-propre et ä la pression laterale de l'eau, le sol aux

reactions du mur et ä la pression verticale de l'eau.

Conditions

Les trois groupes de conditions (voir, Introduction, Position du probleme) sont ä

remplir:
(1) Conditions generales d'equilibre et de compatibilite (equations biharmoniques):

Dans le mur (triangle): AAwm=0
Dans le sol (demi-plan): AAw/=0
wm, w/=fonctions d'Airy pour les domaines respectifs

82 d2
A=—2+-ö~2=Operateur laplacien

(2) Conditions aux limites sur le contour ABCDE:

Exprimees par les charges exterieures au moyen des grandeurs w„„ -r^;
8wr

W"-8rl

n=direction de la normale

(3) Continuite des contraintes et des deplacements le long de la coupure BD:

dwf dwm
Wf=W™> 8j=-öJ
d2Wf
~8y~2

4

15

8iWf 4

d2wm 13 d2w,

dy2 ' 45 ' dx2

8iwm 79 8iwm 13

8y* 15 "
8y> 45 ' 8x28y ' 18

La forme de ces deux dernieres equations, due ä des considerations sur l'energie
du Systeme, se prete particulierement bien au calcul de relaxation.

Calcul numerique
Les conditions enoncees doivent etre transposees en equations aux differences.
Pour les besoins du calcul aux differences, le demi-plan doit etre remplace par un

rectangle suffisamment grand. Les deux domaines, triangle et rectangle de
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remplacement, sont recouverts d'un premier reseau de points (reseau caracteristique
du calcul aux differences).

II s'avera tres vite que la relaxation dans le rectangle etait fort laborieuse. Cette
difficulte fut resolue par le Dr. Preissmann, Zürich, qui reussit ä transformer les
formules de Boussinesq du demi-plan pour des fonctions d'influence en expressions
appropriees au calcul aux differences et ä la methode de relaxation. Cette simplification

supprime la relaxation dans le demi-plan; des lors, la relaxation peut etre limitee
au domaine du triangle et aux deux bords de la coupure.

Les valeurs de depart sont celles donnees par la regle du trapeze.
La relaxation fut grandement facilite par l'emploi de la machine ä calculer avec

commandes automatiques de l'Institut de Mathematiques appliquees de l'Ecole
Polytechnique Federale (Direction: Prof. Stiefel). Gräce aussi ä l'etablissement de
"relaxation pattern" appropries, l'ampleur du calcul de relaxation a pu etre tenue
dans des limites raisonnables.

Ce premier reseau, relativement large, a permis de resoudre le probleme avec
suffisamment d'exactitude dans la zone moyenne du mur et de sa base, mais s'est
revele insuffisant pour les zones des parements ainsi que pour les deux extremites de
la base qui forment des domaines singuliers.

Des lors, un reseau de densite double fut introduit. Gräce ä des procedes speciaux
pour accelerer la convergence de la relaxation, la Solution numerique de ces zones
particulieres put etre menee ä bien.

Resultats

Les trois tableaux qui suivent contiennent, en comparaison, les valeurs extremes
aux deux parements.

Tableau I
Contraintes normales verticales er

Section Contraintes: parement cöte eaux Contraintes: parement aval

Distance de
la coupure
en metres

Regle du
trapeze
kg./cm.2

Calcul
exaet

kg./cm.2

Difference
o/

0

Regle du
trapeze

kg./cm.2

Calcul
exaet

kg./cm.2

Difference
0//o

6-6
42,5 m. 5,4 6,6 22 9,0 10,6 18

7-7
32,5 m. 6,3 8,4 33 10,5 13,6 30

8-8
22,5 m.

7,3 10,4
'

49 12,1 17,6 46

9-9
12,5 m.

8,2 14,6 78 13,7 22,4 63

10-10
2,5 m.

9,1 18,2 100 15,2 30,0 97

Degre d'exactitude; ampleur des calculs

Les calculs ont ete effectues avec cinq decimales. Les contraintes, decoulant
des fonctions w par l'operation de la deuxieme difference, sont evidemment moins
exactes que celles-ci. On arrive ä une estimation de l'erreur moyenne d'environ 5 %,
ce qui est amplement süffisant.

II est clair qu'ä Favenir, l'ampleur des calculs se trouvera reduite du fait que les
essais et tätonnements du debut ne se repeteront plus.
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Tableau II
Contraintes de cisaillement t

Section Contraintes: parement aval

Distance de
la coupure
en metres

Regle du
trapeze
kg./cm.2

Calcul
exaet

kg./cm.2

Difference
o/

o

6'-6'
40 m.

7,5 9,6 28

l'-l'
30 m.

8,8 12,0 36

8'-8'
20 m.

10,0 14,8 48

9-9'
10 m.

11,2 18,2 63

]0'-10' 12,5 25,0 100

Tableau III
Contraintes normales horizontales <jx

Section Contraintes: parement aval

Distance de
la coupure
en metres

Regle du
trapeze

kg./cm.2

Calcul
exaet

kg./cm.2

Difference
o/.0

6-6
42,5 m.

7-7
32,5 m.

8-8
22,5 m.

9-9
12,5 m.
10-10
2,5 m.

5,8

6,8

7,8

8,8

9,8

7,2

8,8

12,0

15,0

19,0

24

30

56

70

94

La technique de relaxation ayant ete fortement developpee au cours de ces calculs,
il est possible, ä l'avenir, de profiter de l'experience acquise (Etablissement de tableaux
definitifs de fonctions pour la resolution de l'equation AAw=0). Remarquons
egalement que certains resultats intermediaires de caractere assez general, se trouvant
etablis une fois pour toutes (transposition des formules de Boussinesq en equations
aux differences, etc.), peuvent etre utilises tels quels par la suite.

II reste neanmoins clair que ce genre de calculs s'adresse ä des specialistes qualifies.

Conclusions
Les resultats obtenus prouvent qu'il est possible de traiter, sur une base numerique

appropriee, des problemes extremement difficiles et compliques de la theorie de
l'elasticite, ceci avec une exactitude süffisante et une ampleur de travail raisonnable, ä

condition de tenir compte des experiences faites.
Les resultats (voir tableaux et fig. 2) sont remarquables et montrent que les ecarts
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entre la Solution indiquee et la regle du trapeze sont beaucoup plus importants qu'on
ne pouvait s'y attendre, avant tout dans la zone de base du mur (jusqu'ä 100%).

Des ecarts de 10% se fönt sentir jusqu'ä pres de la mi-hauteur du mur, donc dans
un domaine tres grand.

Dans les zones medianes des sections horizontales, les contraintes sont plus
petites que celles calculees par la regle du trapeze. Dans le sol de fondation, les
contraintes oy s'attenuent plus rapidement que les autres.

Ces resultats soulignent la valeur de tels calculs et posent, entre autre, ä nouveau
la question de la securite et des contraintes admissibles dans le beton, puisque, dans
certaines zones, les ecarts conduisent ä une majoration des contraintes d'environ
100% sur celles du calcul ordinaire. On peut envisager la generalisation de cette
methode pour d'autres profus que le triangle et tirer profit des resultats acquis pour
simplifier et accelerer les calculs, qui peuvent etre completes, dans les zones critiques,
par des developpements analytiques. La prise en compte de la souspression et des
effets de la temperature ne presente aucune difficulte.

Cet exemple demontre l'efficacite et la valeur de methodes numeriques appro-
priees, appliquees ä des problemes dont la Solution analytique rigoureuse est,
aujourd'hui encore, pratiquement inaccessible.

Resume

Ce memoire donne un apercu succinct sur une methode numerique donnant la
Solution du probleme de "l'influence de l'elasticite du sol sur les contraintes des

barrages-poids."
La transformation des equations differentielles en equations aux differences et leur

resolution au moyen du calcul de "relaxation" permet de resoudre le probleme avec
une exactitude süffisante et remplace avantageusement la Solution purement analytique
pratiquement inaccessible.

Les conclusions mettent en evidence la necessite de tels calculs en etablissant
I'alteration profonde subie par les contraintes sous l'influence de l'elasticite du sol,
ceci principalement ä la base du mur.

Summary

This paper includes a comprehensive survey of a numerical method for solving
the problem of the "Influence of the elasticity of the soil on the conditions of stress
in gravity dams."

The conversion of the differential equations into equations of difference, and also
their Solution by the "relaxation method," leads to a sufficiently accurate Solution of
the problem and replaces with advantage the purely analytical method, which is

unusable in practice.
The conclusions emphasise the necessity of such calculations and throw a very

impressive light on the important influence ofthe elasticity ofthe soil on the conditions
of stress in gravity dams, particularly at the foot of the dam-wall.

Zusammenfassung

Diese Arbeit vermittelt einen gedrängten Ueberblick über eine numerische
Methode zur Lösung des Problems: "Einfluss der Baugrundnachgiebigkeit auf den
Spannungszustand von Gewichtsstaumauern."

cr.—26
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Die Verwandlung der Differentialgleichungen in Differenzengleichungen sowie
ihre Auflösung nach der "Relaxationsmethode" führt zu einer genügend genauen
Lösung des Problems und ersetzt mit Vorteil die praktisch unzugängliche, rein
analytische Methode.

Die Schlussfolgerungen unterstreichen die Notwendigkeit solcher Berechnungen
und beleuchten sehr eindrücklich den hervorragenden Einfluss der Baugrundnachgiebigkeit

auf den Spannungszustand der Gewichtsstaumauern, insbesondere in der
Umgebung der Fundamentfuge.
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