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Ia7

Ponts ä poutres multiples sans entretoises

Brücken mit vielen Längsträgern ohne Querträger

Multi-Girder Bridges without Cross-Beams

JEAN COURBON
Paris

1. Methode de calcul

Soit / 1'inertie constante commune aux n poutres sous chaussee (Aj)
(7 1,2, n). Ces poutres sont reliees par la dalle sous chaussee que nous
assimüons ä une infinite de poutres transversales infiniment rapprochees.
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Soient Pj (x) et Vj (x) la charge repartie et le deplacement vertical compte
positivement vers le bas de la poutre (Aj). La charge Pj(x)dx appliquee ä la
poutre (Aj) entre les abscisses x et x + dx se decompose en deux parts:

a) La part p] (x)dx supportee par la poutre (Aj):

b) La part p!j (x)dx supportee par la poutre transversale fictive de largeur dx:
i n

p"j(x) ZßJ{vt{x).
i=l

ßj( etant les elements de la matrice carree C symetrique d'ordre n reliant les

fleches aux charges pour la poutre fictive transversale (B) de largeur unite.
En ecrivant que Pj (x) est la somme de p'j (x) et de p] (x), nous obtenons

les equations d'equilibre:
.74 v i=n

EI-T-i+Tißjivi(x)=Vj{x) (j=l,2,...,n). (1)
dX i=i
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Ces equations forment un Systeme d'equations differentielles lineaires ä
coefficients constants que l'on pourrait resoudre par la theorie classique. Mais
nous developperons Pj(x) en serie de sinus dans l'intervalle (0,iy):

Vj(x)=r'fn^m~, (2)
r l -Li

les coefficients IJr etant definis par:
L

2 [ T TT X
LIrj y \ Pi (x)sm —f— d x.

o

Nous chercherons u, (x) sous la forme d'une serie de sinus:

(3)

Vj(x)= 2 F/sin~ (4)
r=l L

En portant les valeurs (2) et (4) dans les equations (1), nous trouvons:

V

Sr etant defini par:

-4-+ZßnV{ n*j (7 1,2,...,»). (5)
°r i=l

s'-*£m1- (6)

L'Interpretation mecanique des equations (5) est immediate: les coefficients
Vj sont les fleches au droit des poutres (Aj) de la poutre fictive (B) reposant sur
des appuis elastiques Aj de meme coefficient d'elasticite Sr et soumise au droit de

ces appuis aux charges concentrees IJ^.
Pour aller plus loin, prenons pour inconnues les reactions QTj des appuis

elastiques: yr
Qrj i~- (7)

Nous pouvons ecrire les equations (5) sous forme matricielle:

(u+src)Q' nr. (8)

Nous avons designe par U la matrice unite et par IJr et Qr les matrices
colonnes dont les elements sont V7j et Qfj. La matrice U + SrC est symetrique
et reguliere; son inverse est donc une matrice symetrique Hr dont nous designe-
rons les elements par Hru. Donc:

i n
Qr HrI7r ou Q) - 2 ürnni- (9)

1=1

Cette formule montre que Hrjt est la reaction developpee par l'appui Aj
lorsque la poutre B est soumise ä l'action d'une charge unite placee au droit
de l'appui Ai. L'equivalence des reactions H^ et de la charge unite se traduit
par les relations, valables quel que soit r:

n
(10)

7 tt j=n.
^JyjHrji=yi.

j=i y"=l
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En outre, la symetrie de la matrice Hr conduit ä un theoreme de reciprocite
dont l'enonce est evident.

Ceci pose, le moment flechissant Mj (x) dans la poutre (Aj):

s'ecrit, compte tenu des expressions (4), (6) et (7):
r= ro

„ dMi SP L _ rirx ,,„,

nr V L* - rirX
M4x)=Lz^72Qrism-r- (11)

r=l
L'effort tranchant TAx) s'en deduit:

dMj _ "y L_
dx ^-iirr ¦*'"""" jjr=l

Supposons maintenant une seule poutre chargee, (Ak) par exemple:

Pk(x) 2 77£sin—=^.
r=l Li

Nous avons Qr Hrjknj., et les formules (11) et (12) deviennent:

MiW E ^Hhm^r-^, (is)
r=l
r= co

W =Z^^^cos!T^- (14)
r l r» » » L '

Remarquons qu'en vertu de la premiere equation (10)

i=n r=co

7=1 r=l r n ¦"

et il est aise de voir que le second membre de cette equation represente le
moment flechissant jj.k(x) dans la poutre (Ak) supposee isolee sous l'action de
la charge repartie pk (x). De meme:

gW-E^oo^-te-^,. „6,

Les formules (13) et (14) sont bien entendu valables lorsque k j. Mais
dans ce cas on peut ameliorer la convergence des series qui figurent au second
membre de ces formules en introduisant l'expression de fij(x)

r=co

©
L2 „. rirxV^ L2

W= LZ2PZ2nriS™r'ir'r= x

Les formules (13) et (14) deviennent, dans ce cas oü (Aj) est seule chargee:
r=oo

Mj(x)=H(x)-YJ^-2nrj(l-Hrjj)sinr-^, (17)



102 JEAN COURBON la 7

r=co

Tj(x) =Tj(x)-YJ~nr(l-Hrjj)oos~. (18)

En effet l—Hrjj tend rapidement vers zero lorsque r augmente, car si l'on
applique une seule charge unite au droit de l'appui Aj de la poutre (B):

nr =1, nj- o(k+j), Qzk Hkj

et l'equation d'equilibre relative ä l'appui Aj de la poutre (B) a pour expression,

d'apres (8): k=n
i-fTji SrZ ßjkH)k

k=l
et Sr defini par (6) tend rapidement vers zero lorsque r augmente indefiniment.

Examinons plus particulierement le cas d'une charge concentree P placee
dans la section d'abscisse a de la poutre (Ak). Nous avons:

2P ma.n* -rsm^4-
La formule (13) donne le moment flechissant Mk(a.,x) dans la section

d'abscisse x de la poutre (Aj)
r=oo

.„, V1 2PL Tr rttoL r ttx ,,„,Mf(oc,x) 2^ -^H^sm—j-sm—j-. (19)
2 PL Tr rttct.. mx

~T4sm^4

Nous avons donc, compte tenu de la symetrie de la matrice Hr:

M) (ex, x) M'k (x, et).

Donc, le moment flechissant dans la section d'abscisse x de la poutre (Aj) sous
l'action d'une charge unite placee dans la section d'abscisse a de la poutre (Ak)
est egal au moment flechissant dans la section d'abscisse a de la poutre (Ak) sous
l'action d'une charge unite placee dans la section d'abscisse x de la poutre (Aj).

La formule (14) donne ensuite l'effort tranchant Tjk(<x,x) dans la section
d'abscisse x de la poutre (Aj):

r=oo

T"^x- E 77^sin^cos!:7r- (20)
r=l

Tous les cas de charge peuvent se deduire par superposition ä partir des

formules (19) et (20) qui donnent les ordonnees des lignes d'influence.
Pour terminer, traitons le cas d'une charge repartie de densite p appliquee

ä la poutre (Ak). On peut, soit utiliser l'expression de Tlrk

4p
nrk =^4P(\-cosrtr)

rtr

soit utiliser les expressions (19) et (20):

pour r impair

0 pour r pair

L L
Mj(x) =$Mk(<x,x)pd<x, Tj(x) =5Tjk(<x,x)pdor.

0 0
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On trouve ainsi:
CO

**<*>- E i&Hh*™rj£> (21)
(r=l,3,5...)

T}<*> E ^*h«»rjzr- w

2. Execution du calcul

Le calcul par la methode precedente est long et fastidieux lorsqu'on 1'execute

ä l'aide d'une machine de bureau, si l'on veut verifier plusieurs sections
en prenant un nombre raisonnable de termes des series. Par contre, il est
parfaitement adapte aux possibilites des ordinateurs electroniques tels que
l'ordinateur IBM 7090 pour lequel un programme a ete etabli.

Les donnees ä fournir sont les suivantes:

L portee des poutres principales,
l distance entre axes des poutres principales,
n nombre des poutres principales,
r0 nombre des termes des series pris en compte,

6Ei a 6L*i
y, „ S-, „ „ r, nombre sans dimensions.' * 1° x tri61

Dans l'expression de yx, I designe 1'inertie des poutres principales et i
1'inertie de la dalle par metre de largeur.

Le programme est concu pour n^ 25 et r0^ 12.

L'ordinateur fournit trois groupes de resultats:
La premiere partie du programme fournit les reactions exercees par les

appuis At sur la poutre (B) lorsque cette poutre est soumise ä l'action d'une
charge unite placee au droit de 1 'appui Aj, et ces reactions sont donnees pour
les differentes valeurs du coefficient Sr(r= 1,2, .,r0). Ces reactions sont les

elements des matrices Hr. Pour cette determination, l'ordinateur utilise la
formule des cinq moments relative ä la theorie des poutres sur appuis elastiques,
plus commode que l'inversion de la matrice U + SrC.

La deuxieme partie du programme fournit, pour une charge unite placee ä
l'abscisse <x sur la poutre (Aj):
1. La part de charge p'J (<x,x) supportee ä l'abscisse x par la poutre (^4^.
2. Le moment flechissant M\(<x,x) ä l'abscisse x dans la poutre (Aj).
3. L'effort tranchant dans les sections x 0 et x L de la poutre (At).
4. Le moment flechissant m\ (a, x) au droit de la poutre (At) dans la poutre

transversale fictive de largeur unite situee ä l'abscisse x.

Pour simplifier le calcul, nous nous sommes bornes aux valeurs particulieres
de a et de x de la forme a K-^- et x K' -^, K et K' etant des nombres entiers.



104 JEAN COURBON Ia7

nCompte tenu des symetries, il suffit de faire varier K de 0 ä 4, K' de 0 ä 8© de 1 ä

lorsque n est pair et de 1 ä —^— lorsque n est impair, enfin j de 1 ä n.

Pour ce calcul la machine utilise les series donnees dans la premiere partie
de cette etude.

Enfin la derniere partie du programme donne l'integration des lignes
d'influence obtenues dans la seconde partie. Cette Integration fournit l'aire
des lignes d'influence des efforts dans une section d'abscisse x K' — de la

poutre (Aj) lorsque la charge unite se deplace sur la poutre (Aj) entre les

abscisses 0 et L. Pour ce calcul, l'ordinateur utilise les methodes classiques
d'integration numerique de la Resistance des Materiaux basees sur l'inter-
polation par des polynömes.

Le temps de calcul de l'ordinateur IBM7090 est de l'ordre d'une minute.

Resume

Dans la premiere partie de ce memoire, on montre que le calcul d'un pont
ä poutres multiples sous chaussee sans entretoises revient essentiellement au
calcul des reactions d'appui d'une poutre reposant sur des appuis elastiques
en nombre egal au nombre des poutres, pour un certain nombre de valeurs
des coefficients d'elasticite des appuis. Dans la seconde partie, on indique
quelles sont les donnees ä fournir ä l'ordinateur eiectronique, et quels sont les

resultats fournis par l'ordinateur.

Zusammenfassung

Im ersten Teil dieses Aufsatzes wird gezeigt, daß die Berechnung einer
Brücke mit vielen Längsträgern unter der Fahrbahn im wesentlichen auf die

Berechnung der Auflagerreaktionen eines Trägers auf elastischen Stützen,
deren Anzahl gleich derjenigen der Träger ist, zurückgeführt werden kann,
indem die Rechnung für eine gewisse Anzahl verschiedener Auflagersenkbar -

keiten durchgeführt wird. Im zweiten Teil der Arbeit wird angegeben, welche

Angaben in das Rechenprogramm eingeführt werden müssen und welche
Resultate durch den Elektronenrechner geliefert werden.

Summary

In the first part of this paper it is demonstrated that the calculation of a

multi-girder bridge under a carriageway without cross-beams is essentially
tantamount to the calculation of the support reactions of a girder resting on
elastic supports equal in number to the number of girders, for a certain number
of values of the coefficients of elasticity of the supports. In the second part,
the data to be supplied to the electronic Computer, and the results provided
by the Computer, are indicated.
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