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Ia8

Calcul des poutres croisees, compte tenu de la torsion

Berechnung von Trägerrosten unter Berücksichtigung der Torsion

Calculation of Interconnected Beams, Taking Torsion into Consideration

ROGER LACROIX
Paris

1. Definition des systemes etudies

La presente note concerne les reseaux formes de deux cours de poutres
croisees (A) et (B), soumis ä des charges normales ä leur plan, et repondant
aux conditions ci-apres:

— Les poutres des deux cours se croisent ä angle droit.
— Les poutres (A), au nombre de m, sont toutes d'egale longueur; elles sont

de section constante, et simplement appuyees ä leurs extremites.
— Les poutres (B), au nombre de n, sont toutes identiques et soumises aux

memes conditions d'appui; leurs appuis sont d'une part les poutres (A),
sur lesquelles elles sont encastrees, et d'autre part, eventuellement, des

appuis exterieurs, simples ou doubles (encastrements).
— Les poutres (B) ont une rigidite de torsion negligeable.
— Les appuis des n poutres (B) divisent chaque poutre (A) en n+ 1 intervalles

egaux.

Nous designerons par:

L la longueur d'une poutre (A).
EI la rigidite de flexion d'une poutre (A).
GH la rigidite de torsion d'une poutre (A).
I l'espacement de deux poutres (B) consecutives.
EJ la rigidite de flexion d'une poutre (B).
V l'espacement de deux poutres (A) consecutives; V est affecte d'un indice

si cet espacement n'est pas constant.
EI,GH

n poulres (B)

m poutres(A)
Fig. 1.
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2. Systemes de charges propres

Le Systeme elementaire, dont la resolution forme la base de la methode
proposee, est celui qui est constitue d'un cours de poutres (A), reunies par
une seule poutre (B).

En supposant la poutre (B) chargee, chaque poutre (A) forme pour celle-ci
un appui elastique double; la poutre (B) est en effet soumise, de la part de la
poutre (A), ä une reaction verticale R proportionnelle ä sa fleche v, et ä un
couple C proportionnel ä la rotation w de la tangente ä sa fibre moyenne au
nceud correspondant. Dans le cas oü la poutre (B) est situee ä mi-portee des

poutres (A), les coefficients de proportionnalite sont:

— pour les reactions verticales:

o v L3s Zii ' 48 EI'
— pour les couples:

c
L

~ 4 GH'

A ce cas peut etre ramene immediatement celui de deux poutres (B) dis-
posees symetriquement par rapport au milieu des poutres (A): en decomposant
les charges appliquees en systemes de charges symetrique et antisymetrique,
les deux poutres (B) prennent des deformations egales, ou opposees, et le
probleme ä resoudre est encore celui d'une poutre continue sur appuis
elastiques, les elasticites des appuis etant differentes suivant le Systeme de charges
considere, symetrique ou antisymetrique.

Dans le cas d'un nombre quelconque n de poutres (B), cette methode peut
etre generalisee de la facon suivante:

Soit une poutre (A), divisee en n+ 1 intervalles par n points B1,B2, Bn.
On appelle Systeme de charges propre relatif aux points B un Systeme de charges

q±, q2,. qn, appliquees respectivement en ces points, et tel que les fleches

vltv2, ¦ ¦ -,vn en ces memes points soient proportionnelles aux charges:

ü « .ü* _, ü» A
ll % In

On montre que pour n points B existent n systemes de charges propres
distincts, definis ä un coefficient multiplicateur pres, et ä chacun desquels
correspond une valeur differente de S1).

') Voir le memoire de J. Cotjrbon et R. Lacroix: fi Calcul des reseaux de poutres
croisees.» Ann. des Pts. et Ch. Mai-Juin et Juillet-Aoüt 1957. Ce memoire detaille le
calcul des coefficients S, valeurs propres de la matrice des coefficients de proportionnalite
des charges et des fleches.
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Dans le cas qui nous occupe, oü les poutres (A) sont de section constante,
et oü les n + 1 intervalles formes par les points B sont egaux, et de longueur l,
les charges propres q1,q2, ¦ ¦ ¦ qn sont les multiples d'une meme charge par les
coefficients:

7 r-tt 2m nrtrklr sin L.= sin k„ T sin -,ur n+l 2'r n+l ">r n + l
r prenant successivement les valeurs 1,2,.. .,n pour chacun des n systemes
de charges propres.

Le coefficient de proportionnalite des charges aux fleches est alors donne

par:

sr
ii '

p 2 + cos
r-n

n+l
6EI 4- cos

r-n \2
zz+4)

Les coefficients kir n'etant definis qu'ä un facteur pres, il est commode de
i=n

les mettre sous une forme normee, c'est-ä-dire teile que 2 ^!,r= 1
•

fi W T i== 1

En posant ~4— 9 et K —tx—, les coefficients deviennent:r n+l l3

Qi,r f~ishxird, (1)

a Vi 1 2 + cosr9
aveC 8r — -W 5Ti mi- 2)

q{ K 2(1 — cosrö)2

De la meme facon, un Systeme de couples de torsion t1,t2, rn appliques
ä la poutre (A) sera dit Systeme propre si les rotations de torsion ou1,cü2, .,con
engendrees par ces couples satisfont aux relations:

{t>1 c°2
¦ ¦

to" rTl T2 T,i

Pour une poutre de section constante rigidement encastree ä la torsion ä

ses deux extremites, les coefficients des couples formant chacun des systemes
propres sont identiques aux coefficients Qir definis par la formule (1), et la
constante d'elasticite relative au Systeme de rang r s'ecrit:

r=-t 1— (3)r 2GH 1-cosrÖ' K '

Un Systeme de charges (ou de couples de torsion) quelconques P, appliquees
aux points B1,B2,. .,Bn peut se decomposer en la somme de n systemes de

charges (ou couples de torsion) propres, par:

Pi YnrQir (4)
r=l
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les coefficients LIT etant donnes par:

nr YPiQir- (5)
t=i

Considerons maintenant un reseau comprenant m poutres (A) et n poutres (B)
et supposons les poutres (BX),(B2), ,(Btl) soumises respectivement ä des

systemes de charges (ou de couples) Qlr- (£), Q2r- (Z), ¦ ¦ ¦, Qnr- (E)> systemes ne
differant les uns des autres que par leur intensite, proportionnelle aux coefficients

Qir des systemes propres, definis par la formule (1).
L'equilibre du reseau est realise si:

— les reactions verticales des poutres (A) sur les poutres (B),
— les couples de torsion exerces sur les poutres (A) par les poutres (B),
— les fleches des poutres (A),
— les rotations de torsion des poutres (A), au droit de chaque poutre (B), sont

proportionnels aux coefficients Qir.

Toutes les poutres (B) ont alors des deformations affines, et le calcul du
reseau se ramene ä celui d'une poutre (B) reposant sur des appuis elastiques
doubles, dont les constantes d'elasticite sont definies par les formules (2) et (3).

Nous avons donc ainsi le moyen de calculer les reactions mutuelles des

poutres (A) et (B), c'est-ä-dire la repartition des charges entre les differentes
poutres (A), dans le cas oü un Systeme de charges (ou de couples) quelconques
est applique au droit des poutres (B). En effet, un Systeme quelconque peut
etre decompose en la somme de n systemes de charges propres, au moyen des
formules (4) et (5).

Si Rijr est la reaction exercee par la poutre (Aj) sur la poutre (Bt) sous
l'action du Systeme de charges propres de rang r, la reaction de la poutre (Aj)
sur la poutre (Bt) sous l'action du Systeme de charges reellement applique sera:

r=n
Kjj 2j lir -™ij> •

r=l
Le cas le plus general, oü les charges ne sont pas appliquees au droit des

poutres (B) mais entre celles-ci, peut etre ramene ä celui-ci par 1'introduction
des charges equivalentes:

Les reactions mutuelles des poutres (A) et (B), ne dependant que des fleches
et rotations de torsion des poutres (A) et (B) en leurs points communs, ne sont
pas modifiees en effet si on remplace les charges appliquees au Systeme par
des charges situees au droit des poutres (B), pourvu qu'elles engendrent en
ces points les memes deformations que les charges reellement appliquees. En
d'autres termes, il suffit de remplacer les charges reelles, appliquees en des

points quelconques de la surface du reseau, par des charges equivalentes ainsi
definies:

Les charges equivalentes P1,P2,. .,Pn ä un Systeme de charges quelconque
(2) sont les charges concentrees qui, appliquees aux points BltB2,. .,Bn
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d'une poutre (A) supposee libre, determinent en ces points les memes fleches
et les memes rotations de torsion que le Systeme (2).

En definitive, le calcul des reactions mutuelles des poutres d'un reseau
soumis ä un Systeme de charges quelconque se compose des etapes suivantes:

1. Remplacement des charges donnees par des charges equivalentes, situees

uniquement au droit des poutres (B).
2. Decomposition des charges equivalentes en systemes de charges propres.
3. Calcul de la poutre sur appuis elastiques doubles, et des reactions mutuelles

des poutres (A) et (B), pour chaque Systeme de charges propres.
4. Composition des reactions obtenues, pour obtenir le resultat cherche, c'est-

ä-dire les reactions mutuelles des poutres (A) et (B) sous l'action des charges
appliquees.

3. Calcul de la poutre continue sur appuis elastiques doubles

Soit une poutre reposant sur n+ 1 appuis elastiques doubles A0,AVA2,. .,An,
et formant n travees de longueurs lx, l2,... ln et soit St et 7^ les constantes
d'elasticite d'un appui, definies par:

*-J et r^w;' <6>

vt etant 1 'abaissement de l'appui supportant une charge Rt, et wr sa rotation
sous l'action d'un couple Mt.

La poutre forme un Systeme hyperstatique de degre 2«, et la methode des

travaux virtuels appliquee en pratiquant des coupures de la poutre au milieu
de chaque travee permet de calculer les moments flechissants et efforts tran-
chants, au droit des coupures, par un Systeme lineaire de 2n equations ä 2n
inconnues.

Nous croyons cependant preferable de rechercher les couples et les reactions
exerces par les poutres sur leurs appuis, au moyen d'une methode de relaxation,
bien que le Systeme lineaire obtenu soit de 2 n + 2 equations ä 2 n + 2 inconnues.
En effet, on obtient ainsi directement les inconnues cherchees (reactions
mutuelles des poutres (A) et (B)), au moyen d'un Systeme d'equations etagees,
ä coefficients simples, meme dans le cas d'une poutre d'inertie variable
pouvant comporter ou non des appuis fixes (articulations ou encastrements).

Considerons la travee At_xAj soumise ä un Systeme de charges qui don-
nerait lieu, si cette travee etait sur apqmis fixes et encastree, ä des reactions
d'appui r\_x et r'[, et ä des couples exerces par la poutre sur ses appuis, wif_a
et m'l (dans le cas d'une poutre d'inertie constante, par exemple, soumise ä

l l2 l2
une charge uniforme pp'i-i — r'i=P^ m'i-i— ~Pjö> m"i +Ptö)- En ecrivant

que la rotation de l'appui Aj est determinee par les couples exerces sur cet
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appui par les deux travees adjacentes, et de meme, que sa fleche est
proportionnelle ä la somme des reactions d'appui de ces deux travees, il vient:

7? - r' 4-
ki+1 Vi-Vi+l\ k'i+l / Vj-Vi+l\Ki -ri+l \°>i 7 1+7 [^i+l 7

n+i \ 't+i / «•t+i \ H+i I
h+i /, «»-^+i\ K+i Vj-Vi+i\+ j—\coi+1 I +-—loi,
'i+l \ ""i+l / H+l \ 'i+l /

h

i-
m»

rZ
m> o^
ai > 0 /

r > o i
V>0 \

¦i-l i

4y'<*<

\ >M|-I

^Mi ^^
'

"in
\^H
Aj-, ^^^_ vi Ai

-——^"T^i
A,*l

l| L,,l

Ri-i Ri+i

Fig. 2.

Dans ces equations, kt et k't sont les facteurs de rigidite de la travee Aj_xAj,
supposee symetrique; leurs valeurs sont respectivement:

4EJ 2EJ
ki —;— et kili h

(7)

pour une poutre d'inertie constante J2).
En exprimant les deformations en fonction des efforts au moyen des

relations (6), on obtient un Systeme lineaire de 2 n + 2 equations ä 2 n + 2 inconnues,

2) Pour une poutre d'inertie variable, k et k' sont de la forme k —j— <% et k' —=— ß.

Pour les poutres ä goussets plans ou paraboliques, les valeurs de a et ß de meme que les
moments m et m' figurent dans l'ouvrage de R. Gtjxdan: «Rahmentragwerke und
Durchlaufträger» (Springer-Verlag).
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etage, chaque equation contenant au plus six inconnues. Dans le cas frequent
oü toutes les travees et tous les appuis sont identiques, ces equations s'ecrivent,
en posant:

kT=y, kT=y', (k + k') S XI2: (8)

y'Mi_1 + (l + 2y)Mi + y'Mt+1-\lRi_1 + \lRi+1 m'! + m'i.

(y + y')Mi_1-(y + y')Mi+1-2\lRi_1 + (l+4\)lRi-2\lRi+1 lr"i+lr'i.
(9)

Le tableau ci-apres donne un exemple du Systeme obtenu pour une poutre
comportant trois travees, avec une charge unite disposee sur un appui de rive.

Po Maß Ri Mt/l Ri M2ß R3 M3/l
2e

membre

1 + 2A -(y + y) -2A -(y + y) — 0

-A l+r A V — — — — 0

-2A y + y' 1 + 4A — -2A -(y + y) — — 0

-A V — l + 2y A V — — 0

— — -2A y + y' 1 + 4A — -2A -(y + y') 0

— — -A y — l+2y A V 0

— — — — -2A y + y' 1 + 2A y + y' 1

— — — — -A y A 1 + y 0

4. Calcul d'un reseau ä l'aide d'une machine eiectronique

Le programme decrit ci-apres s'applique au calcul des ponts comportant
des poutres identiques et egalement espacees, reliees par des entretoises elles-

memes identiques regulierement espacees. Moyennant une legere modification,
le programme pourrait etre facilement adapte au cas oü les poutres sont de
sections non identiques, et non regulierement espacees.

Le programme etabli assure la decomposition des charges donnees en
systemes de charges propres, le calcul de la poutre continue sur appuis doubles
elastiques correspondant ä chacun de ces systemes, et la recomposition des

reactions obtenues, pour aboutir finalement aux reactions mutuelles des

poutres sous l'action des charges appliquees.
Les donnees ä introduire sont:

1. Les caracteristiques du reseau:

— nombre de poutres:
— nombre d'entretoises:
— espacement des entretoises:
— espacement des poutres:
— rigidites des poutres:
—¦ rigidite des entretoises:

m
n
l
V

EI,GH
E J (et eventuellement les facteurs a et ß).



112 ROGER LACROIX Ia8

2. Les caracteristiques du Systeme de charges:

— dans le sens longitudinal: valeurs des charges equivalentes PX,P2,.. .,Pn
appliquees au droit des entretoises.

—-dans le sens transversal; valeurs des moments et reactions m^, m?, r^, r'[
engendres par les charges dans les travees supposees encastrees.

Les resultats sont les charges et les couples Supportes par les poutres sous
l'effet du Systeme de charges applique. L'utüisateur du programme peut donc
ignorer l'existence des systemes de charges propres: le seul travail prealable
consiste ä rechercher les charges equivalentes Pt; ce travail peut d 'ailleurs
etre notablement facilite par l'emploi de tableaux donnant directement les

charges P{ en fonction des fleches vt prises par la poutre sous l'action des

charges donnees.
De plus, en donnant successivement toutes les valeurs convenables aux

coefficients definissant les repartitions longitudinale et transversale des charges,
il est aise, en une seule Operation, d'obtenir la surface d'influence de chacune
des reactions mutuelles des poutres.

Le prineipal avantage du programme, ecrit en langage FORTRAN, est
d'etre concu pour des machines de capacite modeste, telles que IBM 1620,

BULL y 30, ou CAB 500.

Le programme realise permet de calculer des reseaux comprenant 2 ä 20

poutres, et I ä 10 entretoises, ou pas d'entretoises. Dans ce dernier cas, les

systemes propres sont les termes successifs du developpement de la charge en
serie de sinus suivant la portee des poutres.

5. Applications aux ponts ä poutres sous chaussee en beton

Dans le cas d'un pont ä poutres multiples sous chaussee, en beton arme ou
precontraint, la dalle sous chaussee est le plus souvent utilisee comme membrure

commune aux poutres et aux entretoises. Les moments d'inertie I et J
des poutres et des entretoises se determinent en general sans difficulte
particuliere.

Pour la rigidite de torsion GH, on distinguera le cas de la poutre formee
d'une äme, avec ou sans talon, de celui de la poutre-caisson. Pour la poutre-
caisson, la rigidite de torsion pourra etre calculee en assimilant la section de la
poutre ä celle d'un tube mince. Dans le cas d'une poutre ä äme simple, la
rigidite sera la somme de celles des rectangles qui composent la poutre: dalle,
äme et talon. La rigidite de torsion d'une section rectangulaire de cotes a et b

est de la forme GH \Gba3v, v etant un coefficient inferieur ä 1, tendant
vers 1 lorsque le rapport de b ä a croit indefiniment, et dont les valeurs en
fonction du rapport bfa figurent dans la plupart des traites de resistance des

materiaux. Cependant, pour les rectangles formes par la dalle sous chaussee
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et l'äme de la poutre, il est plus exaet de considerer que le rapport bja est
infini, plutöt que de prendre en compte sa valeur exaete, comme on peut s'en
rendre compte par 1'analogie de la membrane.

Enfin, la methode proposee neglige la raideur des entretoises en torsion.
Cette approximation est admissible en general, car la rigidite de torsion d'une
entretoise est la somme des rigidites de son äme et de sa membrure, et comme
celle-ci est commune aux entretoises et aux poutres, sa raideur de torsion a

dejä ete prise en compte dans le calcul de la raideur GH des poutres. Le seul
element que l'on neglige est donc finalement la rigidite de torsion des ämes
des entretoises.

Resume

La methode proposee ramene le calcul des reseaux de poutres croisees ä

celui d'une poutre continue sur appuis doubles elastiques pour differentes
valeurs des coefficients d'elasticite des appuis.

Le calcul de la poutre continue est conduit par une methode de relaxation,
qui permet d'aboutir ä un Systeme d'equations lineaires etagees k coefficients
simples, meme lorsque la poutre est d'inertie variable.

Le programme de calcul ä la machine eiectronique permet d'obtenir les
valeurs des reactions mutuelles des poutres, sans qu'ü soit necessaire de
connaitre le principe de la methode de resolution.

Zusammenfassung

Die vorgeschlagene Methode führt die Berechnung von Trägerrosten auf
die Untersuchung eines Durchlaufträgers auf elastisch senk- und drehbaren
Stützen zurück, wobei die Rechnung für verschiedene Werte der Senkbarkeit
der Auflager durchzuführen ist.

Die Berechnung des Durchlaufträgers wird mit Hilfe einer Relaxationsmethode

durchgeführt, die auf ein System gestaffelter linearer Gleichungen
mit einfachen Koeffizienten führt, auch wenn der Träger ein variables
Trägheitsmoment aufweist.

Das Rechenprogramm für den Elektronenrechner liefert die Werte der
gegenseitigen Träger-Reaktionen, ohne daß das Lösungsprinzip bekannt sein
muß.

Summary

The method suggested in this paper reduces the calculation of grillages of
interconnected beams to that of a continuous beam on double elastic supports
for different values of the coefficients of elasticity of the supports.
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The calculation of the continuous beam is performed by a relaxation
method, which enables a system of stepped linear equations, with simple
coefficients, to be obtained, even when the beam is of variable inertia.

The programming for the Computer makes it possible to obtain the values
for the mutual reactions of the beams, without it being necessary to know the
principle of the method of Solution.
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