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SUR LA STABILITE DES PLAQUES RECTANGULAIRES
RENFORCEES PAR DES RAIDISSEURS ET SOLLICITEES

Ä LA FLEXION ET AU CISAILLEMENT

ÜBER DIE STABILITÄT RECHTECKIGER AUSGESTEIFTER PLATTEN
UNTER BIEGUNGS- UND SCHUBBEANSPRUCHUNG

ON THE STABILITY OF RECTANGULAR SLABS REINFORCED BY
STIFFENERS AND SUBJECTED TO BENDING AND SHEARING

MIODRAG MILOSAVLJEVITCH, Ingenieur, Beigrade.

La contrainte critique au flambage d'une plaque mince, teile que Päme
des poutres composees, peut etre augmentee sensiblement par une disposition

convenable des raidisseurs transversaux et longitudinaux, la position
ainsi que la rigidite de ces raidisseurs ayant une grande influence sur sa
valeur.

Le probleme de la stabilite des plaques rectangulaires minces renfor-
cees par des raidisseurs, que de nombreux auteurs ont traite entre les deux
guerres, n'a pas trouve encore une Solution satisfaisante dans le cas de
poutres composees pleines de grande hauteur.

C'est le professeur S. Timoshenko qui le premier en 1921 x) resolut le
probleme dans le cas d'une plaque rectangulaire renforcee par un nombre
de raidisseurs transversaux ou longitudinaux de 1 ä 3, et uniformement
comprimee ou sollicitee au cisaillement sur ses bords, en se basant sur le
critere de Penergie.

H. Fröhlich a donne en 19372) une Solution du probleme dans le cas
particulier des plaques renforcees par des raidisseurs croises et sollicitees ä
la compression uniformement repartie. Cette Solution de H. Fröhlich est,
egalement, basee sur le critere de l'energie.

Le present article dönne une Solution de ce probleme dans le cas d'une
plaque rectangulaire, renforcee par des raidisseurs longitudinaux et
transversaux, sollicitee simultanement ä la flexion oomposee et au cisaillement;
cette Solution etant basee sur Petude de Pequation differentielle de la surface

elastique de la plaque, s'applique aux cas general.
Comme application, on traite une plaque munie de raidisseurs suivant

des considerations pratiques, sollicitee dans un cas ä la flexion pure et dans
Pautre cas simultanement ä la flexion et au cisaillement, en fournissant des
tables de valeurs des contraintes critiques en fonetion de la rigidite des
raidisseurs.

I. Plaque rectangulaire renforcee par deux raidisseurs
transversaux et un raidisseur longitudinal, sol-

1) Timoshenko, S.: Über die Stabilität versteifter Platten. Eisenbau 1921, S. 147.
2) Dr. Ing. Fröhlich: Stabilität der gleichmäßig gedruckten Rechteckplatten mit

Steifenkreuz. Bauingenieur 1937, S. 673.
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licitee dans son plan par une charge lineairement
variable py et par des efforts de cisaillement T. Relation
entre les contraintes critiques et la rigidite des
raidisseurs.

La plaque rectangulaire dont les cotes a et b sont dans le rapport <x ¦= -r-

repose sur ses quatre bords sans encastrement. Dans son plan, eile est

sollicitee par une charge lineairement variable py p0 I 1—cp-^-1, sur les bords

x 0 et Jt — a et par des efforts de cisaillement T sur son contour. La
plaque est renforcee par deux raidisseurs transversaux de rigidite E Ib places
aux distances x=-c\ et x c2 et par un raidisseur longitudinal de rigidite
EIa place ä la distance y h (voir fig. 1). La liaison entre les raidisseurs
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Fig. 1.

et la plaque est assuree par rivetage ou soudage de fagon que les raidisseurs
participent aux deformations de la plaque lors du flambage. Dans cette
etude, on fera les suppositions suivantes:

1. Le materiel constituant la plaque est homogene, isotrope et se soumet
sans limite ä la loi de Hooke.

2. Le raidisseur longitudinal ne participe pas ä la resistance de la plaque
ä la flexion.

3. La rigidite ä la torsion des raidisseurs n'est pas introduite dans le
calcul des contraintes critiques au flambage.

L'equation de la surface flambee peut etre representee sous forme d'une
serie trigonometrique double:

w SS^ max nay
mn sin sin —— (1)

satisfaisant aux conditions suivantes sur le contour de la plaque:
1. Deformation de la plaque w-= 0 pour x 0, x a et y 0, y b.
2. Moments flechissants My et Mx nuls pour x 0, x a, y 0ety — b
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y=b

Soient qa, qbl, qb2 les efforts par unite de surface transmis par les
raidisseurs ä la plaque et reciproquement lors du flambage (fig. 2).

2t 2t1\\

/--

Fig. 2.

Soit Ja le moment d'inertie du raidisseur longitudinal et 25 sa largeur,
Jb celui d'un raidisseur transversal dont la largeur est 2t (voir fig. 1).

La plaque et le raidisseur se deformant de la meme maniere lors du
flambage, il resulte que Pequation de la ligne elastique des raidisseurs est
definie par l'equation differentielle suivante:

qt,. 2,-,,.*^ «SS^^n-fsi„^

(2)

(3)

(1)

La charge transmise par les raidisseurs ä la plaque lors du flambage
peut etre egalement representee par une serie double trigonometrique:

Ssi« maxZj Cmn sm sin nay (5)

Les valeurs inconnues des coefficients Cmn de la serie de Fourier seront
determinees par le procede oonnu de multiplication de Pequation (5) par
le facteur sin, sin J—~- et par integration en x et en y entre les limites
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x 0, x a et y 0, y b, en irappelant que lorsque s et t tendent vers 0,

exj
jus

iat jas t /«*les expressions sin et sm —r— sont respectivement equivalentes a

et

^ 4 fa f /#* /ttv 2EJaa^i^ jahsry A /z#/z
C// -r <7Sin sin^-r^<krfp r-—sin^--2j^ sin——

abJ0J0 ab a*b b n b

b '

II resulte
ra rb i iiy¦ i ii 1/ x. r1 i ~ ii ~ /. ¦*¦ / j/ f7 «—• nun
j0jq <- - ' — « -

2EJbüJLj4i iücisr\ Ä /7z#£i 2EJbäij* tüc2sr\ * /ra#£2 /- v

/, /, /w et # etant des nombres entiers queloonques peuvent etre echanges
mutuellement, ce qui mene ä ecrire suivant l'equation (5) Pexpression de
la charge de la fagon suivante:

2EJbä4c sr\ sr\ sr\ * a • müci IüCi mäx näy
q -—r— 2j2i2jA^4sin — sin—— sin-—- Sin--^ +ab^ m n i a a a b

2EJbB4c sr\ sr* sr\ „ a • tnüC2 täC2 mäx näy+ tt— Zj Zj L ^m^4 sin sin sin sin —-f- +ab* mnt a a a b

zEJaa* sr\ sr\ sr\ * A • nah /#/z max /ztfi; /Ä.+ ^r???^'fflS,nTsinTs,n-rs,nT (6)

Afin de determiner la relation entre les contraintes critiques au flambage
et la rigidite des raidisseurs, nous utiliserons l'equation differentielle de
la surface elastique, qui d'apres la theorie de Pelasticite3), a Pexpression
suivante:

n/d4n> 0 d±w d*w\ y\d2w d2w
D(\3^ + 2-^W2 +^ (7)

oü l'on a:
Ed3

D —— — rigidite de la plaque dont Pepaisseur est ö;

q charge unitaire de la plaque normalement ä son plan;

py p0ll-cp^-) charge lineairement variable dans le plan de la plaque
v b} (voir fig. 1);

T effort de cisaillement dans le plan de la plaque s'exer-
gant sur son contour;

w deformatiorf de la plaque par flambage en un point (x, y).
En substituant ä w dans l'equation differentielle (7) son expression

donnee par Pequation (1) et en la multipliant par sin sin-^-, on

obtient une expression qui, apres integration en x et en y et les limites etant
respectivement 0 et a, 0 et b, nous donne une relation generale entre les
contraintes critiques et les rigidites des raidisseurs (fig. 1).

Les nombres entiers m, n et k, r pouvant etre permutes, on obtient la
forme suivante pour l'equation (7):

3) Timoshenko, S.: Theory of Elastic Stability, 1936.
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U'b a i a

2EJb o A • mäC2sr\ A iäC2 2EJa nähsry jäh+ — «.^sin —^„sin— + —^sin-j-^sin^-
__/?0//tta\2[~ / 99 \ 899^ /-# ] 32a2T v^Vj krmn
"d\T"/ r^v^Tr^^^^p^^J^^D^^Yr ä>2-ä2)(^2-^) w

pour (a-±«) impairs Ä|m| impairs

Pour simplifier les expressions, posons
2EJh _ 2EJa

__
D<b ~ Py D-b ~ Y

et ecrivons les efforts p0 et T de la fagon suivante:

p0 ÖGk, T d%k

avec
Gk contrainte critique de compression lors du flambage.
Tk » » » cisaillement » » »

Prenons pour coefficients de gondolement k± —, k2 =— les rapports
°° °° Da2

des contraintes critiques ok et %k ä la grandeur de reference g0 -p-y.
II resulte de ce qui precede que l'equation (8) prend la forme

a / 9 9 9\9 n * a ' mäcisr\ A iäci n „ mäC2sr\ A läc2
/U/*(/rc2 + /*2a2)2+/?a3/z4sin -2jAinsm—- + ,tfa3/z4sin ^ X^mSin \-

a i a a i a

nähs?\ A jäh 9 J. I. w\ 899^ rn 1
+ ym*s\n-^^Amjs\nJ-^ kia2m2YAmn^ +

pour (r± ri) impairs
32k2a3 sr\ sr\ krmn /g v

+ _^~"^r Akr{m2-k2){n2-r2)
K '

*g*} impairs

Pour les valeurs quelconques de 1 ä / des nombres entiers m, n, i, f,
k et r, nous formons un Systeme de l2 equations lineaires homogenes dont
le determinant des coefficients doit etre nul pour que l'on obtienne des
valeurs non nulles pour les coefficients Amn (c'est-ä-dire pour que la plaque
soit effectivement flambee, w + Ü). Donc, l'equation A==0 represente la
relation entre les contraintes critiques et la rigidite correspondante des
raidisseurs et peut etre symboliquement exprimee par

A yj(a,kuk2,y,ß,(p) 0. (9)

De l'equation (9) on peut, pour des valeurs donnees de oc, y, ß, cp et pour
un rapport r\ — — determine, calculer les coefficients de gondolement

Vk K2

kt et k2 comme les plus petites racines reelles de l'equation (9). Les valeurs
minima de ces coefficients peuvent etre tirees du determinant d'ordre / quand
/—>oo. Cependant, comme on le verra plus loin, on obtiendra une Solution
approchee satisfaisante pour les besoins techniques si l'on ne considere que
les coefficients Amn pour lesquels m et n prennent les valeurs 1, 2, 3.
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Les valeurs effectivement obtenues pour k± et k2 a la suite de ce calcul
approche ne different que tres peu des valeurs exactes.

De meme, pour des valeurs donnees de oc, k±, k2, cp et £>=-— on peut

determiner les valeurs y et ß comme les plus petites racines reelles de l'equation

(9).
Dans ce cas nous obtiendrons, egalement, des resultats suffisamment

approches en prenant le determinant des coefficients des Amn pour m et u
variant de 1 ä 3; les approximations suivantes donnent, il est vrai, des valeurs
plus grandes pour y et ß, mais la difference, comme le calcul le montre, est
insignifiante.

Remarquons qu'en poursuivant ces approximations, les valeurs de k1
et k2 diminuent tandis que Celles y et ß augmentent, tendant vers les
valeurs extremales des Solutions des equations (9).

Po J
¦**<*

—4.

a/3 ^U 3/3a/3

Fig. 3.

Dans la suite, et en nous basant sur des considerations pratiques, nous
placerons le raidisseur longitudinal ä la distance h/4 du bord superieur et
les raidisseurs transversaux aux distanoes u/3 et 2/3a des bords lateraux.

II. Relation entre les coefficients de gondolement
d'une plaque rectangulaire et la rigidite de ses raidisseurs

pour une position du raidisseur longitudinal donnee

par ä bj\ et pour les positions c1 u/3, c2 2/3a des
raidisseurs transversaux.
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Dans ce cas, l'equation (8a) prend la forme:

Amn (/w2 + /z2a2)2 + /?a3/z4 sin -^~2j A-in sin -^ + ßa3n* sin —«j—Zy4/« sm -y- +

+ y/«4sin^Syim/sin^==Ä1«2/«2[^m„(l-|j + ^S^^p^pj +
pour (/•+ n) impairs

32£2«3 V V 4 krmn
+ ~«^" £r *>¦ - *2) («2 - a-2) '

mn\kr) impairs

De Pexpression generale (10) nous obtenons un Systeme d'equations lineaires
homogenes:

avec m 1,2, 3,4
« 1,2,3,4

C- ,v, 3/S«3 y ./, 9AI tyi2 16£i«2<p\ / 128£2as\
+

+ i4u|- + i4«(-|j+ =0
128^2«s

21,~9^2- +An^-'^^+A^UAar^ßa^y-k^-^ + A

.1^^^4(4 + «2)2 +^ + 8V-4,1«2(l-|)]^22(8vV2-64^) +

+ ^i(—^-J+.... =0

^(--9^)+^(8rV2-6^)^22[l6(l + «2)2 + 24/3«3 +

+ ^y-4k^(l-^} +A^^ +A^I^ + A238Y]'2 + =0
y typ. 48^i«V\ 128*2«3

+ ^[(l + 9«2)2 +^ + |-^2(l-|)] + ^6(-|)+.... =0

Pour que la plaque soit flambee, c'est-ä-dire que w =j= 0, le determinant
du Systeme d'equations homogenes (10a) doit etre egal ä zero

A 0.

(10a)



Tableau

I.

000

zl=

mn

11

12

21

22

13

31

=0

11

(1+0.)!+3^'+?*-*«¦(¦-?)

yV2

16Äia2^

2

9ö2

0

128

Ä2a3
9ä2

Y2

0

12

yV2

16äi«2^

2

9«2

(l+4a2)2+24£a3+r-*-(i-|)

128Ä2«3
9«2

0

yfl

48
Äi«2^

2

25«2

0

2122

0

128Ä2a3
9«2

+8y-4Ä1«2(l-|)

M2-64*';:*

0

0

128

fe«3
9«2

0

s^-64*^

16(l+a2)2+24/?«3++16y-4Ä1a2(l-|)

128

k2a3
5ü2

128

Ä2a3
5«2

13

2

yf2

48£i«>

2

25
«2

0

128

k2a3
5«2

(,+90.)*+243/0'+

0

31

0

0

0

128Ä2a3
5«2

0

81

y

(9+a2)2

+^--

-OM'(l-f)



Sur la stabilite des plaques rectangulaires 149

En considerant les coefficients A1±, A12, A13, A21, A22, Asl, le determinant
s'exprimera sous forme du tableau I.

En developpant ce determinant, on obtient une equation de la forme

yj(a,ß,y,ki,k2,cp) 0, (9a)

dans laquelle <x, ß, y, k±, k2 et cp sont les variables.
Cette equation perinet de dimensionner les raidisseurs ou de determiner

la stabilite de la plaque pour des valeurs donnees de y et ß et pour
tous les cas de charge.

II existe des valeurs de y et ß telles que les raidisseurs ne subissent
aucune flexion lors du flambage, mais representent des lignes nodales de la
plaque gondolee, nous les appellerons „valeurs minima" ymin et ßmin, car
le depassement de ces valeurs est sans influencQ sur la valeur des contraintes
critiques.

Dans ce cas chaque partie de la plaque comprise entre les raidisseurs
(voir fig. 3bd) peut etre consideree comme une plaque non raidie appuyee,
sur ses quatre bords de teile fagon que, pour la charge qui lui est appliquee,
il est possible de determiner les coefficients de gondolement k1 et k2. En
introduisant ces coefficients dans Pequation (9a), nous obtiendrons les
valeurs correspondantes de ymin et ßmin.

Le probleme etant ainsi pose dans sa forme generale, Pequation (9a)
permet Petude de tous les cas speciaux de charge.

1. Plaque sollicitee a la flexion pure
Po 0

^

+Po + &:

a/J a/3 a/J

Fig. 4.

Le determinant du Systeme dans le cas de la flexion pure s'obtient ä partir
de Pexpression generale du determinant ecrite plus haut (tableau I) en y

faisant cp 2 et k2 0.
En premiere approximation, nous limiterons le determinant aux coefficients

de A±1, A12 et A21. En developpant ce determinant du troisitme ordre
et en Pegalant ä zero, nous obtenons
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[(l + ftT + W + |][(l + 4«2)H24^3 + y]_(^_32|f2)2=0. (11)

L'equation (11) est du second degre en k± de meme qu'en ß et y. En la
resolvant par rapport ä Pune de ces inconnues et en prenant chaque fois
la plus petite racine, nous obtiendrons soit les coefficients de gondolement,
soit les moments d'inertie des raidisseurs.

Tableau II.

mn 11 12 21 22 13 31

11

(l + «2)2 +

3ßa3 y
2 +2

/¦j/2 32k\a"
2 9S2

0 0 7
2

0

12
yf2 32kxal

2 9S2
(l+4a2)2 +
+ 24ßa3+y

0 0 yfl 96 Ä!«2
2 25S2

0

21 0 0
(4 + a2)2 +

3ßa3 a Mi-Tr' 0 0

22 0 0 *7f2-™r 16(l + a2)2 +
+ 24ßa3 + l6y

0 0

13
7

2
y\'2 96ha2

2 25S2
0 0

(l + 9a2)2 +

243 ßa3 y
+ 2 +2

0

31 0 0 0 0 0 m 9\i 81 y
(9+a2)2 + -y-

Dans le tableau suivant on donne pour differentes valeurs du rapport
oc ajby pour k± 84, 80 et 64 et en fixant le rapport q y/ß aux valeurs
1,0,75 et 0,50, les valeurs resultantes de y d'apres Pequation (11).

Tableau III. Valeurs de y.

a=ajb

kx 84 kx 80 Ä,. 64

Q =Ja\Jb q =Ja\Jb o=Ja\Jb

1,00 0,75 0,50 1,00 0,75 0,50 1,00 0,75 0,50

1,0

1,2
1,3
1,4
1,5
1,7
2,0

2,56
2,38
2,20
1,98
1,79
1,60
1,22
0,73

2,03
1,87
1,70
1,54
1,38
1,23
0,93
0,55

1,42
1,30
1,18
1,06
0,94
0,83
0,63
0,36

2,38
2,22
2,03
1,84
1,64
1,45
1,10
0,60

1,88
1,73
1,57
1.41
1,26
1,11
0,83
0,46

1,33
1,21
1,08
0,97
0,86
0,75
0,57
0,30

1,64
1,51
1,35
1,19
1,03
0,87
0,56
0,14

1,30
1,18
1,05
0,92
0,78
0,65
0,47
0,10

0,92
0,82
0,73
0,63
0,54
0,45
0,29
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La figure 5 nous represente la relation entre les valeurs de y et a a/b
pour differentes valeurs de kt et q y/ß JajJb.

Afin d'apprecier Perreur commise sur les valeurs de y ä la suite de cette
premiere approximation, nous allons effectuer une seconde approximation
en prenant cette fois les termes An, A12, A21, A22, A1S et A31, ce qui nous
amenera ä ecrire un determinant du sixieme ordre.

/&

w
EX

8>

/W

s-mMff

W^
«S *^

*M

Fig. 5.

Nous pouvons developper ce determinant sous la forme d'un produit
de trois facteurs, chacun de ces facteurs pouvant etre nul

81 y
a) (Q + 0«)« + ?iZ o

b)[(4 + a2)2 +^ + 8y][16(l + a2)2 + 24i3«3 +16y]-(8yV2--^|^)2=0

y Ja
L'equation du second degre (12b) nous donne pour q ~~= —

et k1 84 les valeurs: P Jh

y 2,62 pour a 1

y 4,25 pour a 2

L'equation du troisieme degre (12c) nous donne pour Q Ja/Jb \
et k± =-= 84 les valeurs:

(12)
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y 2,59 pour a 1

y 0,74 pour a 2

En deuxieme approximation, les plus petites valeurs pour y sont donnees
par les racines positives de Pequation (12c) et peuvent nous servir par la
suite ä calculer les moments d'inertie des raidisseurs.

Les Solutions en y obtenues en premiere approximation sont entachees
d'une erreur par rapport ä celles de la deuxieme approximation qui, ex-
primee en o/0, s'etablit comme suit:

2,59 — 2,56
pour a 1,0 et ki 84

pour a 2,0 et ki 84

2,59

0,74 — 0,73
0,74 •

100 1,16%

100 1,84%

De cela, nous concluerons que la premiere approximation donne dejä,
quand a varie de 1 ä 2 et k± 84, pour y des resultats suffisamment precis
pour les besoins techniques.

Exemple numerique:
Calculer les moments d'inertie des raidisseurs de Päme d'une poutre

oomposee dont la coupe transversale est donnee par la figure 6.

100 -4-55
b 320- 2 il)^l^ 304,5 cm

L'ecartement des pieces de pont est 5,20 m. L'äme de la poutre entre deux
pieces de pont est renforcee par des raidisseurs comme le montre la figure 6.

2*310-12

WW-f<t0

-ß-3200

\13
2*310 12

~iriU0.1U0.13

a/3-

JL1U0 1U0 13

2*310-12

Ja

B13200.U

— a/3

^b

¦ a/3-

'Jb

2* 310-12

—a=Ä 520-

Fig. 6.

^
^*-

^*-

^100

50

*k

Fig. 6a.

Dans le panneau considere de la poutre oomposee on a les valeurs
suivantes pour:

le moment flechissant M + 926,0 tm
Peffort tranchant Q c-o 0
le module de flection Wn 60900 cm3



Sur la stabilite des plaques rectangulaires 153

le rapport des cotes a — 3q45 ^° 1>7

i x i 92600000 1MAI «la tension normale a —finQOO 1520 kg/cm2

Le materiel qui constitue la poutre oomposee est un acier dont la
resistance ä la traction est de 52 kg/mm2.

Posons q Ja/Jb 1 •

Le probleme peut avoir deux modes de resolution suivant les conditions

imposees.
Premier probleme: Determiner les moments d'inertie des raidisseurs

Ja et Jb de teile fagon que le coefficient de securite au flambage soit

v — 1,8
Ol

a1 1520-g^ 1425 kg/cm»

Gk 1,8 • 1425 2570 kg/cm2 < gf 3600 kg/cm2

Le flambjage de la plaque est donc dans le domaine des deformations
elastiques, car ok < oF.

Le tableau III des valeurs de y nous donne pour:
q JajJb — 1, ki 64 et a 1,7

y 0,56

_ 2£7fl ,_/_ö*y_ ^by _l,43-304,5.Q,56_o1K/_4
y~" D-* ; y«-y*- 2Z: ~24(l-^)"~ 24(l-0,32) -zlDcm'

Lors du choix du profil des raidisseurs, nous pouvons suivre la propo-
sition du professeur Timoshenko (1) et prendre le moment d'inertie par
rapport ä Paxe qui se trouve entre le raidisseur et la plaque, car une partie
de celle-ci participe ä la flexion.

Fig. 7.

Par consequent, nous pouvons prendre pour les raidisseurs transversaux
et longitudinaux [_ 90. 90. 11 dont le moment d'inertie est

Jx 138 +18,7-2,622 264cm4>/a =Jb.
Second probleme: Determiner les valeurs des moments d'inertie des

raidisseurs, /flmm et Jbmin, auxquelles correspond le flambage de Päme avec
des lignes nodales oon,fondues avec des raidisseurs.

Comme nous Pavons dit plus haut, pour ce cas de flambage chaque
partie de Päme oomprise entre les raidisseurs peut etre traitee comme une

Abhandlungen VIII 11
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plaque non raidie, Iibrement appuyee sur son contour et sollicitee ä la
charge oorrespondante du diagramme represente par la fig. 4.

II faut considerer deux elements rectangulaires de Päme compris entre
des raidisseurs (fig. 8 et 9).

<52 - 712 5kg/cm2

er, M5kg/cm2

-er£ - 712 5kg/cm-ä- 173 m
a2= 4- =173m

Fig. Fig. 9

~=M5kg/cmz

Pour chacun de ces elements il faut determiner la valeur de la contrainte
critique ok en le considerant comme une plaque non raidie.

La plus petite valeur ok obtenue pour Pun de ces elements peut etre
consideree comme la contrainte critique de Päme raidie d'apres la fig. 6,
si les moments d'inertie sont Jamin et Jbmin-

II est clair par avanoe que la partie rectangulaire representee par la
figure 8 determine dans ce cas la contrainte critique.

D'apres 1'article precite du professeur Timoshenko, pour Pelement
rectangulaire de la figure 8 la premiere approximation nous donne pour le
calcul du coefficient de gondolement des valeurs suffisamment exactes.

k

k

1
JL V

«i / 1 ¦

1

•<pl2>
«i

1

+ 2,27
1

1,73
:

0,76

9,78

2,27 ; cp 0,5

2,27 ' ' 1 1 — 0,5/2

/100-1 4\2
Gk k>G0 9,78 • 189,9 (^g—) 9,78- 640 6260 kg/cm2 > gf

ok etant plus grand que oF, le flambage de Päme mene au delä de la
limite d'elasticite et dans ce cas il faut prendre (DIN Entwurf 2 E 4114).

Gk gf= 3600 kg/cm2

Pour le cas de Päme dont la hauteur est h 3,045 m et en prenant
ok 3600 kg/cm2, le coefficient de gondolement est

*! ?*
ffo

3600
90

L'equation (11) pour £1 90 nous donne la valeur correspondante de
ym„=l,41 d'oü

Ja min ~~~~ Jb min ~~~~
S3bymin 1,4». 304,5 • V»

24(1— ^) 24(1 — 0,32)
540 cm4
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A ces valeurs des moments d'inertie Jamin et Jbmin correspondent pour les
raidisseurs transversaux et longitudinaux les profus

|_ 80-120. 10
dont le moment d'inertie est

Ix 276 + 19,1 3,922 570 cm4 > Iamin.

2. Plaque sollicitee ä la flexion et au cisaillement.
C'est le cas habituel des poutres composees, librement appuyees, et

surtout des poutres continues dont les sections transversales voisines des
appuis interieurs sont simultanement sollicitees par les moments flechissants

et par les efforts tranchants maxima.
C'est precisement dans ce cas que le renforcement de Päme de la

poutre composee est effectue, le plus souvent, par un Systeme de deux
raidisseurs transversaux et d'un raidisseur longitudinal place dans le
premier quart de la hauteur de Päme et ceci dans la zone de compression.

Po

-X

Jb Jb

+Po

d/3

Fig. 10.

La figure 10 represente le cas d'une plaque mince sollicitee dans son
plan simultanement ä la flexion et au cisaillement et renforcee comme
indique plus haut. On obtient le determinant du Systeme d'apres Pexpression
generale du determinant donne par le tableau I en y faisant cp=2.

Pour premiere approximation on peut prendre le determinant des neuf
Premiers elements, c'est-ä-dire considerer les coefficients Amn de la serie
de Fourier pour m= 1,2 et #= 1,2.

[(Ha2)

-[(! + <

+ 2 +2
3ßa3 0

1

-)- + 3ßa3

][(U4a2)2 + 24ßa3 + y]\(4 + a2)

;](] 9«2 + 8y] 0 (13)
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Tableau IV.

Azz

mn 11 12 21 22 13 31

=0

11

(i+«2)2+
3ßa3 y

+ 2 +2
yfi 32äi«5

2 9«2
0

128 k2a3
9ü2

r
2

0

12 yi2 32kxc?
2 9ä2

(l + 4«2)2 +

+ 24 ßa3 + y

128 k2a3
9ä2

0 yfl 96Äi«2
2 25 ä2

0

21 0 U8k2a3
9ö2

(4 + «2)2 +

3ßc? 0

8y]/2-
128 Ai«2

9ä2

0 0

22
128 k2a3

9«2
0

8/V2-
128 At«2

9«2

16(l + «2)2 +

+ 24ßa3+l6y
128 k2a3

5ü2
128 k2a3

5 k2

13 7
2

y]/2 96Ai«2
2 25S2

0
128 k2a3

5S2

(l+9a2)2 +

243 ßa3 y+
2 +2

0

31 0 0 0
128 k2a3

5ä2
0 (Q+«V+^

Cette derniere equation (13) nous donne la Solution de deux problemes
se presentant dans la pratique:

1° Determiner les moments d'inertie des raidisseurs Jamm et Jbmin de
fagon que les raidisseurs soient les lignes nodales de la plaque flambee
pour des valeurs donnees de g=-Ja/Jb, r} k±/k2 et a a/b et pour une
valeur fixee du coefficient de gondolement kx, ainsi que de k2.

Pour un seul element de la plaque entre les raidisseurs, qui dans ce cas
est une plaque rectangulaire librement appuyee sur son contour, on peut
determiner la valeur de kt pour un rapport donne rj -= kjk2.

2° Determiner les moments d'inertie des raidisseurs pour des rapports
fixes q Ja/Jb, öl a/b, rj k±/k2 de teile fagon que Pon obtienne un coefficient

de securite donne par rapport ä la contrainte critique.

Tableau V des coefficients kt pour q y/ß 1,0 et tj k±/k2 1,0.

7
a a\b

1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,7 2,0

1,0 25 23 22 21 20 19 18 17
2,0 35 33 30 29 28 26 24 23
3,0 45 42 39 36 35 33 30 28
4,0 55 51 47 44 42 39 36 33
5,0 65 60 55 51 49 46 42 39
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Dans ce but, on a etabli des tableaux qui donnent les coefficients de
gondolement k± pour des valeurs determinees de $ — Ja/Jb) V k±/k2 et ceci

pour differentes valeurs de a a/b et y.

Application numerique.
Determiner les moments d'inertie des raidisseurs de Farne d'un pan-

neau quelconque d'une poutre composee dont la section est donnee par la
figure 11.

Ä 520

2*31012 2*310-12

hO-lu-0 iriuo 1U0 13

i™
813200 14

+3200

a/3 a/3 a/3

JL 1U0 1U0 13j xlUO-IUO

2 <* 310 122*31012

Fig. 11.

b =-320 - 2
10>Q + 5>5

304,5 cm

L'ecartement des poutrelles est de 5,20 m. La disposition des raidisseurs
est indiquee sur la figure 11. Le materiel de cette poutre est un acier dont
la resistance est 52 kg/mm2.

Dans le panneau considere Ton a

M 926,0 tm; Q 212 t

Wn 60900 cm3.

Les contraintes dans la section de la poutre sont

92600000 1KOn| 91520 kg/cm2G
60 900

212 000
473 kg/cm2

.1,7.
320-1,4

Le rapport des cotes a a/b 520/304,5
Posons q Ja/h 035.
On doit calculer les moments d'inertie Ja et Jb de teile fa<jon que le

coefficient de securite au flambage soit de 1,5.
Nous allons tout d'abord determiner le coefficient de flambage k±.

S'agissant du cas d'un etat elastique plan, il est necessaire d'introduire des
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expressions qui donnent la contrainte comparative4)

Gv Vai2+Tr2
oü o± represente la tension normale de flexion,
et x represente la tension tangentielle de cisaillement.

L'expression de la contrainte critique au flambage de la plaque dans
ce cas est

ov v
Gvk f-r- ;—rr OU ok k\ o0

m+w %k k2 G0

Le coefficient de securite au flambage est donne par le rapport

_ <hk
___

1
__ #0

Des expressions precedentes on peut tirer la valeur k± si on introduit
le rapport

ki' "*

ki ~^G12+T2r]2
V

o0

Les valeurs o0, o±, % et v sont donnees tandis que pour le rapport rj on
peut prendre, si l'on desire le meme degre de securite pour ok ainsi que
pour %k

Ih — Ih • — Gl
-—

kl
Gl l ' ' T k2

Dans notre cas

-o 180,9 (i^M)'= 40 kg/cm«

304 5
at 1520 t"~ 1425 kg/cm2; % 473 kg/cm2

Jz4,o
<?i 1425 __' T 4rä- ~3«0

*i ttt VH^PT^Ö2 • 4732 75,5

Le tableau X des coefficients kx nous donne par interpolation la
valeur de y correspondant ä k1 75,50 pour <x=l,7

y 1,0 + 1,0 •1^~ 1,59.

Par suite on obtient pour le moment d'inertie du raidisseur longitudinal

_ dH? — 1,43-304,5 -1,59 _ 4

a-24(l-,<2)- 24(l-0,32) -ou/cm

4) Schleicher, F.: Bauingenieur 1928, S. 253.
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A la valeur ci-dessus correspond le profil |_ 120.120.11 dont le
moment d'inertie est

Jx 341 + 25,4 3,362 628 cm4 >/fl
Pour les raidisseurs transversaux, le moment d'inertie est

Jb 2Ja 2x 607 1214 cm4

auquel correspond le profil _J|_ 120.120.11 dont le moment d'inertie est

Jx 2 x 628 1256 cm4 >/Ä

Resume
Dans le present article l'auteur a donne, dans le domaine elastique,

une Solution du probleme de la stabilite des plaques rectangulaires minces
renforcees par des raidisseurs horizontaux et verticaux, sollicitee
simultanement ä la flexion composee et au cisaillement. L'auteur a base ses etudes
sur l'analyse de l'equation differentielle de la surface elastique de la plaque.

Par cette methode, l'auteur a resolu le probleme dans le cas general
quant ä la forme et aux sollicitations.

A titre d'application, l'auteur a mentionne deux cas speciaux: une plaque
munie de raidisseurs suivant des considerations pratiques, sollicitee ä la
flexion pure et de meme ä la flexion et au cisaillement, en fournissant des
tableaux des valeurs des contraintes critiques en fonetion de la rigidite des
raidisseurs.

Zusammenfassung
Der Verfasser behandelt das Problem der Stabilität im elastischen

Bereich von rechteckigen, dünnen Platten, die durch horizontale und vertikale
Versteifungen verstärkt und die gleichzeitig durch Biegung, Druck und
Schub beansprucht sind. Der Untersuchung wurde die Differentialgleichung
der elastischen Fläche zu Grunde gelegt.

Dadurch war, was die Gestalt und die Beanspruchungen anbelangt, eine
allgemeine Behandlung des Problems möglich.

Als Anwendung wurden zwei Sonderfälle behandelt: eine nach
praktischen Gesichtspunkten versteifte Platte unter reiner Biegung, sowie unter
Biegung und Schub, wobei in Tabellenform die kritischen Spannungswerte
in Abhängigkeit der Versteifungen angegeben werden.

Summary
The author deals with the problem of stability in the elastic region of

rectangular, thin slabs which are strengthened with horizontal and vertical
stiffeners and stressed simultaneous by bending, compression and shear.
The investigation was based on the differential equation of the elastic surface.

In this way, in so far as shape and stresses are concerned, a more general
treatment of the problem was possible.

As an application two special cases were treated: a slab reinforced in
accordance with practical ideas subjected to pure bending, as well as to
bending and shear, the critical values of the stresses being given in tabular
form in dependence on the stiffenings.
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