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La repartition transversale des charges dans les ponts ä arcs multiples

Die Querverteilung der Lasten in Brücken mit mehreren

nebeneinanderliegenden Bogen

The transverse distribution of loads in bridges with
several adjacent arches

Ch. Massonnet, Charge de Cours a FUniversite de Liege

1. Position du probleme

Considerons un pont en are a tablier superieur soutenu par plus de deux
arcs paralleles. Nous nous proposons de rechercher les tensions et deformations
qui naissent dans ce pont sous Peffet d'une charge quelconque disposee sur le
tablier, et d'analyser, en particulier, comment cette charge se repartit entre
les differents arcs.

2. Hypotheses de calcul et notations

Rapportons le tablier du pont ä un Systeme d'axes trirectangles, xyz,
1'origine 0 se trouvant au milieu de Pentretoise d'extremite et Paxe des z etant
dirige vers le bas. (fig. 1).

Les arcs, de leur cöte, sont rapportes ä un Systeme d'axes 0' x y £, les x etant
comptes comme ci-dessus ä partir de la retombee gauche de Parc et les £ posi-
tifs vers le haut.

Nous supposons que le pont comporte n arcs a deux rotules, qui ne sont
pas necessairement identiques. mais possedent cependant aux points homo-
logues des moments d'inertie reduits Jk proportionnels, de sorte qu'on peut
poser

JA =)kh(x). (k=l.2....,n) (1)

les jk etant des constantes et h (x) une fonetion bien determinee.
Ces arcs sont supposes reunis entre eux par une infinite d'entretoises join-

tives de rigidite pE par unite de longueur du pont. On choisira pE de maniere
que ces entretoises jointives aient un effet equivalent aux entretoises reelles
du pont, ä savoir:
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Fig. 1

a) Les entretoises du tablier.
b) Les entretoises des arcs.

c) Eventuellement, le treillis vertical transversal reliant ces deux types d'entretoises

et les montants des arcs.

Les entretoises equivalentes sont supposees prismatiques, mais leur rigidite
pE peut changer d'une entretoise a l'autre suivant la loi: pE pE (x).

Les charges du tablier sont supposees transmises aux arcs par une infinite
de montants soutenant les entretoises dont il vient d'etre question. On neglige
le raccourcissement de ces montants par compression ainsi que les
deformations des arcs sous Peffet de Peffort tranchant.

Les longerons du tablier sont supposes simplement appuyes a leurs
extremites. Ils ne sont pas necessairement identiques entre eux, mais on suppose
qu'ils possedent en leurs points homologues des moments d'inertie proportionnels,

de sorte qu'on peut poser

Ik ikh(x), (k=l,2,...,n), (2)

les ik etant des constantes et h (x) la meme fonetion que dans la formule (1).

trottoir
I ll ii i
1 II II 1

1 H— \L=^J-

trottoir

Fig. 2

Enfin, nous admettrons que les charges mobiles produisant les sollicitations
les plus defavorables s'obtiennent toujours en disposant cote ä cöte un certain
nombre de convois identiques (fig. 2). Dans ces conditions, il s'indique d'etu-
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dier d'abord l'action d'une bände de charges tres etroite reparties sur une
parallele ä Paxe du pont d'excentricite e (fig. 1) selon la loi p p(x).
Connaissant les effets produits par cette bände de charges, on obtiendra
directement ceux d'une charge quelconque par superposition.

3. Poussee d'un are lie ä un longeron par une infinite de montants

Considerons en particulier l'arc numero k et le longeron correspondant du
tablier. Ces pieces sont solidarisees en chaque point par des montants que Pon
a supposes indeformables. Elles prennent donc necessairement le meme deplacement

vertical wk et les derivees secondes d2 wkjdx2 sont les memes pour chacune
d'elles. Les equations de deformation sont, pour le longeron k

d2wk _Mk(&
dx2 EIk

d2wk Mk(x)et pour 1 are ^="^J7'
Jk etant le moment d'inertie reduit de l'arc, lie a son moment d'inertie reel
Tk par la relation

ds dx
(3)

On deduit de ces relations
I'k Jk

d2wk
dx2

Mk Mk Mk(x)+Mk(x)
EIk EJk E(Ik + Jk)

(4)

Le moment Mk dans le longeron est la somme du moment p,k (x) du aux
charges directement appliquees et du moment pik (x) du aux reactions verticales

des montants. D'oü
Mk (x) Pk (x) + Pk (x) (5)

D'autre part, le moment dans l'arc est la somme du moment — plk (x) provoque
par les actions verticales des montants et du moment Hk £, oü Hk est la poussee
de l'arc; ainsi,

Mk(x) -n'k-Hki; (6)

En additionnant (5) et (6), on trouve

Mk + Mk nk-Hkl. (7)

La seule inconnue hyperstatique du probleme est donc la poussee Hk de Parc.
Pour la determiner, il suffit d'appliquer la deuxieme formule de Bresse, qui
donne les deplacements horizontaux d'une poutre courbe. En exprimant que
la distance l entre rotules reste invariable, on trouve

Abhandlungen IX 23
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1 M±
J o EJk

k ^dx~t>iirds ()1) (8)

En vertu des relations (4) et (7), on a

M'k _ Mk + M'k _ ixh-Hkt
EJk E(Ik + Jk) E(Ik + Jk)

Par ailleurs, la seconde integrale de Pequation (8) ne prend quelque importance
que si l'arc est tres surbaisse et, dans ce cas, on peut admettre que

En remplacant M'kjEJk et Nk par leurs valeurs ci-dessus dans (8), on trouve

}0E(Ik + Jk) l)()E(Ik + Jk) lJoEQk

d'oü l'on tire |'z fj-k£

rj i .oE(Ik + Jk)
*1=

p ZT** (9)

}0E(Ik + Jk) )«EQk

Le second terme du denominateur est negligeable devant le premier, sauf si
Parc est tres surbaisse. Dans ce cas, il reste neanmoins faible vis-a-vis du
premier terme et on peut 1'evaluer approximativement en supposant que l'arc
est parabolique et ä moment d'inertie reduit constant et le longeron pris-
matique. On trouve alors2), / etant la rieche de l'arc,

£2

)0E(Ik + Jk)
(i dx [l r, 15 /h+jk\

En tenant compte de cette egalite et en remplacant en outre Ik + Jk par
(ik -f jk) h (x), on peut ecrire 1 'expression de la poussee sous la forme

p dx

Hk
1

(10)

v h(X)
L +8/n ßfc ;

Des que les dimensions du pont sont connues, on peut calculer le terme

1) Ce resultat decoule immediatement aussi du theoreme de Castigliano, selon lequel
dV

— 0 avec

2) Cf. G. Pigcaud, Resistance des Materiaux, Vol. II, p. 639.

8Hk
V dx + — ds

)02EJk Jo2EQk
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i +15. Ih+IÄ 1 P PW ^
qui est le meme pour tous les arcs. On peut donc poser finalement

A(a;)

345

(11)

(12)

4. Deplacement vertical d'un are lie ä un longeron

On tire de la formule (4)

d2w
E(Ik + Jk)^ - [Mk(x) + Mk(x)l

En remplacant le second membre de cette egalite par sa valeur (7) et Ik + Jk
par (ik + jk)h(x), il vient

d u)iE (ik + h) * (*) -^t - /** (*) + #* £

Derivons deux fois et tenons compte de ce que

dx2 ~Pk(x)>

(13)

(14)

oü pk(x) est Pintensite de la charge transmise au Systeme longeron-arc. On
trouve

E(ik + jk)
d2

dx2 h(x)
d2wk
dx2 Pk (x) + Hk

d2j
dx2 (15)

En remplacant dans cette relation Hk par sa valeur (7), on obtient finalement

•rti- • ^
d2 [-. .d2wk~\ 1 d2t, fz y dx ._,Ä^+^^r^^j=^^+F^JoMfe^ (i6)

Cette equation permet de determiner les deplacements verticaux du Systeme
longeron-arc des que Pon connait les forces reparties pk(x) appliquees au
longeron. En effet, le moment puk qui nait dans une poutre sur deux appuis
chargee des forces pk dx est donnee par la formule connue 3)

avec

fik P{x)-JP{l),

P(x)= \ldz\[Pk(i)d£]

(17)

3) Cf. G. Pigeaud, Resistance des Materiaux, Vol. I, p. 286.
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5. Principe de la methode de calcul des ponts ä arcs multiples

Pour une mise en charge quelconque, les entretoises du pont se comportent
comme des poutres sur appuis elastiques, mais Pallure de leur deformee varie
d'une entretoise ä Pautre. II en resulte que la deformee du pont et les actions

pk (x) des entretoises sur les longerons obeissent ä des lois tres complexes.
Pour ne devoir etudier qu'une seule entretoise sur appuis elastiques nous

allons decomposer la mise en charge reelle en une serie de chargements simples,
dans lesquels toutes les entretoises prennent la meme deformee g(y)? ä un
facteur pres.

Si une teile mise en charge simple existe, eile imprime necessairement au
tablier du pont des deplacements verticaux de la forme

w f(x)g(y) (19)

D'apres la loi de Hooke, les reactions d'appui sur les differents arcs d'une entretoise

elementaire de largeur dx sont proportionnelles ä l'amplitude des deplacements

de ces appuis, c'est-ä-dire ä f(x), ainsi qu'ä la rigidite pE(x) de Pentre-
toise consideree:

Pk(x) Ak(yk)f(x)pE(x), (20)

Ak (yk) etant un coefficient differant d'un are ä Pautre et dependant de Pallure
de la deformee transversale g (y) du pont.

En remplacant wk et pk par leurs valeurs (19) et (20) dans Pequation (16),

on obtient Pegalite

Rappeions que le moment puk intervenant dans Pintegrale du dernier terme est

lie ä la charge pk par la formule (17).
Supposons un instant que l'on ait trouve une Solution f(x) de cette equation.

On pourrait alors en calculer le dernier terme, qui serait une certaine constante.

II resulte de cette constatation que la Solution de l'equation (21) est
necessairement comprise parmi les Solutions de Pequation differentielle du quatrieme
ordre

9(yk)E(ik+jk)^ [h(x)d^P]-Äk(yk)PE(x)f(x)+G 0 (22)

On peut toujours obtenir la Solution de cette equation sous forme d'une serie

de puissances. Mais nous allons montrer que, dans un cas tres important pour
la pratique, le probleme peut se traiter jusqu'au bout au moyen des seules

fonetions elementaires.



Repartition transversale des charges dans les ponts ä arcs multiples 347

CHAPITRE II.
Etüde complete des ponts ä longerons prismatiques, entretoises identiques et arcs

paraboliques ä deux rotules de moment d'inertie reduit constant

6. Simplification de Pequation (22)

Les entretoises etant identiques entre elles, leur rigidite pE est constante
tout le long du pont. De plus, le moment d'inertie Ik du longeron k et le moment
d'inertie reduit Jk de Parc k sont constants, c'est-ä-dire qu'on peut poser
h(x) 1 et remplacer ik -f jk par (Ik -f- Jk). Enfin, comme les arcs sont
paraboliques, leur equation est (fig. 1)

C=^-x(l-x), (23)

/ etant la fleche de l'arc. On en deduit

d*Ä=-*l (24)dx2 l2
K '

P 8 f2 7

et t2dx ^-f (25)
Jo 15

En substituant dans 1'expression (11) de N, on trouve

15 Ik+Jk\8f2l Sf2l (Ik + Jk)lN
15 Ik+Jk\$f2l Sf2l

V + 8f2 Qk } 15 15 +' ßt
Pour des arcs de surbaissement fß superieur ä 0,1, le dernier terme est
negligeable devant le premier et l'expression de N se reduit pratiquement ä

Enfin, si l'on remplace pk par AkpEf(x) dans Pexpression (17) du moment
isostatique puk, on trouve

H,k(x) AkPE[Q(x)-jQ(l)] (27)

oü l'on a pose

ö(a:) £tte[£/(f)rff] (28)

Si l'on tient compte de tous ces resultats, l'equation (22) prend la forme

dl f (x) 60 P T x 1
g(yk)E{Ik + Jk)-j^-Ak{yk)pEi{x) + AkpE^^x(\-x)YQ(x)-jQ(l)^dx

0 (29)
Posons pour simplifier

Äk{yk) pE _ ß (30)V g(yk)E(Ik+Jk)
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l*g(yk)E(Ik + Jk) P 7 v ;

Pequation (29) s'ecrit finalement

d±f
<fc4 i^Z + yj1 «(!-«) 0(s)-y#(J)j«te O (32)

7. Recherche des deformees propres du pont

Nous appellerons deformees propres — par analogie avec les vibrations
propres — les deformees w f(x) g (y) et charges propres les charges p p (x)
qui produisent ces deformees. Le but du present paragraphe est de determiner
ces quantites dans le cas particulier defini au paragraphe 6.

A. Deformee longitudinale du pont.

Comme on Pa dejä dit ä la fin du paragraphe 5, la Solution de l'equation
(32) est necessairement comprise parmi Celles de l'equation differentielle non
homogene ,4,

-£i-ß*f + ß*K 0, (33)

oü ß*K represente une constante indeterminee pour 1'instant.
L'equation (32), etant lineaire, son integrale generale s'obtient en ajoutant

ä Pintegrale generale f± de l'equation homogene

g-^/ 0 (34)

une integrale particuliere f2 de l'equation complete (33).
L'equation (34) admet comme equation caracteristique

X4 - ß4 0

dont les racines sont X12 ± ß, XM ± iß.

Elle admet donc comme integrale generale

fx(x) Ashßx + Bchßx + C sin ßx + D cosjSx, (35)

oü A, B, O, D sont quatre constantes arbitraires d'integration.
Quant ä la Solution particuliere de l'equation (33), eile peut visiblement

etre prise egale ä la constante"K:
h K

La Solution generale cherchee de (33) s'ecrit donc

f(x)=A shßx + Bchßx + C sin ßx 4- D cos^ir -f K (36)
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II nous faut ä present selectionner, parmi cette quintuple infinite de Solutions
de l'equation (33), Celles qui satisfont effectivement ä Pequation (32) du
probleme.

Avant d'entreprendre ce travail, remarquons d'abord que la Solution
particuliere f2(x) K est une Solution effective de (32). En effet, le moment ft
correspondant ä la charge uniforme f2 K a la forme parabolique bien connue

Kx(l — x)
^ 2

et Pon verifie aisement que, pour les valeurs (30) et (31) de ß et y, on a

-ß±K + y~\ x2(l-x)2dx 0.
2 Jo

Ce resultat n'a rien d'etonnant, car la Solution f2 K correspond ä un are
charge uniformement sur toute sa longueur. Si l'on se rappeile que la parabole
est precisement le funiculaire d'un Systeme de charges uniformes, on constate
que les charges f2 K ne produisent dans l'arc que de la compression simple
sans flexion. Comme nous avons neglige les deformations par compression, ii
s'ensuit que l'arc ne subit aucune deformation. On a donc

M + M* p,rHl 0

et l'equation (13) d'oü provient (32) est identiquement verifiee.
Cette remarque nous permettra de simplifier les calculs qui vont suivre.
Nous devons ä present determiner les 5 constantes arbitraires A, B, C, D

et K de maniere que la deformee / (x) donnee par l'equation (36)
a) satisfasse aux conditions d'appui simple aux extremites du longeron ä

savoir
/ (x) 0 et 7" (x) 0 pour x 0 et x l (37)

b) satisfasse effectivement ä l'equation (32), compte tenu de la valeur
explicite de son dernier terme.

Explicitons successivement ces deux groupes de conditions^

a) Les 4 conditions (37) s'ecrivent sous forme developpee: \

f 0 pour x 0:B + D + K 0

f" 0 pour x 0: B - D 0

f Opour x l: Ashßl + Bchßl + 0 sin ßl + D cos ßl + K 0

f" 0 pour x l: Ashßl + Bchßl - C sin ßl - D cos ßl 0

On en deduit immediatement

D B, K - 2 B (38)

Ashßl + B (chßl - 1) 0 (39)
C sinßl + B (cos ßl - 1) 0, (40)
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ce qui permet d'ecrire Pexpression (36) de f (x) sous la forme plus simple

fix) Ashßx + B(chßx + cosßx - 2) + G sinßx. (41)

b) Nous devons maintenant exprimer que cette fonetion satisfait effectivement

ä Pequation (32). D'apres la remarque faite ci-dessus, le terme constant
K — 2 B satisfait pour sa part ä cette equation; il disparait donc de la
condition ä obtenir et il suffit par consequent d'introduire dans l'equation (32)
Pexpression simplifiee

ft(x) Ashßx + B (chßx + cos ßx) + C sinßx. (42)

Calculons d'abord le moment p, qui naitrait dans une poutre sur deux
appuis simples sous Peffet des charges /x (x). Ce moment est donne par les

formules (17) et (18). On a successivement

b$ofi(€)d£ Achßx+ B(shßx + sinßx) - C cosßx
puis

ß2Q(x) =$x0dx[föf1(Z)d£] Ashßx + B (chßx - cosjSx) - Csinßx

D'apres la formule (27), le moment flechissant dans le longeron k vaut

Pk (x) Ak Pe Q(x)- fH'
mais on constate aisement que, en vertu des conditions d'appui (39) et (40),
on a

ß2Q(l) Ashßl + B(chßl - cosßl) - Csinßl 0.

II en resulte que le moment puk se reduit ä

pk (x) AkpEQ (x) —|^ [Ashßx + B (chßx -cosßx) -C sinß x].

Introduisons ä present Pexpression (42) de ft(x) dans Pequation (32). Elle
annule les deux premiers termes de (32), puisque c'est une integrale de Pequation

homogene (34). II suffit donc d'exprimer que

ß2\l0x(l - x) Q(x)dx =$löx(l - x) [Ashßx + B (chßx - cos ßx)
-C sinßx] dx 0. (43)

Les integrales intervenant dans cette condition peuvent se calculer par parties
sans difficultes. Tous calculs faits, on trouve la condition

^4(1 -chßl) + B(2ßl - shßl - sinßl) - C (1 - cosßl) 0 (44)

Ainsi donc, les coefficients A, B et C doivent satisfaire simultanement aux trois
equations lineaires et homogenes (39), (40) et (44).

On sait qu'un Systeme d'equations homogenes n'admet en general que la
Solution triviale A B C 0, sauf si le determinant des coefficients est nul.
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Par consequent, pour que le pont puisse se deformer suivant la loi w / (x)
g(y), il faut qu'on ait

shßl chßl-1 0

0 cos ßl - 1 sinßl
1-chßl 2 ßl-shßl -sinßl cosßZ-1

0

Si Pon tient compte des relations connues

ch2ßl -sh2ßl= 1 et sin2ßl-^cos2ßl=l,

on peut mettre la condition (45) sous la forme

shßl(l - cosßl- ßl sinßl) + sin ß l (ch ß l - 1) 0

Cette equation transcendante admet d'abord 1'infinite de racines

ß(2n)l 2U7T,

car cos 2 n tt + 1 et sin 2 n tt 0

Pour ces valeurs de ßl, les conditions (39) et (44) se reduisent ä

A sh 2mr + B (ch 2njr - 1) 0

A (1 - ch 2mr) + B (±mr - sh 2nrr) 0,

d'oü il resulte que

La fonetion f(x) se reduit des lors ä

B 0.

f<2n>(x) Csin 2mrx

Fig. 3

(45)

(46)

(47)

(48)

Les deux premieres fonetions (48) correspondant

ä?i=letw 2 respectivement, sont
representees ä la figure 3. Elles sont antisy-
metriques par rapport au milieu du pont, ce

qui explique qu 'elles satisfont ä la condition
(43), car Pintegrale du produit d'une fonetion

antisymetrique par la fonetion
symetrique x (l — x) est necessairement nulle.

Outre les Solutions (47), l'equation transcendante admet encore une infinite
d'autres racines, que l'on ne peut determiner que par tätonnements, en se

servant d'une table des fonetions intervenantes. Les deux plus petites de ces

racines valent respectivement

pi«

ßF>l 9,1815 < 3tt, ß^l 15,571 < 5tt. (49)
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II est facile de montrer que les racines suivantes sont pratiquement egales ä

(2n + 1)77. En effet, pour ßl grand, on a pratiquement

shßl ch]8Z=—

En introduisant ces expressions dans la formule (46) et en negligeant le terme
— sin ß l devant les autres, on obtient la condition

1 - cosßl -|£- - 1J sinßl 0.

Comme -— 1) est grand devant Turnte, cette condition est pratiquement

äquivalente ä sin ßl 0, d'oü

|P2w+1)i^(2?i+ 1)77.

Recherchons ä present l'equation des deformees propres du pont. On tire de>

relations (39) et (40) les egalites

B
_ sinßl A 1-chßl A sinßl l-chßl

~C " 1-cosjSZ ~ß ~ Th~ßV ' U
~C ~ l^coVßl

'
shßl '

Les deformees propres n'etant definies qu'ä un facteur pres, nous fixerons leur
echelle en prenant, dans Pexpression (41), le coefficient C egal ä Punite. II
vient des lors

sinßl 1-chßl n sinßl n n n /A^f(x) 1 t-~öi —irni--silßx-{- r-^J(chßx + cosßx-2) + sm ß x (49)
1—cosßZ shßl r 1—cosßZ r r r

Pour ß^l 9,1815, on trouve

shßl ~ 4858 " u>yyy/y> 1-cosßZ ~ 1,9705 " u'x—°
d'oü

p)(x) - 0,122227 sh ßf®x + 0,12225 (ch ß^x + cos ßf® x - 2) 4- sin ßf®x

cette deformee etant symetrique par rapport au milieu du pont, il suffit de
calculer ses ordonnees pour la moitie gauche; on trouve ainsi

xjl 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

f(V(x) 0 +0,6732 +0,7081 +0,0279 -0,8525 -1,2494

Pour la cinquieme deformee propre, on trouve de meme

f<Q(x) - 0,06S53shß^x + 0,08853 (chß^x + cosß<5)x - 2) + sinjS^a?
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+ 12

+ 0.8

+ 0M

-OM

-0.8

-1.2

f(5)

\ 1

\ 1

\ 1

0. 1 \ 0.2 OS v OM 1 0 5 \1.6 107 00} 0.9 1.0 ~~

h
/

"T^T

Fig. 4

les ordonnees de cette fonetion pour la moitie gauche du pont sont donnees
dans le tableau suivant:

xjl 0

f&(x) 0

x\l 0,30
f®(x) -1,1400

0,05 0,10 0,15 0,20 0,25
+ 0,6422 +0,8787 +0,5547 -0,1554 -0,8511

0,35 0,40 0,45 0,50
-0,8556 -0,1630 +0,5445 +0,8641

Les deformees /(3) (x) et /(5) (x) sont representees ä la figure 4.

B. Deformee transversale du pont.

II nous faut maintenant etudier la deformee transversale g (y) du pont. ^

Chaque entretoise elementaire de largeur dx se comporte comme une poutre
continue sur appuis elastiques (fig. 5). Le coefficient de deformabilite des

appuis vaut
w _ f(x)g (y) g (yk)d

pk dx Ak pE f (x) dx Ak pE dx '

Dans la theorie des poutres continues ä travees egales sur appuis elastiques,
on introduit d'habitude le parametre sans dimensions

8 Eid
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oü EI est la rigidite de la poutre et l la longueur d'une travee. Si l'on rem-
place dans cette formule d par sa valeur ci-dessus, EI par pEdx et l par bx,

entredistance des arcs, on trouve, dans l'hypothese que tous les arcs sont
identiques,

pEdxg(yk) _ g(yk)
b13Ak: Pe dX Ox Ak

is on tire de la formule (30)

g(yk) Pe
Ak E(I + J)ß*'

d'oü, en remplacant dans Pexpression de §, il vient

Pour chaque deformee propre, on connait, par le littera A, la valeur correspon-
dante de ßl; on peut donc, par la formule ci-dessus, calculer la valeur adequate
du parametre §.

II est aise, des lors, de determiner comment les forces exterieures appliquees
au tablier se repartissent entre les differents arcs, en se servant des lignes
d'influence des reactions d'appui d'une poutre sur appuis elastiques. Ces lignes
d'influence sont generalement des courbes ä faible courbure; pour les con-
struire, il suffit de connaitre les ordonnees qu'elles prennent au droit des appuis.
On trouvera les valeurs de ces ordonnees pour le cas de 3 ä 9 appuis dans
le memoire sur les ponts ä poutres multiples de Leonhardt4).

On remarquera que le parametre z de Leonhardt est lie ä notre parametre 8

par la relation 2 68.
Si le pont comporte plus de 5 arcs, on peut assimiler les appuis des entretoises

ä un appui continu et utiliser les lignes d'influence des reactions d'appui
d'une poutre sur fondation elastique.

De telles lignes ont ete calculees par M. Guyon5). Cet auteur considere un
pont forme de poutres et d'entretoises jointives en tres grand nombre. II
appelle:

i Le moment d'inertie des poutres par metre courant de section trans¬
versale,

j Le moment d'inertie des entretoises par metre courant de longueur de pont.
2a La longueur du pont.
26 La largeur du pont.

4) F. Leonhardt, Anleitung für die vereinfachte Trägerrostberechnung, Berlin, Ernst
u. Sohn, 1940

5) Y. Guyon, Ann. P. et Ch., sept.-oct. 1946, pp. 553 ä 612.
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M. Guyon admet que le pont ä poutres multiples se deforme longitudinalement
suivant la demi-onde de sinusoide

JZ TTX
w — K sm -=-,

ce qui correspond ä la premiere valeur propre fP-H tt, absente dans le cas
des ponts ä arcs multiples.

II montre que les hgnes d'influence des reactions des poutres sur les entretoises

dependent uniquement de la quantite

qu'il appelle parametre d'entretoisement.

1

On peut appliquer au probleme actuel les resultats numeriques donnes par
M. Guyon, en remarquant que, pour les charges propres d'ordre superieur, la
souplesse de Pentretoisement augmente proportionnellement aux valeurs
correspondantes de ßl, ce qui conduit ä multiplier le parametre d par ßlJTT.

D'autre part, pour adapter la formule de M. Guyon ä nos notations, nous
remplacerons 2a par l, i par iA (i + j), j par iE pEjl. Le parametre
d'entretoisement prend alors la forme

« »t'i/S.
I TT } %E

C. Charges propres.

(51)

Pour terminer notre etude des deformees propres, il nous faut encore deteü-
miner comment sont reparties les forces exterieures qui produisent ces deformees.

Nous nous bornerons, ä ce point de vue, ä considerer des forces exterieures

concentrees sur une parallele ä Paxe du pont d'excentricite e, (flg. 1 et 5),
etant entendu que toute mise en charge peut s'obtenir par superposition de
telles distributions de forces.

od.

Pnd*
P,c/x

Fig. 5

Dans ces conditions, la force exterieure p dx appliquee ä une entretoise
elementaire de largeur dx est equilibree par les reactions elementaires pk dx des

longerons (flg. 5). On a donc

P=Sft te/WS4 ß*E(I + J) f{x)^g{yk).
i i l
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Oii constate ainsi que les charges propres p (x) ont des ordonnees proportion-
nelles aux deformees propres / (x). Leur Variation longitudinale est donc encore
representee par les courbes des figures 3 et 4.

8. Deux proprietes fondamentales des deformees et charges propres

A. D'aire totale comprise sous une deformee (ou une charge) propre est egale
ä zero.

En effet, en integrant Pexpression (41) des deformees propres on trouve

I f(x)dx=*r [A(chßl-l) + B(shßl + sinßl-2ßl) + C (1 - cosßl)]

Le terme entre crochets est identique au premier membre de Pexpression (44)
change de signe; il est donc nul et l'on a

5lf(x)dx 0 C.Q.F.D. (52)

le theoreme s'applique directement aux charges propres, qui sont de la forme
p(x) k f(x).

B. Les deformees ou charges propres forment une suite de fonetions
orthogonales, c'est-ä-dire qu'on a, quels que soient les indices differents m et n,

$lf(m)(x) fM(x) dx 0 (m + n)

Kn effet, les fonetions f(m)(x) et f^n)(x) sont des Solutions de Pequation
differentielle (33), de sorte qu'on a

dll^ _ rjg(m)]4 f(m) + j-ig(m)J4 R{m) q

d4 /W^V - \ßn)y f(n) + ü3^]4 R{n) °

Si nous soustrayons ces equations membre ä membre, apres les avoir multi-
pliees par /(n) et f(m) respectivement et integrees de o ä l, nous obtenons

{ [j8<n>]4-[j8<m>]4} j f{m)j{n)dx + [ßm)y X<m) P f^Hx - [ß«>]* K™ P fm>dx

Les deuxieme et troisieme integrales du premier membre sont immediatement
nulles, en vertu de la propriete A demontree au debut de ce paragraphe.
La derniere integrale peut Fe transformer comme suit: en integrant deux fois
de suite par parties, on obtient
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J o

<n) -TT ^ /U)-^V
\ajJLs LLJU

+ J
o dx2 <

; Um)

dx2
dx

i'expression de Pintegrale Jz0 /(m) d4 f^jdx* dx se deduit de cette formule cn
Intervertissant les indices m et n. En faisant la difference des deux egalites
obtenues, on trouve

f.[< dx* j dx*
dx f(n,d*f{m) _ f(m)d3f(n) djW d2f^ d/W d2/^>^

dx3 dx3 dx dx2 dx dx2

Or, tous les termes integres du crochet ci-dessus s'annulent separement puisqu'
on a, pour x 0 et x — l,

/(m) /w ü; ^ ^p> 0
dx2 dx2 (37)

L'egalite (53) se reduit donc ä son premier terme, c'est-ä-dire, puisque ß(n) et
ß^m) sont differents par hypothese, ä

Jo /(m) (x) f(n) (x) dx 0 C.Q.F.D. (54)

Cette propriete d'orthogonalite s'applique de suite aux charges propres, puisque
p(x) k f (x).

Remarquons en terminant que la demonstration precedente resterait valable
si les longerons du pont etaient parfaitement encastres ä leurs extremites; oar
on aurait dans ce cas

/ 0 et -~ 0 pour x 0 et l,
ax

et les termes integres seraient encore tous nuls.

9. Decomposition d'une mise en charge quelconque en serie de charges propres

On demontre en analyse que, sous des conditions tres generales qui sont
satisfaites ici, on peut representer une fonetion quelconque par une serie de
fonetions orthogonales de la forme

p (X) GxjP^ (x) + C2pM (x) + (55)

pourvu que ces fonetions forment une suite complete.
Les coefficients Cx, C2, C3, de la serie se determinent tout ä fait comme ceux
d'une serie de Fourier. Pour obtenir le coefficient Cn, il suffit de multiplier les
deux membres de l'egalite (55) par p^n) (x), puis d'integrer de 0 ä l; il vient ainsi

p(x)])^(x) dx CA p^p^dx-\-C2 p^2){n)dx+ -rCn\ [p^n)]2 dx +Jo .'o Jo Jo
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Par suite de Porthogonalite des charges propres (formule 54), toutes les

integrales du second membre sont nulles, sauf celle qui contient [p^n)]2. On obtient
donc

p (x) p^n) (x) dx
Cn J^ (56)

[pW(x)]2dx

A vrai dire, la suite des charges propres etudiees aux §§ 7 et 8 ne constitue pas
une suite complete; il y manque la fonetion fundamentale en demi-onde qui
devrait remplacer ici le terme fondamental sin ttxjI des series de Fourier6).

D'ailleurs, puisque les charges propres obeissent toutes ä la condition (52)

f0p^(x)dx 0, (52)

on ne peut developper en serie de charges propres qu'une charge p(x) satis-
faisant ä la meme condition

$l0p(x)dx 0.

Enfin, il est evident directement qu'une charge uniforme p(x) constante ne
saurait etre decomposee en serie de charges propres, puisque les coefficients de
cette serie vaudraient

p\ p^ dx
r - J°

[2in)]2dx

et seraient tous nuls en vertu de la formule (52).
Si la charge p appliquee au pont a une resultante jl0pdx differente de zero,

il faut donc commencer par en soustraire la charge uniforme p0 de meme
resultante, qui est definie par l'egalite

Po1 PoP(x)dx.

En d'autres termes, il faut rapporter le diagramme des charges p ä son ordonnee

moyenne. Celä fait, on peut decomposer les charges restantes en serie de

charges propres.
A titre d'exemple, nous allons decomposer en serie de charges propres une

charge uniforme p s'etendant depuis Pextremite gauche du pont jusqu'ä 1'abscisse

x al. (fig. 6)
Les coefficients d'ordre pair de la serie s'obtiennent immediatement. Car,

d'apres la formule (48),

/o™w v 2U7TX
p(*n>(x) sm—=—,i

6) C'est pour souligner ce fait qu'au paragraphe 7A, on a donne le numero 2 ä la
premiere charge propre.
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d'oü, en appliquant la formule (56),

C2n A(i _ cos 2r*tta) (57)

La determination des coefficients d'ordre impair est plus difficile. On a d'abord

fz (oci[A B 1

p p(n) dx p -^ sh ß x + -^ (ch ß x + cos ß x — 2) + sin ß x \ dx.

Cette integrale s'effectue immediatement. Ensuite,

Il [p^]2 dx \
Jo Jo AB l2

y^shßa; + ^ (ch/3# + cosß#~2) + sin/3# dx.

Cette integrale necessite de longs calculs. Apres de nombreuses simplifications,
eile se reduit ä Pexpression

l -m
On aboutit ainsi ä la formule generale suivante, dont (57) n'est qu'un cas
particulier:

2 ^(chaßl-1) + ^(sha;ß^ + sinai8Z-2aiSZ) + (l -cosa^Z)
cn Ä _ ^A^)2 _ "" (58)

Pour fixer les idees, effectuons Petude numerique complete pour une charge
uniforme couvrant les quatre dixiemes du pont (a 0,4).

J^Z7_
Fig. 6

La partie de cette charge decomposable en serie de charges propres est
representee ä la figure 7. Elle se compose d'une charge uniforme 0,62? suivie
d'une charge uniforme —0,4 p.

Les premiers coefficients C d'ordre pair, calcules par la formule (57) valent
respectivement

C2 0,5755,
C4 0,1100,
C6 0,0733,

Abhandlungen IX
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Les deux premiers coefficients d'ordre impair, calcules par la formule (58),
valent

C3 + 0,2260
C5 - 0,0969.

On a dessine en trait plein ä la figure 7 la courbe representant la serie

p(x) C2p& + C><3> + + C6p^,

limitee aux 5 premiers termes. On constate qu'il subsiste une difference assez

forte entre cette courbe et la ligne en escalier representant la partie decompo-
sable de la charge. La convergence de la serie est donc relativement lente.

<mKu 1
k \[

0 6p
7 '

V /
/ /' /!/

/• V < 0.5755 sin 22L*.

V
i f ordonnee X \ moyenne\ s

\
H*7]t

OMp • \ \\ >'i
1 li \ v s(rf TTTTh / [a

Hliül
s

\y

Fig. 7

10. Methode pratique de calcul des ponts ä arcs multiples

La methode qui precede contient tous les elements necessaires pour analyser
aussi exactement qu'on le veut Peffet d'une charge quelconque — concentree

par exemple — appliquee en un endroit arbitraire du tablier. Mais il est visible
qu'elle conduit ä des calculs impraticables.

II faut donc simplifier. La simplification ä faire s'indique d'elle-meme si l'on
examine un instant les lignes d'influence des moments flechissants dans l'arc.
On a represente ä la figure 8 ces lignes pour 5 sections equidistantes de la moitie
gauche de l'arc. (xjl 0,1; 0,2; 0,3; 0,4 et 0,5).

II apparait immediatement que, sauf ä la clef, on obtient partout les

moments maxima en chargeant le pont depuis Pappui de gauche jusqu'au point
oü la ligne d'influence passe par zero. Pour toutes les lignes d'influence exami-
nees, ce point est compris entre les abscisses xjl 0,37 et 0,55. Pratiquement,
on peut donc dire que les moments maxima s 'obtiennent en plaeant les charges
maxima sur la moitie du pont. On disposera d'ailleurs les plus lourdes charges
au droit des plus grandes ordonnees des lignes d'influence, qui sont comprises
entre les abscisses xjl 0,1 et 0,4.
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II resulte de lä que la distribution des charges aura Pallure generale repre-
sentee ä la figure 9. La partie de cette charge decomposable en charges propres
est representee ä la figure 10. On constate qu'elle differe tres peu de la deuxieme
charge propre (en onde complete de sinusoi'de).

Nous proposons donc, en vue de la recherche des moments maxima, d'etu-
dier la repartition transversale des charges entre les arcs en supposant qu'elle
est la meme que sous la deuxieme charge propre.

Nous admettrons, faute de mieux, que la meme repartition s'applique ä la
recherche des efforts tranchants maxima, dont les lignes d'influence presentent
egalement des zones des deux signes. L'importance des efforts tranchants etant
beaucoup moindre que celle des moments, on peut admettre sur leur evaluation

une erreur relative plus grande.

0.2

0.3

0.1 OM

0.5

0.90.80.5 0.60.3 OM

VZAimWL

Fig. 9

Fig. 10

Fig. 8

Par contre, les efforts normaux maxima dans les arcs s'obtiennent en
chargeant le pont au maximum sur toute sa longueur. D'apres Petude faite au
paragraphe 9, nous savons qu'une faible partie seulement de cette charge est
decomposable en charges propres et repartie transversalement. La quasi-tota-
lite de la charge est, au contraire, reprise directement par les arcs sous-jacents.
II est donc prudent de ne tenir compte d'aucune repartition transversale dans
Pevaluation des efforts normaux, ce qui sera d'ailleurs favorable ä la securite.

La regle approchee, que nous venons de justifier dansle cas d'un pont ä

arcs paraboliques ä deux rotules d'inertie reduite constante, peut certainement
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s'appliquer avec une bonne approximation ä tous les ponts en are ä deux
rotules. En Pabsence de tout autre procede de calcul, nous proposons de l'appli-
quer egalement aux ponts en are ä trois rotules.

Nous ne saurions assez souligner que toute l'etude precedente doit servir unique-
ment ä determiner la repartition transversale la plus defavorable des charges. Une

fois cette repartition connue, l'etude du pont doit se poursuivre par les methodes

ordinaires de la stabilite des constructions, independamment de la presente etude.

II importe d'avoir cette reflexion presente ä l'esprit, si l'on veut apprecier
sainement la methode proposee. En effet, quelles que soient les erreurs com-
mises ä la suite des nombreuses hypotheses faites au cours de la presente etude,
ces erreurs n'entachent, en tout etat de cause, que la repartition transversale
des charges. II nous parait preferable de disposer d'une regle meme approchee

pour apprecier cette repartition que de se livrer ä l'empirisme total en repar-
tissant, par exemple, les charges egalement entre tous les arcs.

Si l'on admet l'hypothese qui vient d'etre enoncee, l'etude d'un pont ä

arcs multiples ne presente pas plus de difficultes que celle d'un pont ä poutres
multiples, avec laquelle eile presente d'ailleurs une similitude complete. Pour
les details d'application, nous renvoyons ä notre etude ä paraitre sur les ponts
ä poutres multiples et nous bornons ä resumer ci-apres les prineipaux resultats
obtenus.

Resume des prineipaux resultats

1. Dans la determination des efforts normaux maxima, on supposera que
chaque are reprend l'entierete de la charge y afferente, c'est-ä-dire qu'il n'y
a aucune repartition transversale.

2. Dans la determination des moments et efforts tranchants maxima, on
tiendra compte de la repartition transversale des charges de la maniere suivante:

a) On calculera pEl, somme des rigidites de toutes les entretoises des arcs et
du tablier.

b) On calculera ensuite le parametre

1 Pe1
8

16tt4 E(I + J) (*)'•

oü les notations ont les significations suivantes:

l longueur du pont (corde de l'arc).
6X distance entre deux arcs adjacents.

I moment d'inertie moyen d'un longeron.
J moment d'inertie reduit moyen d'un are.
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c) On etudiera la repartition transversale des charges en considerant que les

arcs jouent pour les entretoises le röle d'appuis elastiques de parametre 8.

Pour ce faire, il suffit de tracer les lignes d'influence des reactions d'appui
dans une poutre sur appuis elastiques de coefficient 8. Les ordonnees de ces

lignes au droit des appuis sont connues par la litterature technique7).
On utilisera avec avantage la notion de coefficient de repartition

transversale defini dans notre memoire cite.
Les effets E (moments, efforts tranchants, tensions, etc.) produits dans

une section (x) des longerons, montants ou arcs sont donnes par la formule
generale

E(x) r E0(x), (59)

oü E0 represente la grandeur qu'aurait Peffet si la charge etait appliquee
directement ä l'arc.

d) Si le pont ne comporte qu'un petit nombre d'entretoises, il faudra tenir
compte des tensions secondaires dans les longerons dues aux charges appliquees

entre les entretoises. Cela se fera exactement comme dans les ponts
ä poutres multiples, en ajoutant ä Pexpression (59) un terme r E'x, de
sorte qu'on aura au total8)

pour les moments dans les longerons Mx r M0x + / M'x
pour les efforts tranchants dans les longerons Tx r T0x + / T'x.

e) Si le pont comporte plus de 5 arcs, on peut etudier la repartition transver¬
sale des charges en supposant que les arcs jouent vis-ä-vis des entretoises
le röle d'un appui elastique continu. On se servira des lignes d'influence des
reactions d'appui calculees par Guyon9). Pour la deuxieme charge propre,
on a ß(2H 2 77, de sorte que la formule (51) du parametre d'entretoisement
se reduit ä

l l 1e
Dans cette formule,

2 b est la largeur du pont,
l sa longueur,
iA i + j est la somme des moments d'inertie des longerons et des arcs par

metre courant de section transversale.
iE est la somme des moments d'inertie des entretoises des arcs et du tablier

par metre courant de longueur du pont.

7) Voir ä ce sujet notre etude ä paraitre sur les ponts ä poutres multiples, ainsi que les
memoires cites au bas de la pages 354.

8) F. Leonhardt, loc. cit. p. 354.
9) Y. Guyon, loc. cit. p. 354.



364 Ch. Massonnet

11. Application numerique au pont de Neuilly

Cet important ouvrage soude a ete decrit dans plusieurs revues techniques10).
II comporte en realite deux arches, de 67 et 82 metres de portees respectives,
que nous designerons sous les noms de arche Neuilly et arche Courbevoie.
Chaque arche comporte 12 arcs paralleles et equidistants ä deux rotules et
fibre moyenne circulaire, assez surbaisses. On peut y appliquer sans erreur
sensible la theorie qui precede. Les sections droites des pieces principales sont
definies ä la figure 9. Le tableau ci-dessous donne tout d'abord les dimensions
principales des deux arches, puis les calculs necessaires pour evaluer leurs para-
metres d'entretoisement respectifs.

arche arche
Neuilly Courbevoie

portee entre rotules CO 67
|

82
fleche u

•4-5 6,75 6,833
nombre d'arcs 'S 12 12

ecartement des arcs d'axe en axe 0 3,22 3,22
largeur: 3,22 -11 35,42 35,42
nombre de montants verticaux 12 16

moment d'inertie reduit d'un are >> 11030.106 23920.106
moment d'inertie d'une entretoise d'arc 6406.106 12122.106
moment d'inertie des longrines du tablier 19605 19605
moment d'inertie des entretoises du tablier 's 19605 19605

somme des moments d'inertie d'un are et d'une 'a 1

longrine A <S 11030.106 23920.106

somme des moments d'inertie d'une entretoise
d'arc et du tablier B 6406.106 12122.106

12A
s

> ü

par

m.crt.
3740.106

1

'

8100.106XXXVJXXXCXXl; \JL XXXCX l/XO VJcXl. Xllt/uXt? \s\J IA± CXiLLli X a —^ A 35,42
\2oul6B

tyir»vn(*tif- rl,TnoT,'l'iP 'Hit* mo'l'rp pminnr l — g 1148.106
1

2364.106
1

XXAOXXACÄLXl; KA. XXXC/A U1C KJCvL XXXC/UXC/ KsVJlAXCXil.LV Ip •

portee
iAliE 3,260 3,423

1,344 1,360

2 6/1 0,5288 0,432
e 0,7112 i 0,5876

10) Travaux, 1940, pp. 151 a 157. — Le Genie Civil, 1943, p. 15. — L'Ossature
Metallique, N° 7-8, 1945, pp. 121-132. — 3eme Congres de l'A.I.P.C, Publ. Prelim.,
Liege, 1948, pp. 65 ä 74.
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600x18 h70*1U \
1U76x

600x22 \ U70xto
/ /

17

1U76x

muxis

Neuilly

*-Arc Enlreloise
d'arc'""*•

mux 8
/

Courbevole

ann Entreloise^arc d'arc-*

9
/ /

Fig. 11

Lorsque le parametre d est connu, on peut etudier aisement la repartition
transversale des charges entre les arcs ä Paide des lignes d'influence de Guyon.
Sans faire cette etude, on peut constater par 1'examen des lignes d'influence
que les valeurs de 6 choisies ä Neuilly sont assez judicieuses. Les auteurs de

l'ouvrage ne donnent aucun renseignement sur la maniere dont l'entretoisement
des arcs a ete effectivement choisi.

Resume

On considere un pont en are ä tablier superieur, soutenu par plus de deux
arcs paralleles. On se propose d'analyser comment la charge appliquee au
tablier se repartit entre les differents arcs.

On recherche d'abord sous quelles charges le tablier prend une deformee de
la forme w f (x) g(y). Dans ce cas, toutes les entretoises prennent des
deformations semblables et se comportent comme une poutre sur appuis elastiques;
on montre que la distribution des efforts entre les differents arcs depend d'un
seul coefficient appele coefficient de repartition transversale.

On montre ensuite comment on peut decomposer une charge quelconque
appliquee au tablier en une serie de telles charges particulieres.

Pratiquement, les moments maxima dans les arcs s'obtiennent en sur-
chargeant une moitie du pont; on peut donc admettre que les charges se

repartissent comme sous la seconde charge particuliere et le calcul d'un pont
ä arcs multiples devient semblable ä celui d'un pont ä poutres multiples.

En conclusion, la theorie est appliquee numeriquement ä un pont existant
(pont de Neuilly).

Zusammenfassung

Es wird eine Brücke mit obenliegender Fahrbahn, abgestützt auf mehr als
zwei parallele Bogen, betrachtet, und untersucht, wie sich eine auf der Fahrbahn

angebrachte Last auf die verschiedenen Bogen verteilt.
Man sucht zuerst die Lasten, unter denen die Fahrbahn eine Durchbiegung

von der Form w f(x) g (y) erhält. In diesem Falle deformieren sich alle
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Querträger ähnlich und verhalten sich wie Balken auf elastischen Stützen. Es
kann gezeigt werden, daß die Verteilung der Lasten auf die verschiedenen
Bogen nur von einem Koeffizienten, genannt Querverteilungskoeffizient,
abhängt.

Hierauf zeigt der Verfasser, wie eine beliebige Belastung der Fahrbahn in
eine Reihe von solchen ausgewählten Lasten zerlegt werden kann.

Die größten Momente im Bogen werden praktisch genügend genau durch
Belastung einer Brückenhälfte erhalten. Man kann daher sagen, daß sich die
Lasten verteilen wie unter der zweiten Spezialbelastung. Die Berechnung einer
Brücke mit mehreren parallelen Bogen wird daher ähnlich derjenigen einer
Brücke mit mehreren nebeneinanderliegenden Balken.

Schließlich wird die Theorie numerisch auf eine bestehende Brücke (pont
de Neuilly) angewendet.

Summary

A bridge with upper-lying track, supported on more than two parallel
arches, is considered, and investigation is made as to how a load applied to the
track is distributed on the different arches.

First of all an endeavour is made to find the loads under which the track
experiences a bending of the form w f (x) g (y). In this case transverse beams
are deformed simularly and behave as beams on flexible supports. It can be
shown that the distribution of the loads on the various arches depends only on
one coefficient, termed the coefficient of transverse distribution.

The author then shows how any desired loading of the track can be split
up into a series of such particular loads.

The maximum moments in the arch are obtained, sufficiently accurate for
practical purposes, by loading one half of the bridge. It can therefore be stated
that the loads are distributed as shown under the second special loading. The
calculation of a bridge with several parallel arches therefore becomes similar
to that of a bridge with several adjacent girders.

Finally the theory is applied numerically to an existing bridge (Pont de

Neuilly).
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