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Les portiques dans Fespace

Die räumlichen Rahmentragwerke

Spatial supporting frames

Prof. Dr. Zd. Bazant, Prague

Les portiques plans sont le plus souvent relies par des poutres perpendicu-
laires aux plans des portiques en un Systeme spatial (fig. 1). Supposons dans
les nceuds des assemblages rigides dans l'espace et envisageons un Systeme
orthogenal dont les barres sont paralleles aux trois axes perpendiculaires
X, Y, Z. Supposons aussi que toutes les barres sont symetriques par rapport
a deux plans passant par Taxe de chaque barre et paralleles aux axes des

coordonnees X, Y, Z\ ces plans sont les plans principaux des barres.
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Fig. 1

Si la barre ab est sollicitee ä la flexion dans le plan principal cab, les
barres ac, ad, ae sont flechies dans le meme plan et les barres af, ag sont
soUicitees ä la torsion. La flexion de la barre ab dans le plan bag sollicite a la
flexion, dans le meme plan, les barres ag, ad, af et ä la torsion les barres

ac, ae. Si la barre ac est flechie dans le plan horizontal, les barres ag, ae, af
sont flechies dans le meme plan et les barres ab, ad sont sollicitees a la torsion.
Le Systeme dans l'espace agit sur le nceud a par trois composantes des forces
paralleles aux axes X, Y, Z et pai trois moments Mx, My, Mz par rapport
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aux axes X, Y, Z. Prenons pour positif chaque moment tournant autour
d'un axe dans le sens des aiguilles d'une montre, si Ton regarde la barre
suivant le sens positif de l'axe parallele.

Le moment Mx qui tourne autour de l'axe X et agit dans le plan perpen-
diculaire ä X, flechit les barres situees dans ce plan et dont les axes sont
paralleles ä Y, Z et sollicite a la torsion les barres dont les axes sont paralleles
ä X. En negligeant l'effet des forces axiales (dilatation des barres), on constate

que les noeuds a, c, f, e, g se deplacent dans le plan horizontal qui les contient.
Si la barre ab l (fig. 2) est sollicitee ä la flexion dans le plan perpendiculaire
ä l'axe X qui est le plan de symetrie de la barre, le moment Mla x au nceud a
de la barre 1, tournant autour de Taxe X, est donne par la formule connue de

la methode de deformation pour les systemes plans:

Mla,x ^l,x(29a,x + 9ö^-3jAl,J + 3Kla,x; (la)

<Pa x (9b x) es^ la rotation au point a (b) de la barre ab dans le plan
perpendiculaire ä X, iftlx est l'angle forme par la corde de l'axe deforme de la barre
1 dans le plan perpendiculaire ä X et 9#ia>xest le moment au noeud a de la
barre 1, tournant autour de l'axe X, pour la barre ab encastree aux deux
extremites. Pour la flexion dans le plan vertical perpendiculaire a 7, on a:

Mla,y hv^^y +^y-Z^lJ+^^y. (lb)

Les coefficients de rigidite klx, kly ont les valeurs:

_2EJlfX _2EJly

s± est la longueur de la barre 1, Jx (J1>y) le moment d'inertie de la section
de la barre par rapport ä l'axe central parallele ä X (Y) et E le coefficient
d 'elasticite longitudina le.

Le moment agissant sur la barre ab dans le plan perpendiculaire a Taxe Z
parallele ä l'axe de la barre sollicite la barre a la torsion. L'angle de torsion

Mi?
pour l'unite de longueur est # jrf-> oh Mk est le moment de torsion, G le

coefficient d'elasticite transversale et Jk yhbs le moment de rigidite a la
torsion pour une section rectangulaire de dimensions b < h. Le coefficient
numerique y est une fonction du rapport hjb. L'angle de torsion de deux

sections ä la distance reciproque s, est cpk &s -~y~. En posant:

°± V, (3)
O

qui est le coefficient de rigidite ä la torsion, on a Mk k' cpk. En designant par
<pa, cpb les angles de torsion aux points a, b, on obtient <pjc <pa~cPb' P°ur ^a

barre 1, sollicitee par un moment dans le plan perpendiculaire ä Z, on a le
moment de torsion au nceud a:
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9#1 a,z Kz(<Pa,z-<Pb,z)'

Le coefficient d'elasticite transversale est G Em

(4)

_ v m est la constante
2 (m+1) '

de Poisson. Pour le beton, on peut prendre m 6, alors C?/__7 3/7. Si l'on
prend dans le cas de la flexion:

/c=a~ (2a)
s

au lieu de k 2 E Jjs, en multipliant k par /jl/2E, on doit prendre dans le cas
de la torsion au lieu de k' GJkls, pour le beton, la valeur:

k' _____
2E

G J T. J* G 3 J,
M- 2E H'' 14' s

' (3a)

D'apres cette formule, on doit calculer pour une construction en beton le
coefficient klz.

Si au nceud a (fig. 2) on enleve les barres et si on les remplace par leurs
actions au noeud (moments, forces axiales et transversales), on obtient un
Systeme de forces dans l'espace qui est lie par trois conditions d'equilibre des

moments: pour les moments par rapport ä l'axe X, Y, Z:

%Mia:X 0, %Mia>y 0, ZMia,z 0. (5)

Au nceud a ä l'interieur du Systeme, il y a six barres dont les axes sont
paralleles a X, Y, Z. Parmi les six moments ä chaque axe, il y a quatre moments
de flexion et deux moments de torsion dans les barres dont les axes sont
perpendiculaires a l'axe des moments. Dans le cas de la fig. 2, les moments
Mbax, MQax sont des moments de torsion, les autres
sont des moments de flexion. Quant aux moments par
rapport a l'axe Y (Z), les moments de torsion agissent
sur les barres 2, 4 (1, 3). Dans les equations aux noeuds

(5), on doit substituer, pour les moments de flexion,
d'apres les formules (1) et, pour les moments de torsion,
d'apres (4). Ces formules supposent que les forces agissant
aux barres coupent leurs axes et que les barres sollicitees
ä la torsion ne sont pas sous l'effet des moments de

torsion provenant par ex. des poutres perpendiculaires
entre les noeuds.

Dans chaque nceud, il y a dans l'espace trois rotations inconnues cp et
chaque nceud fournit trois equations des moments. On doit calculer aussi les
deviations des barres ifj ou les translations des noeuds. Les translations indepen-
dantes des noeuds s'obtiennent en supposant des articulations aux noeuds et
aux appuis et en joignant au Systeme un nombre de barres fictives necessaire

pour rendre ce Systeme strictement indeformable; ces barres peuvent etre des

barres fictives d'appui, reliant les noeuds aux points fixes en dehors du Systeme.

f°'x5

M'<T,X

Fig. 2
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On obtient les equations pour le calcul des translations aux noeuds1) en

appliquant le principe des travaux virtuels. Si l'on retient seulement l'effet
des moments, le principe des travaux virtuels peut s'ecrire sous la forme:

yp(Ap) Y^M{M)ds
EJ

le signe J concerne chaque barre separement et U a droite toutes les barres du
Systeme. P est la charge donnee, M le moment provenant des charges; [Ap)
est une translation quelconque du point d'application de P dans la direction
de la charge, (M) le moment correspondant ä la deformation choisie (A p).

Pour obtenir l'equation necessaire au calcul des translations des noeuds,

on peut ecrire la derniere equation pour le cas d'une dilatation A1=l d'une
barre fictive, en supposant des dilatations nulles dans toutes les autres barres
fictives et les rotations aux noeuds en tous sens 99 0. Cette deformation
exclut les torsions des barres et donne dans la barre i==mn une deviation
ifjiT et les moments aux noeuds d'apres (1) (Mim) (Min) —3kiifjiI, car les
barres sont exemptes de charges. Le moment flechissant a la distance x {x')
de m (n) est

(M) (Mim) ^ - (Min) ~ - 3 kt tuX-^ ; s mn.

Dans la meme section les charges donnent le moment:

M" _ «Y> 1 ^imX ~^*-inX
S '

si l'on designe par SR le moment d'une poutre simple; le sens positif des

moments (Mim), (Min) agissant sur la barre mn est oppose au sens des aiguilles
d'une montre. Le principe des travaux virtuels est alors:

XP(4p)==-Xf(w+ M™x's ^^Uj^gl-g, dx
ET/

La sommation concerne toutes les barres du Systeme dont les deviations \\si2

s'obtiennent ä partir de la deformation du Systeme definie par _d1 1, _j2 _j3

0 et tous les 99 0. En substituant kt 2 E JJsi, on obtient:

ZP(^P) -6__% f (S»+ ^X^^^\ (_'__)__
i=l fy J \ si 1

~6_E% Itwix'dx- [mxdx+ ^ ((x' -x)x' dx -^ {(xr -x) xdx]
i=l Si U J Si J si J J

s s ^3
On a: !(#' —x)xdx — \(x' — x)x'dx —-, 6 (J9Ji x' dx — f 9Kxdx)00 «

("Hm ^Hn) >

x) V. G. Kruck: ,9Die Methode der Grundkoordinaten'% Zürich 1937.
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^limi^in) es^ ^e moment d'appui de la barre mn encastree aux deux
extremites.

r
Par suite: 21 p (- P) ~ __

<Aa (Mim~ Wim + Mtn -Min).
1 1

Les moments aux nceuds ont des valeurs:

¦*f«m h (2 9m +<Pn-3 &) + 3»im» ^tn *i (2 Pn + 9m ~ 3 0<) + ^in-
Pour chaque barre i=mn on peut remplacer sa charge SP par des charges
aux nceuds correspondant ä une barre parfaitement encastree, parce que nous
supposons tous les 99 0. Les charges au point m, provenant ainsi de toutes
les barres, donnent une resultante horizontale Hm et une resultante verticale
Vm. La dilatation A1= 1 donne au point m une translation pmI avec la
composante horizontale pmI et la composante verticale p"mI. On a alors EP (A p)
S (Hm pm x + Vm pmI), en prennant les translations p positives dans le sens des

forces Hm, Vm positives. L'equation resultante est

2 (HmPmI + VmPml) ~ 3 2 ki *l>il (9m + 9n~2 $i)5
i=l

(6)

la somme ä gauche contient tous les nceuds, la somme ä droite toutes les

barres dont le nombre est r.

•f

~iky:
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Fig. 3

_£,:
TSfc

Exemple: Quatre barres horizontales 1,2, 3, 4 (fig. 3) sont soutenues par des

barres verticales 5, 6, 7, 8 encastrees en bas. Les dimensions sont lx 6,l2 5,
h 4m. La barre ad porte une charge uniforme # 2,8 t/m; aux nceuds a, 6

agissent des charges horizontales H1 5, Z_2 4t dans la direction des barres
3, 4. Les barres en beton ont des sections representees sur la fig. 3.

En negligeant les dilatations des barres, on a toujours les nceuds a, b,

c, d, dans le meme plan horizontal. Les barres verticales ont des deviations
differentes ifj.
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Pour les sections et longueurs donnees des barres, on calcule d'abord les
coefficients de rigidite a la flexion par rapport ä deux axes et ä la torsion. Les
moments d'inertie / (en m4) sont:

pour la barre 1,3: Jy ^0,5-13 0,0417, J2 =-^ l-0,53 - 0,01042,
l_j 1_2

Jx=y hb* 0,2286 • 1 • 0,53 0,0286,

pour la barre 2,4: Jx ^0,4-0,83 0,0171, Jz -^0,8-0,43 0,00427,

Jy yhb3 0,2286-0,8-0,43 0,0117,

pour la barre 5,6,7,8: Jx ^-0,8-0,53 0,00833, Jy -Lo,5.0,83 0,0213,
i_- ±__

Jz yhb* 0,2023-0,8.0,53 0,02023.

Pour les moments de rigidite en torsion (Jx pour la barre 1, 3, J y pour la barre
2, 4 et Jz pour les barres verticales), les coefficients numeriques y, dependant
des dimensions du rectangle, sont contenus dans les aide-memoires de la
resistance des materiaux.

Les coefficients de rigidite ä la flexion k se calculent d'apres les formales
(2a), ä la torsion d'apres (3a). En prennant /jl= 1000, on obtient:

Q T jh — — #/ 1>x — 1 02 — k k — // ltV — fi Q^ — khl,x —
14 ^ 7

~~ ' ~ *>xi !>y ~ ^~l ' ~~ 3>^'

h — !_____ - l 7Q _ i. •

^ U,ÖU,
2

A2,^ ~ ^^x — r 7 " ^'^J ^2,2/ ~~ ^4,2/ ~ ta r1 ~1 0,<JU,
Z2 ' ' ^ 4^ 14^ Z2

Kz Kz= ^-f^ 0,85;
^2

^5,r ~ ^6,a; ~ ^7,a? ^8,ic PJ~~}T ^»^°» ^^,V~ "§,U~ %,2/== ^S,y~ f1 -j— ~ 5,32,

3 J
^5,z ^6,2 ^7,2 ^8,z Yi^~hr ~ *'^'

La charge agit seulement sur la barre 3, pour laquelle on a:

W*a,y -a»3d,y ~ Y2gZl2 ~8'4tm'

Les autres 90^ sont nulles pour toutes les barres.
Choisissons comme inconnues les rotations des nceuds, a chaque nceud

autour de trois axes dans l'espace: 99^, 9a,y> 9a,z'> 9b,x> 9b,y> 9b,z> En
outre, on doit calculer des deviations \\si des barres, avec pour chaque barre
egalement trois composantes *ffitX, iffi}V, fa^. Ces deviations ne sont pas inde-
pendantes; elles sont fonctions des translations des noeuds a, 6, c, d dans le
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plan horizontal qui les contient. Les translations independantes sont les

dilatations des barres fictives d'appui qui completent le Systeme donne en un
Systeme strictement indeformable, en supposant des articulations aux noeuds
et aux appuis. Pour cela il suffit de quatre barres d'appui /, II, III, IV qui
relient les noeuds, dans le plan horizontal ab cd, suivant le prolongement des
cötes de ce rectangle, avec des points fixes p, q, r, s (fig. 4).

<7? 9? <??

V^, - - -4-W5) V^(6) "x c —or -or6T6T- c c
c,ö4%><***

4t> 2 ^T5° ryj by<\ c-4- iUIJ.

'A.*' _._ _____z=^d
d\JVVkP U-— " "l* 6 *;*; rf;a; 6

Fig. 4

Pour la dilatation A1 aa' 1 de la barre I pa (fig. 4 a) la figure Williot
(Octbcb) donne pour le nceud d la translation dd' aa'\ pour b, c la trans-
lation nulle. Cette deformation donne des deviations sur les barres 2, 4 et sur
les barres verticales 7, 8. Sur les barres 2, 4, il y a rotation dans le plan
perpendiculaire ä l'axe Z: i/j^j z \fj2I z — =-; sur les barres 7, 8 il se produit des

deviations dans le plan perpendiculaire ä Y: ifj7Iy ifj8Iy j- On prend ici
comme positif les angles qui tournent dans le sens del'horloge, si l'onregarde le
plan de rotation de la barre du cöte positif de l'axe des coordonnees, vers
l'origine des coordonnees. Le sens positif des angles 99, ifj coincide avec le sens

positif des moments agissant aux extremites des barres, sur les noeuds, dans
les plans perpendiculaires aux axes des coordonnees. La translation A1=l ne
produit aucune deviation sur les barres 1, 3, 5, 6.

La dilatation de la barre bq // seule A2 bb' l(fig. 4b) produit des
deviations sur les barres 1, 3 dans le plan perpendiculaire äl'axe Z: ifß1IIz ifßBII _

— j- et sur les barres 5, 8 dans le plan perpendiculaire ä X: ip5H)X ^8iitx

III seule (fig. 4 c) donne dans

le plan perpendiculaire a Z des deviations ^2iii z — ^^iii z~ ~r e^ dans le

plan perpendiculaire ä Y des deviations ^5nity ^QHi3y= ~~t- Enfin la
dilatation A4 dd' 1 de la barre ad IV seule (fig. 4d) produit dans le plan
perpendiculaire ä Z les deviations i/j1iv s~ Jj3IV z— — y et dans le plan perpen-
diculaire ä X: ifj6 £Vx 07 IV> x ^.

La deviation totale de la barre i dans le plan perpendiculaire ä X est

*l*i,x Ai^ii,x + d2i(jin}X + Asi(jiIII>x + A4iPiIViX)

des formules analogues s'appliquent aux axes Y, Z. Les barres 1, 2, 39 4

h
~h La dilatation As cc' 1 de la barre er

2 Abhandlungen XI
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restent dans le plan horizontal et subissent seulement une deviation dans le

plan perpendiculaire ä Z:

llJi,z ll;s,z=^2llJiii,z + A^ifj1IVtZ= ?-=—*,
l\

i i ai ai A1 + As
02,„=0_,_=A02/,„>^302///,-==

l2

Sur les barres verticales, il se produit des deviations dans les plans
perpendiculaires ä X et Y:

L 08,* ^2 05/7,* - -p 05.1/ 06,2/ ^3 05/77,2/ ~ y >

06,* 07,* =^4067F,x Y' ^ ^,2/ ^1077,2/ ^ •

Toutes les autres valeurs 0 sont nulles. Aux appuis encastres, on a:

9e 9f 9g 9h °-

Chaque nceud m donne trois equations d'equilibre des moments:

n n n

__ Mim.z °. Z ^<».» 0, 2 -M«»,, 0;
i=l i=l i—1

ces equations expriment l'equilibre des moments dans le plan perpendiculaire
ä X, Y, Z au point m et concernent toutes les n barres i assemblees au nceud m.

Au nceud a sont assemblees les barres 3, 4, 8 et on a ici les equations:

M3a,x+M^x+M8a>x 0, M3a,y+M^y+M8a,y 0, M3a>z+M^z+M8a>z 0.

ikf3a:r, M±aty, if8fljS sont des moments de torsion pour lesquels on substitue
d'apres la formule (4); les autres sont des moments de flexion donnes par
l'equation (la). On a alors

M3a,x Kx(9a,x-9d,x)> M*a,x Kx(2 9a,x +9b,x~3 ^x)'
MSa,x h,x(29a,x + 9h,x-3ll'8,x)-

La premiere equation d'equilibre donne:

9a,x (%,* + ^ k±x + 2 &8a.) + &4 ^ 99^ — k3x(pdx — 3 k8iXi/j8x 0.

En substituant 04j. 0,99^ x 0,08>x — ~ et les valeurs numeriques k, h, on

obtient: 12,02 9a§x + 3,42 <^- 1,02 cpd>x -1,56J2. (ax)

La deuxieme equation donne d'une maniere analogue:

&3,2/(29V2/ + 9^,2/-3^3,2/)+^3 0'

Onaici: 0^ 0, <pÄfl, 0, &u=y> 9#3a,2/ ~ l2^-2 ~~8'4 tm;

pour A, fc on substitue les valeurs numeriques et le resultat est:
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25,04^^-0,50^^ + 6,95^^ 3,99J1 + 8,4. (ay)

La troisieme equation pour le nceud a est:

h.z (2 9<uz + 9d,z ~ 3 03,») + Kz (2 9a,z + 9bfz ~ 3 04,*) + h,z ((9a,z-9h,z) 0-

Pour 9^ 0, 03 s ~—-, 04>0 Kj—- et avec les valeurs donnees de
lx ' l2

k, ll9 l2 on obtient: 6,24^,g + 0,8Ö9>M + l,13cpdz -0,51 J1-0,865A2-0,51 __l3

- 0,865 J4. (a8)
Au nceud 6 il y a trois equations d'equilibre:

Mib,x + M4bx + M5biX k1}X(cpb}X-cpC)X^

+ <Pe,C-305,J °;
en substituant 04 ,_ 0, <pe>a. 0,05>a. ^ et les valeurs de h, k, on a

3,429,O)_+12,029,6>--l,02Ve>. -l)56Ja. (6,)

De meme: Jf16,,, + itf4^ +^5^ *i.,,(2^i, + 9>«i,-3^i.j,)
+ &4.y (96,y - <Pa,v) + kS,y (2 <Pb,y + ^e.i/ ~ 3 "As,!/) ° >

i/f! y 0,9?e>^ 0,05 ,y —jr et le resultat numerique est:

-0,50^ + 25,04^ + 6,95^ -3,99J3. (by)

Enfin: MlbiZ + Mlb^ + M5btZ kltZ(2<PbyZ + Cpc_z-3^liZ)

+ h,z (2 9b,z + <Pa z ~ 3 >Pi,z) + k5,z (<fb,z ~ <Pe,z) °>

^2 + ^4 / A,-\-A%
Kz ~ -S—4> 04.« - -J7—?> 9V 0;

Cl l2

la troisieme equation numerique est:

0,85^ + 6,24^ 0+1,73<pCjs -0,51 A1-0,Sß5A2-0,51 A3-0,865 J4. (&_)

Au nceud c:

^lc,x + ^2c,^ + ^6c,x Kx (9c,x ~ 9b, x) + h,x (2 9c x + 9d,x-3l/J2,x)
+KA^9c,x+9fix-^Kx) ^,

02,, O, 9>AaJ 0, 06,*=^, -1,02^^+12,029)^ + 3,42^3=1,56^; (cj

Jf1Cj2/ + _M"2Cj2/ + J_feCfy fc1>y (2 9) cfy + fy y - 3 01>y) + /_«,9y(<Pety-<Pd9y)

+ ^6, 2/ (2 9>C, 1/ + 9/, 2/ ~ 3 06,2/) 0 >

^1.^ 0, 9>Ay 0, 06fl/=--J>, + 6,959^ + 25,04^-0,509^ =-3,99 J3; (cy)

+ Kz(9c,z-9f,z) 0,
^2 + ^4 / A + ^3

01,* 7 -> 04.«=-—7—^» 97,* °>
61 62

+ 1,73 99^ + 6,24 cpcz + 0,85 9^ - 0,51 ^-0,865 J2-0,51 Zf3-0,865 J4. (c.)
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Au nceud d:

M2d,x + M3d,x + M7d,x h,x(29d,x + 9c,x-3lf'2,x) + h,x(9d,x-9a,x)
+ hx(29d,x + 9g,x-3*lJ7,x) °>

02,* 0, 9o,x 0, 07,,= ^5 -l,02^x + 3,429>CfSB+12,029>d>iB 1,56 J4; (<y

•^2^,2/ + M3d,y + Mld,y Kv (9d,y ~ 9c,y) + Kv (2 9d,y + 9a,y~3ll'3,y)
+ k7,y(29d,y + 9g,y-3ll'7,y) 0>

03.y O, ^,2/ ^ ^2/= + —g^2=+8,4tm, 07,2/= X'
6,95^-0,5099^ + 25,049^ 3,99^-8,4; (rf,)

^2d,s + ^3^,0 + ^7^,, &2,z (29^,0 + 95c,,-3 02,z) + K* (2 9d,z +9a,z~ % faj
+ Kz(9d,z-9g,z) °>

At + A3 A2 + A^
02,s 7 > 03,,= 7 > 9g,z {J>

l2 Lx

l,739)fli0 + O,859)„+6,249)d>0 - 0,51^- 0,865 Ja- 0,51 A3- 0,865 J4. (de)

Outre les equations aux noeuds, on peut disposer pour le calcul des incon-
nues 99 et A des equations du type (6). Comme nous negligeons Teffet de la
dilatation des barres, il n'y a pas de translations verticales aux noeuds: p" 0.

La dilatation de la barre fictive d'appui An \ (les autres _d=0 et tous les

9? 0) ne produit de la torsion dans aucune barre et l'equation (6) vaut pour
un Systeme dans l'espace. Pour A1 l l'equation donne ici:

~ 3 [*8,y 087,2/ (9a,y + 9h,y ~ 2 08,2/) + Kv ^7 7,2/ (%,y + <Pf/, 2/~ 2 07,2/)

+ ^4,0 047,*(9a,^ + ^,-204,,) + ^2,_027,,(9c,,+%,^--202,,)] HlPaI'

D'apres la fig. 4a, on a: paI PdI=\, pbI PcI 0, q>h§y <pgy 0; nous avons
obtenu deja:
/ / l i i l i i Ji / / Ax + A2

07 7,2/= 087,2/= TP 047,s=027,s ~ J> 08,2/ 07,2/ ^ > 02,z 04,s j •

Les valeurs numeriques de A, Z2, &, fi^ menent a l'equation:

-3,999>a^-3,999>^+0,5l9>a^^ (I)

D'une maniere analogue on obtient pour A2=l l'equation:

- 3 IKx 0877,* (9a,x + 9h,x ~ 2 08, x) + Kx fall.x (9b,x + <Pe,*-205,*)

+ Kz^lII,z(9bsz + 9c,z-2^l,z) + K^3n,z(9a,z + 9d,z-2iJ31z)]=H2p,bI^

On SUbstitue ici: pbII=l, 9h,x 9e,x °> 0577,* 0877,*= - ^> 0177,z 0377,,

— —, 05j(C= 08,*= —i7> 01,^= 03,s ^7—~ e^ l'equation devient avec

les valeurs numeriques de h, ll9 k, H2:

*fi*9a.x + 1,56^ + 0,865 {9a.z + 9b,z + 9cz + 9d,») + 2>126^2 + 0,576zl4 4. (II)
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La dilatation A3=l fournit:

~ 3 [^5,2/^5 777,2/ (9b,V + 9e,y ~ 2 05,2/) + &6,2/ 06 777,2/ (9c,y +9r,y~2 06,2/)

+ Kz ^21II,z (9c,z + 9d,z~2 02,_) + ^4,_ 04777,. (9a, z + 9b,z~2 04, «)] °»

les valeurs connues:

05777,2/~ 06777,2/ ~ ~~"
~^~' /7/'S Z77'* T' ™'y ^6'y AT'

A + J3 n02,0 04,s 7 > 9e,y 9f,y {)
l2

et les valeurs numeriques de Ä, Z2, /_ donnent l'equation:

3,999ftfy + 3,999)Cfy + 0,öl(9^ (III)
Enfin _d4 1 fournit l'equation:

-3r^6,*067F,*(^c,* + 9/,*~206,*) + Zj7,*07 7F,*(^,* + 9^,*-207,*)
+ Kz^lIV,z(9b,z + 9c,z-2^l,z) + Kzll'3IV,z(9a,z + 9d,z-2lf'3,z)]==0>

avec 9f,x — 9g,x~ ®> 06 7r,*~ 077F,*— "^"> 017F,," 03 ZF,«— £~>

^ (^2 + ^4)
06,* 07,* 010=03,0

et avec les valeurs numeriques de A, Zl5 & on obtient:

-1,569^-1,569)^ + 0,865^ (IV)

Les seize equations resultantes forment quatre groupes de quatre equations.
Les equations (ax), (bx), (cx), (dx) contiennent les inconnues cpax, cpbx, <pcx,

cpdx, A2 et Zl4; on peut determiner ainsi les rotations 99 en fonction des
translations A2, Zl4. La matrice de ces equations lineaires est:

iSquation
Cöte gauche Cöte droit

<?a,x n,x ^c* Vd,x ^2 ^
<«_>

(**>
(<_>

<<*_>

+ 12,02
+ 3,42

- 1,02

+ 3,42
+ 12,02

- 1,02
- 1,02

+ 12,02

+ 3,42

- 1,02

+ 3,42
+ 12,02

-1,56
-1,56

+ 1,56
+ 1,56

En resolvant ces equations (par ex. ä l'aide des determinants), on obtient:

9a,x 9b,x= -0,1015J2 + 0,0067J45 9c>x cpdiX= - 0,0067 J2 + 0,1015J4.

Le groupe des equations (ay) (dy) contient aussi quatre angles cp et deux
translations Al9 A3 outre le membre absolu 9Ä; la matrice est:
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Cöte gauche Cöte droit
ICquation

*a,y *b,y Vc,y *ä\v A ^3 m

(%) + 25,04 - 0,50 + 6,95 + 3,99 + 8,4

(V - 0,50 + 25,04 + 6.95 - - - 3,99 —

(cy) - + 6,95 + 25,04 - 0,50 - -3,99 _
<<**> + 6,95 — - 0,50 + 25,04 + 3,99 — -8,4

La Solution donne:

cpay 0,1251 _j1-0,00195_d3 +0,4662, cpby 0,00195_dx- 0,1251 A3 + 0,0129,

<pcy 0,00195J1-0,1251J3-0,0129, cpd y 0,125lJ1-0,00195zJ3-0,4662.

Dans le groupe des equations (az) (dz), il y a quatre angles 99 et quatre
translations A comme inconnues; la matrice des equations est:

_5quation
Cöte gauche Cöte droit

*a,z n,z <pc,z Vd,z A * * \
<«,) + 6,24 + 0,85 - + 1,73 -0,51 -0,865 -0,51 -0,865
(»•) + 0,85 + 6,24 | +1,73 - -0,51 -0,865 -0,51 -0,865
K) - + 1,73

1

+6,24 + 0,85 -0,51 -0,865 -0,51 -0,865
(dz) + 1,73 1 +0,85

1

+ 6,24 -0,51 -0,865 -0,51 -0,865

On obtient ici simplement:

9a,z =z9b,zz= 9c,z 9d,z
- 0,51_dx - 0,865 A2 - 0,51 A3 - 0,865 J4

6,24 + 0,85 + 1,73

- 0,0578 Ax - 0,0981 A2 - 0,0578 A3 - 0,0981 J4.

En substituant dans les equations (I), (II), (III), (IV) les valeurs calculees
des angles 99, on obtient finalement quatre equations pour les translations
A1. zl4. Le calcul est fait dans le tableau pour l'equation (I):

Cöte gauche Cöte
droitA ^2 ^3 ^4

(I) + 4,3980 _ + 0,4080 _ + 5

-3,99Vy - 0,4992 - + 0,0078 - + 1,86

-3.»»«_„ -0,4992 - + 0,0026 - -1,86
+ 0,51V - 0,0294 -0,0501 -0,0294 -0,0501 -
+ 0,51 <fbz -0,0294 -0,0501 -0,0294 -0,0501 -
+ 0,51?e. - 0,0294 -0,0501 -0,0294 -0,0501 -
+ 0,51 <fd. - 0,0294 -0,0501 -0,0294 -0,0501 -

n (F) + 3,2820 -0,2004 + 0,3060 - 0,2004 + 5
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La meme transformation des equations (II), (III), (IV) donne les equations
(II'), (III'), (IV); la matrice des nouvelles equations est:

iSquation
Cöte gauche

Cöte droit
A ^2 ^3 ^4

(i')
(IF)
(IIF)
(IV)

+ 3,2820
-0,2004
+ 0,3060
-0,2004

-0,2004
+ 1,4796

- 0,2004
+ 0,2574

+ 0,3060

- 0,2004
+ 3,2820

- 0,2004

-0,2004
+ 0,2574
-0,2004
+ 1,4796

+ 5

+ 4

Le resultat de la Solution des equations (I'), (II'), (III'), (IV) est:

Ax +1,6872, A2 +2,9832, A3 +0,0074, J4 -0,2894.

On peut calculer maintenant les angles 99, 0 d'apres leurs relations par rapport
a A anterieurement obtenues:

9a,x 9b,x= -0,1015_J2 + 0,0067__f4= -0,3046,
9c,x 9d,x= -0,0067 J2 + 0,1015__14 -0,0494,
<paty 0,1251 A1 - 0,00195 A3 + 0,4662 + 0,6772,

<p5 y 0,00195 z^- 0,1251 A3 + 0,0129= +0,0153,
<pCfy 0,00195 Ax - 0,125U3 - 0,0129 - 0,0105,

cpdy 0,1251 Ax - 0,00195 A3 - 0,4662 - 0,2552,

9a,z 9b,z 9c,z 9d,z -0,0578 J1-0,0982_42-0,0578J3-0,0982__l4 -0,3625,

01,. 03,2= ~
A2 + A4

k -0,4490, 02,z~
A! + As

h -0,3389,.

05,* 08,*= - -£ -0,7458, 06x 07x_= -± -0,0723,

05, y 06,2/ ==~~T ~0,0018, / # At
07, y 08. y= -J +° 4218.

Pour les barres 1, 2, 3, 4 qui restent dans le plan horizontal, il n'y a pas
de deviations 0 dans les plans perpendiculaires ä X et Y, donc \fji x ifjiy 0

pour i 1 ä 4.

Les moments aux nceuds sont donnes par les formules (1), (4); les resultats
en tm sont:

^3a)x Kx(9a,x-9dJ= -0,260, M3a>y fc8#y (2 9V2/+%,2/)+^3«,2/ -°>761>
^r3a,s ^,(29a,, + %,,-3 03j0)=+O,449; -M4a,* ^4,*(29«,* + <P.,*)=-3J125,
^r4a,2/ ^4,2/(9a,2/-^,2/)=+0,331, M^ fcM (299^ + 9>M-3 04 z) -0,060;

^8,*(29«,*-3 08,J=+3,387, itf8aj2/ &8,2/(29>a,2/-308>2/) =+0,474,
^8,,9a,,= -0,392;

^l&,2/ Ä;l,^2^,2/ + <Pc,2/)= +0,140,
^ib,x Kx(9b,x~9c,x)= -0,260,
-^im *m(2^.„+9c.-3 01ä)=+0,449.
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De la meme maniere on obtient:

^4.,*=-3,125, Jf4ft>y= -0,331, Jf4M=-0,060
^5.,*=+3,387, M5b}y= +0,192, Jf6M=-0,392
Micx= +0,260, _¥lc>2/ -0,040, Mle§,= +0,454
^2c,*= -0,507, M2c>y +0,122, _M2c>,=-0,060
^6c,*= +0,246, Jf6c2/ -0,083, Jfec>0= -0,392
^2d,* -0,507, M2d>y= -0,122, Jf2ll,e -0,060
M*ä.x= +0,260, Jf8d,y= +9,559, Jf8dtff +0,449
M7djX= +0,246, Jf74l,= -9,447, Mld>z -0,392
^8ä,*=+4?020, Jf8Ä>y= -3,129, Jf8M=+0,392
^5«,*= +4,020, ^^=+0,110, ikf5e,=+0,392

6/,*" + 0,246, Jf6Ay= -0,027, M6fjZ= +0,392
t7gjX-+0,246, Jf7^y= -8,090, Jf7ft0=+0,392.

Le calcul peut etre contröle par les equations d'equilibre des moments
aux nceuds, par ex. au nceud b:

Mlb)X + M4b>x + M5b}X= +0,002=0, Mlb>y + M^y + M5b>y +0,001-0,
Mlh>z + Mib>z + MbbiZ= -0,003-0.

De meme les equations d'equilibre des moments aux autres nceuds sont satis-
faites, du moins tres approximativement.

D'autres contröles du calcul peuvent resulter de l'equilibre des forces
horizontales, si l'on remplace les barres verticales aux appuis ainsi que les
forces axiales et les moments aux noeuds par les efforts tranchants T5 x, Th>yy

TQx, TQy, TlfX, T7fV, T8>x, T8y dont les directions positives sont representees
sur la fig. 3. La condition d'equilibre pour les forces paralleles ä X est

8 8

H1 — UT=0 et pour les forces paralleles ä Y: H2 + 2TX 0. L'effort tran-
5 5

chant dans la barre mn non chargee a une valeur constante _T= —

s est la longueur de la barre. On peut alors calculer (ent):

Mm + Mn

Tt5,2/
— —

5 e> y
~*~ 5 b, y
h -0,075, "* 6,2/ —

M**v + Mt c,y _h + 0,028,

m _ Mlgty + Mld9y _ QQ^ M8hy + M8ay _-_ 7 y— ^ -h *,ÖÖ*, 1 8y — —

Ensuite on a £Ty 5,02l~H1. De la meme maniere on obtient:

T* M^ + M*5_ *
h -1,852, rp _ ^6/* + ^6c,a

-* 6,* — — h

+ 0,684.

-0,123,

J- 7 •*. —_ -^7fir,* + -^7d,* __ A19Q rp _ -M$h,x + ^8«,* -, 0^9
a, — — ^ — U,1Z_, _# g ^ _ — — i?öOZ,

2^= -3,950= -H2.
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Pour connaitre a fond les tensions dans toutes les barres, il faudrait
calculer les efforts tranchants dans une direction verticale et horizontale pour les
barres 1, 2, 3, 4 et les forces axiales (normales) dans toutes les barres qui
resultent des conditions d'equilibre aux nceuds. Les reactions aux appuis
s'annulent avec les efforts normaux et tranchants dans les barres appuyees
et les moments dans ces barres aux points d'appui.

Resume

Les barres d'un portique dans l'espace avec assemblages rigides aux nceuds
sont sollicitees pour une charge quelconque par des forces axiales, des forces
tangentielles dans deux directions perpendiculaires et des moments par rapport
a trois axes; les moments par rapport aux axes situes dans le plan de la section
sollicitent la barre en flexion et le moment par rapport ä l'axe de la barre
produit une torsion. Le Systeme peut etre calcule pour une charge quelconque
par la methode des deformations. En negligeant l'effet des forces normales,
on obtient les equations pour le calcul des rotations inconnues aux noeuds

sous forme d'equations d'equilibre des moments aux nceuds (au nombre de
trois pour chaque nceud). On deduit les equations pour le calcul des deplacements

des noeuds par application du principe des travaux virtuels a la
deformation produite dans le Systeme par la dilatation d'une barre fictive de
support, en ajoutant au Systeme avec articulations supposees aux nceuds le
nombre des barres de support necessaire pour que le Systeme soit strictement
indeformable.

Cette methode generale est appliquee au calcul numerique d'un portique
compose d'un rectangle horizontal dont les sommets sont joints aux fondations
par des barres verticales. Le portique est sollicite par une charge uniforme
verticale et deux forces horizontales perpendiculaires. Les equations donnent
quatre groupes dont chaque groupe contient quatre inconnues.

Zusammenfassung

Die Stäbe eines räumlichen Rahmenwerkes mit steifen Anschlüssen in den
Knotenpunkten werden bei beliebiger Belastung durch Normalkräfte,
Querkräfte in zwei zueinander senkrechten Richtungen und durch Momente um
drei verschiedene Axen beansprucht; die Momente um die beiden in der
Querschnittsebene gelegenen Axen beanspruchen den Stab auf Biegung, das
Moment um die Stabaxe ergibt eine TorsionsWirkung. Das Rahmenwerk kann
für eine beliebige Belastung mit Hilfe der Deformationsmethode berechnet
werden. Wenn man die Wirkung der Normalkräfte vernachlässigt, erhält man
die Gleichungen zur Bestimmung der unbekannten Knotendrehwinkel als
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Momenten-Gleichgewichtsbedingungen an den Knoten (je drei für jeden Knoten).

Die Grundgleichungen für die Berechnung der KnotenVerschiebungen
ergeben sich durch Anwendung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen
auf die Verformungen, die im System durch die Längenänderung eines gedachten

Stützstabes hervorgerufen werden; dabei seien so viele Stützstäbe
angenommen, als zur vollständigen Unverschieblichkeit des in allen seinen Knoten
mit fiktiven Gelenken versehenen Systems erforderlich sind.

Die Anwendung dieser allgemeinen Methode wird an Hand der Berechnung
eines horizontalen, in seinen Ecken mit vertikalen, unten eingespannten
Auflagerstützen versehenen rechteckigen Rahmens gezeigt. Dieser Rahmen wird
durch eine gleichmäßig verteilte vertikale Belastung und zwei horizontale,
senkrecht aufeinander stehende Einzellasten beansprucht. Die Bestimmungs-
gleichungen zerfallen in vier Gruppen von je vier Unbekannten.

Summary

The bars in a stiff jointed frame are stressed with any desired load by
normal forces, transverse forces in two directions at right angles to each other
and moments about three axes; the moments about the two axes in the plane
of the section produce bending, and the moment about the axis of the bar
produces torsion. The calculation of the system for any load can be made by
the slope-deflection method. If we neglect the effect of normal forces, we
obtain the equations for determining the unknown rotations at the joints as
equations of moment-equilibrium at the joints (three for each Joint). The
fundamental equations for calculating the unknown displacements of the
joints are given by the principle of Virtual displacements applied to the
deformation of the system caused by the change in length of an imaginary bar, if
the system with articulations at the joints is provided with as many supporting
bars as are necessary for a geometrically determinate system.

This general method is carried out on the example of a frame consisting
of a horizontal rectangle supported at the corners with fixed bars for connecting
to the base. The frame is loaded with a vertical uniform load and with two
horizontal forces at right angles to each other. The equations for unknown
quantities can be divided into four groups, each containing four unknowns.
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