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Essais d'adaptation et de stabilisation plastiques sur des

poutrelles laminees

Versuche an Walzträgern über die Anpassung und Verfestigung
im plastischen Bereich

Plastic collapse and shake-down tests on small rolled beams

Chables Massonnet, Professeur ä l'Universite de Liege
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ment possible les deux aspects fondamentaux du probleme: la connaissance du materiau d'une
part et son utilisation rationnelle d'autre part. D'une maniere generale, il comporte des
recherches sur les proprietes mecaniques et la soudabilite des aciers courants de construction,
Vetude des conditions de livraison des produits lamines et de Vallegement des profiles lamines,
Vanalyse experimentale de details constructifs, Vauscultation approfondie de plusieurs ponts
metalliques en service, ainsi que la publication de notes techniques relatives au calcul et ä
Vexecution des constructions.

La realisation de ce programme a ete rendue possible gräce ä lIntervention financiere
des industriels, aux subsides de VEtat accordes par Vintermediaire de VInstitut pour Vencou-
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recherche et en ont approuve les conclusions.

Fernand Frenay,
President du Comite executif de la C. E. C. M.
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CHAPITRE I

1. Goncepts fondamentaux

La necessite d'economiser l'acier a pousse depuis une trentaine d'annees
certains chercheurs ä abandonner la methode classique de dimensionnement
qui considere qu'une construction est mise hors Service quand la tension de

comparaison maximum y atteint la limite apparente d'elasticite du metal. Ces
chercheurs ont montre que les deformations plastiques etaient accompagnees
de certains phenomenes de redistribution des efforts, dont on pouvait tenir
compte pour accroitre les charges admissibles.

Si l'on admet que le metal a un diagramme tensions-dilatations ä palier
indefini (fig. 1), il est facile de montrer que le diagramme (M• — ] donnant la

courbure d'une barre soumise ä la flexion pure en fonction du moment flechis-

Hy /a

Fig. 1 Fig. 2

sant applique (fig. 2) presente une forme analogue au diagramme figure 1. Ce

diagramme est lineaire tant que M est plus petit que My Re—. Au-delä de

cette valeur, les courbures croissent plus vite que les moments et tendent vers
l'infini quand le moment tend vers la valeur Mp appele moment plastique
ultime. Des que la courbure devient appreciable, l'ecart entre le moment reel
et Mp devient negligeable. L'experience montre que, dans une poutre hyper-
statique soumise ä des charges croissant proportionnellement l'une ä l'autre,
les deformations plastiques se concentrent au voisinage immediat des sections
droites oü le moment flechissant est maximum.

Dans la theorie des rotules plastiques, on idealise ce resultat. On admet pour
simplifier que, dans les sections dangereuses mn, le moment prend exactement
la valeur Mp et de plus que les deformations plastiques se produisent unique-
ment dans ces sections mn.

Au voisinage d'une section mn, tout se passe donc comme si les deux
trongons adjacents de la poutre etaient articules autour d'une rotule placee
en m n et qui ne pourrait pas transmettre un moment superieur ä Mp. On dit
qu'une rotule plastique s'est formee dans la section mn.

Supposons que le Systeme etudie soit n fois hyperstatique. Au für et ä
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mesure que les charges augmenteront (proportionnellement l'une ä l'autre,
rappelons-le), de nouvelles rotules plastiques vont naitre successivement. Au
moment precis oü la n plus unieme rotule plastique se formera, le Systeme se

transformera en un mecanisme ä un degre de liberte, qui prendra sous charge
constante des deformations considerables et sera mis hors service.

On appelle charge d'adaptation plastique, la charge qui correspond ä l'appa-
rition de la (^+l)ieme rotule plastique1). C'est la charge la plus elevee que
puisse supporter le Systeme sans etre mis hors service. Les protagonistes de la
theorie de la plasticite appliquee aux constructions recommandent d'adopter
cette charge comme charge de reference qui, divisee par le coefficient de secu-
rite, donnera la charge de service.

Dans les systemes hyperstatiques, cette charge d'adaptation peut etre
considerablement superieure ä la charge maximum elastique pour laquelle la
tension maximum dans le Systeme atteint juste la limite apparente d'elasticite.
La conception des rotules plastiques et de la charge d'adaptation conduirait
donc ä d'importantes economies d'acier.

Malheureusement, il se fait que la theorie brievement resumee ci-dessus

prete le flanc ä une critique importante. Elle suppose en effet, que les forces
exterieures appliquees grandissent toutes proportionnellement. Or dans un
grand nombre de constructions, cette condition n'est pas remplie. Considerons,

par exemple, une longrine de pont-rail continue sur trois appuis; au moment
oü un convoi passe sur cette longrine, on peut avoir successivement les trois
mises en charge representees aux figures 3a, b, c. Les diagrammes des moments
flechissants sont representes au-dessous de chaque mise en charge. Supposons

que la charge P ait une valeur moindre que les deux charges d'adaptation

v* ,u u

j' ^»_^illJL^iAA^^^J-^w"

p

^-^^luiiiüli^^

t

A 4 * 4-^ ä-

K lk ^ % 1 P/2

speftspe

-6PP

Fig. 3

x) Remarquons que, dans certains cas, il est possible qu'une partie du Systeme
portant soit mise hors service ä la suite de l'apparition d'un nombre de rotules plastiques
moindre que (n+1). Nous excluerons de notre analyse ce cas exceptionnel.
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correspondant aux mises en charge a ou b, mais superieure cependant aux
deux charges maxima elastiques correspondantes2). Voyons les phenomenes
qui vont se passer si un train passe sur le pont. Quand la premiere roue sera
en D (mise en charge a), les tensions depasseront la limite apparente dans la
section D, oü se produira une legere deformation plastique. Quand la longrine
supportera deux roues (mise en charge b), le moment sera maximum sur
l'appui central B, oü se produira une seconde deformation plastique. Enfin,
quand la seconde roue sera en E, c'est la section E qui se deformera plastique-
ment.

Nous venons de constater que, sous le passage d'un train, il s'etait forme
un cycle de charges et un cycle de deformations permanentes dans la poutre.
Au passage d'un second train, les memes phenomenes vont se repeter. II peut
tres bien se faire qu'au bout d'un nombre süffisant de cycles ces deformations
plastiques prennent une importance teile que la longrine soit mise hors service,
alors qu'elle n'a Supporte ä aucun moment des charges egales ä Celles d'adaptation

plastique.
II resulte de cette analyse que le benefice que l'on veut tirer de la ductilite

de 1'acier peut se trouver compromis dans le cas des constructions soumises ä

des charges variables independamment l'une de l'autre entre certaines limites
bien determinees. Pour dimensionner de telles constructions, il est indispensable
de connaitre la grandeur maximum des charges qu'on peut y appliquer un
nombre indefini de fois dans un ordre quelconque, sans provoquer sa mise hors
service par accumulation de deformations plastiques.

En d'autres termes, il faut etudier les conditions sous lesquelles les
deformations plastiques finissent par cesser, en sorte que la construction finit par
se comporter elastiquement, quels que soient le nombre et 1'ordre de repetition
des charges. Lorsque ceci se produit, nous dirons que la construction s'est
stabilisee. Le processus de stabilisation est intimement lie ä l'existence de

moments residuels provoques par les deformations plastiques3). En effet, ä un
stade quelconque de la mise en charge, il existe dans la construction une
certaine distribution de moments qui differe, en general, de la distribution que
les memes charges auraient provoquee si la construction s'etait comportee
elastiquement. Nous definirons le moment residuel m dans toute section comme

2) II est clair par symetrie que les charges d'adaptation sont identiques pour les

cas a) et c). La meme conclusion vaut pour les charges maxima elastiques correspondant
ä ces cas.

3) Pour eviter toute confusion, soulignons que ces moments naissent par suite de la
non-concordance que prend la poutre vis-ä-vis de ses appuis. Les tensions residuelles
correspondantes n'ont rien de commun avec Celles qui subsistent apres dechargement
libre d'une barre isostatique flechie au-delä de la limite elastique. Ces dernieres tensions
sont telles que dans toute section:

^resultant* ^resultant ÜU -'-resultant

sont identiquement nuls puisque la barre est a ce moment libre de toute force exterieure.
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le moment flechissant qui, ajoute au moment flechissant elastique Me^), donne le

moment flechissant reel M.
Si la construction est destinee ä se stabiliser, eile doit etre capable

d'atteindre un etat de moments residuels tels que toutes les variations ulte-
rieures des charges entre leurs limites fixees produisent un comportement
purement elastique de la construction. II est possible de calculer, par les
methodes classiques, les valeurs limites des moments elastiques qui peuvent
se produire dans toute section sous 1'effet de toutes les combinaisons possibles
des charges maxima (voir ä ce sujet l'exemple numerique de la page 248).

Le moment residuel dans toute section doit etre tel que, si on Vajoute aux
valeurs extremes, positives et negatives, du moment flechissant elastique, on obtient

un moment resultant insuffisant pour produire une deformation plastique.

2. Le critere de stabilisation plastique d'une construction hyperstatique

En 1932, H. Bleich [1] a enonce le critere suivant, qui permet de calculer
la charge de stabilisation plastique d'une construction hyperstatique: s'il est

possible de trouver un Systeme quelconque de moments residuels en equilibre qui
permettent ä toutes les variations ulterieures des charges appliquees d'etre sup-
portees elastiquement, alors la construction se stabilisera. En fait, H. Bleich
n'a demontre ce principe que pour les constructions une ou deux fois hy-
perstatiques, et il a, de plus, suppose que la courbe moment-courbure des

poutres composant la construction avait l'aspect idealise represente ä la
figure 1. Cette courbe correspondrait ä des poutres en double te ä tables tres
minces et äme evanouissante, faites d'un materiau ayant un diagramme
tensions-dilatations ä angle vif et palier indefini. Conservant les hypotheses
de Bleich pour ce qui concerne la courbe moment-courbure, Melan [2] a
reussi ä etendre le principe de stabilisation ä tous les treillis hyperstatiques
articules, quel que soit leur degre d'hyperstaticite. Enfin, le principe a ete
etendu par Neal [3] ä des constructions hyperstatiques faites d'un materiau
ecrouissable idealise, qui represente de beaucoup plus pres la realite.

Les proprietes du materiau n'intervenant dans les constructions hyperstatiques

flechies que par la loi moment-courbure, il nous suffit de definir quelles
hypotheses ont ete faites par Neal au sujet de cette loi. La relation entre le
moment et la courbure adoptee par lui est definie ä la figure 2. Lorsqu'on
applique ä une barre un moment positif, la loi est d'abord lineaire (domaine
de Hooke Oa). Au point a, les fibres les plus sollicitees deviennent plastiques;
le moment correspondant My peut etre appele moment de debut de plasticite
(%• 4).

4) Nous appelons moment flechissant elastique celui qui se serait produit sous les

charges considerees si toute la construction s'etait comportee elastiquement.
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courbune

Fig. 4

Si l'on augmente le moment flechissant au-delä de My, la courbure com-
mence ä croitre plus rapidement que le moment. Eventuellement, lorsque M
s'approche de la valeur Mp, la courbure devient infiniment grande; cette
valeur de M s'appelle le moment plastique ultime pour le sens de flexion choisi
comme positif.

Si on applique d'abord le moment flechissant dans le sens negatif, on
appellera My la valeur pour laquelle se produit la premiere deformation
plastique et Mp le moment plastique ultime correspondant. Si, arrives au point b

du diagramme, nous diminuons le moment applique, le point representatif
suit le chemin bde. De b ä d, la relation moment-courbure est lineaire et

elastique, puis la plasticite intervient ä nouveau et le point representatif decrit
l'arc de.

On supposera que la difference entre les moments flechissants des points b et d

est egale ä My — My de sorte que la deformation plastique qui a eu lieu le long
du chemin ab n'affecte pas le domaine des moments flechissants dans lequel
la poutre se comporte elastiquement. En d'autres termes, on considere que la
deformation plastique le long de ab a eu pour effet d'augmenter le moment de

debut de plasticite positif d'une certaine quantite M* et de reduire le moment
de debut de plasticite negatif de la meme quantite. Les moments de debut de

plasticite, apres que la poutre a suivi la sollicitation representee par ab, sont
donc My + M*, et My' +M* respectivement. C'est le point c qui joue maintenant

le role d'origine du diagramme pour ce qui concerne le domaine elastique.
Si le moment flechissant varie de fagon que le point representatif decrit le

chemin Oabcefg (fig. 4), le changement de valeur de M le long de la portion
lineaire ef sera suppose avoir la valeur My — My. En resume, les hypotheses
faites par Neal peuvent se condenser comme suit:

1° Le domaine de moment flechissant elastique est suppose constant et egal
ä My — My, quelle que soit l'evolution anterieure de la mise en charge.

2° Le moment est toujours compris entre les deux moments plastiques ultimes
Mp et Mp, qui sont supposes constants, quelle que soit l'evolution
anterieure de la mise en charge.
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Enfait, les experiences faites depuis Bauschinger sur 1'acier et les alliages
d'aluminium ont montre que le domaine elastique en traction-compression
etait generalement reduit de 10 ä 30% ä la suite de cycles de mise en charge.
La theorie basee sur les hypotheses precedentes demande donc une confir-
mation experimentale avant qu'on puisse l'utiliser avec confiance.

Pour que la construction puisse se stabiliser:

1° II est necessaire tout d'abord que le domaine elastique du diagramme
moment-courbure soit au moins egal ä la difference entre les moments
flechissants elastiques maxima et minima que peuvent produire des charges
variant entre leurs limites fixees. II est visible, en effet, que si cette
condition n'est pas satisfaite, il sera toujours possible de produire une
deformation plastique, dans un sens ou dans l'autre, en donnant aux charges
des valeurs convenables. La condition ci-dessus s'ecrit mathematiquement:

M{i) -M{i). <M -M ' (1)^u emax em%n ^rx 2/ 2/ ^ '

2° II faut que les moments totaux qui naissent dans une section quelconque
de la construction puissent etre Supportes par cette derniere, c'est-ä-dire
qu'ils soient compris entre les deux moments plastiques ultimes correspondant

ä cette section. D'une maniere plus precise, il faut qu'on puisse
trouver un Systeme de moments flechissants residuels m, tels que, dans
toute section i, en additionnant au moment m un quelconque des moments
flechissants elastiques que les charges peuvent produire dans cette section,
on trouve un moment flechissant total qui ne depasse pas Mp et ne soit
pas moindre que Mp Cette necessite se traduit par les deux inegalites:

mi + Mfiwc^Mp (2)

mt + M^^Mj,' (3)

Les conditions (1), (2) et (3) sont donc necessaires pour que la stabilisation
se produise. Neal [3] a montre qu'elles etaient egalement süffisantes si la
construction obeit aux deux hypotheses concernant le diagramme moment-
courbure qui ont ete formulees plus haut.

Divers auteurs ont propose des methodes pour rechercher, dans chaque
probleme particulier, la valeur maximum des charges pour laquelle la stabilisation

se produit encore. Le procede de calcul le plus rapide dans les cas com-
plexes semble etre celui propose par Symonds et Neal [4]. L'objectif que
nous poursuivons ici n'est pas d'exposer toutes ces methodes, mais simplement
de disposer de l'une d'entre elles de maniere ä pouvoir calculer la charge de
stabilisation dans le cas particulier de nos experiences.

Dans ce but, nous utiliserons la plus ancienne des methodes qui fut pro-
posee par F. Bleich [5]; eile est particulierement aisee ä appliquer si le Systeme
est simple; eile consiste, pour un Systeme hyperstatique de degre n, et dans le

cas d'une piece ä section dissymetrique, ä:
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1° Calculer les courbes enveloppes des Memax et des Memin d'apres la theorie
classique des systemes hyperstatiques, basee sur la loi de Hooke; les ordon-
nees de ces courbes-enveloppes sont proportionnelles ä la grandeur P d'une
des charges exterieures, prise comme charge de reference.

2° Choisir le diagramme des moments residuels de teile sorte qu'en aucun
point le moment m ne depasse le moment elastique:

My Be- ou M'=Re- —v e v v v

3° Choisir la grandeur de la charge de reference de teile sorte que:
a) Les (n+1) moments resultants maxima (Memax + m) et minima (Memin

+ m) les plus dangereux atteignent simultanement les valeurs Mp ou
Mp correspondantes (qui peuvent differer d'une section ä l'autre, si le
module de flexion varie).

b) L'inegalite M^-M^M^M; (1)
soit respectee dans les (n+1) sections dangereuses.

3. Recherches des charges d'adaptation et de stabilisation dans le eas d'une
poutre continue sur trois appuis ä deux travees egales, chargee de deux forces

concentrees

A. Generalites: Nous nous proposons d'etudier experimentalement le
phenomene de la stabilisation progressive des deformations plastiques dans une
poutre en acier doux ä section en double te, continue sur trois appuis ä deux
travees egales, soumise ä des cycles de charge semblables ä ceux sollicitant la
longrine envisagee au paragraphe 1 (fig. 5).

•p<x^ p Yp€y^ p

_&_

y-r«; x< P vi
P ttt

\. i 4- 1 4

Fig. 5

Comme il est difficile de realiser des charges roulantes experimentalement,
on a decide de remplacer ces charges par des charges fixes, appliquees aux
milieux des travees et s'exer9ant simultanement ou successivement. Dans

l'analyse ci-apres, on supposera que chacune de ces charges peut varier indepen-
damment entre un maximum P et un minimum yP, oü y est un parametre
compris entre 0 et 1.

B. Etude de la poutre en regime elastique: Nous allons d'abord determiner
les valeurs minima et maxima des moments elastiques, qui interviennent dans
les inegalites (2) et (3). Dans ce but, nous envisagerons le cas de la poutre
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* ISPg
64

Fig. 6

£ r
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*

Fig. 7

chargee d'une seule force P agissant a l'abscisse Z/2 de la travee de gauche
(fig. 6). Le theoreme des trois moments donne de suite:

M2
3 PI
32 ' (4)

ce qui permet de construire le diagramme des moments represente ä la figure 6.

Les reactions d'appui valent:

J?ft
13

32 P;
22

Äa=32P; Ä4
32

(5)

Par superposition, il est aise de deduire de ces resultats les diagrammes de

moments flechissants dans la meme poutre chargee, d'une part de deux forces
egales P (fig. 7), d'autre part d'une force P ä gauche et yP ä droite ou vice
versa. Ce sont evidemment lä les trois sollicitations extremes, donc Celles qui
produiront dans les trois sections dangereuses 1, 2, 3, les moments elastiques
extremes.

C. Calcul de la charge elastique maximum de la poutre chargee de deux forces
egales: Le moment maximum que la poutre puisse supporter elastiquement
s'obtient en egalant le moment maximum (sur l'appui central) au moment
elastique My\ on obtient ainsi:

3 PÎ
ti/T J'^i'„j'j*x t> maximum

-jg- =MV d ou 1 on deduit Piktötigue ¦¦

16 Mvt ~r (6)

D. Calcul de la charge d'adaptation plastique de la poutre: Le cas le plus
defavorable pour la charge d'adaptation est evidemment celui oü les charges
X, Y, appliquees aux deux travees, atteignent simultanement leur valeur
maximum P.

La charge d'adaptation sera atteinte au moment oü des rotules plastiques
se seront developpees dans les sections 1, 2, 3. A cet instant, les moments
flechissants dans ces trois sections seront egaux ä Mp (fig. 8). La figure montre
qu'on a:

PI M«AB AC~B C Mn, c'est-ä-dire

adaptation '

4

6ifP
l

-^ =M d'oü l'on tire:
z

(7)

17 Abhandlung XIII
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"p AI

c - „

1/2 r/2

Fi«. 8

E. Calcul de la charge de stabilisation par la methode de Bleich. Pour ne pas
compliquer la demonstration, supposons d'abord que les charges X, Y, appli-
quees ä la poutre, ne puissent prendre que les valeurs 0 ou P, c'est-ä-dire que
le parametre y soit egal ä zero. La figure 9 donne, en traits pleins, le diagramme
des moments düs ä deux charges P egales et en traits pointilles, celui
correspondant ä une seule charge P appliquee ä la travee de gauche. Enfin, on a

represente en points-tirets le diagramme des moments residuels dont la poutre
est supposee le siege. Dans le cas actuel, ce diagramme ne peut etre que tri-
angulaire, car les moments residuels sont evidemment nuls sur les appuis
extremes 0 et 45); le diagramme est donc completement defini par la valeur
de son ordonnee mediane m2. Sa valeur au milieu d'une travee est: m2/2. Pour
obtenir la valeur de la charge de stabilisation, il faut, d'apres l'expose de la

fin du paragraphe 2, ecrire que le moment resultant: ^älax + -<r au Pou^ 1

et le module du moment resultant sur l'appui central 2, soit: \M^tax + m2\,

sont tous deux egaux ä Mp.

3

Fig. 9

5) On a explique au bas de la page 242 que les moments residuels naissent par suite
de la non-concordance que la poutre presente par rapport ä ses appuis, a la suite des

deformations plastiques. Dans le cas actuel, si on liberait la poutre de ses appuis, les trois
points 0, 2 et 4 ne resteraient pas en ligne droite. Cependant, en realite les appuis sont
bilateraux et la poutre est astreinte a conserver ses points d'appui de niveau. On peut
realiser ces conditions d'appui en posant la poutre deehargee sur les appuis extremes 0

et 4, puis en appliquant au point 2 une force concentree teile que la poutre vienne juste
au contact de l'appui 2. Cette force se developpe naturellement au cours du dechargement
du Systeme reel et donne naissance au diagramme des moments residuels. Ce diagramme
se presente donc d'une maniere analogue ä celui d'une poutre sur deux appuis 0 et 4

chargee d'une charge concentree en 2.
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On trouve ainsi (fig. 9)

13 PI m2 3 __
-6T+ir=T6pl-m^M*> (8)

On deduit de ces 2 egalites:

py=o __96 ifp _.0 ^ (q)± stabilisation 19 / ~" ' £
V '

M
et m^~li (10)

La Solution qui vient d'etre obtenue n'est valable que si eile satisfait
egalement, dans toutes les sections de la poutre, ä l'inegalite:

Ml -Ml ¦ <M -M ' (1)

On trouve aisement que, pour P Padaptation> on a dans la section (1)

^ax=i-S^ 1'°26^

^ M^in=----~Mp 0,2MMp64 19'

on en deduit que:

ce qui montre que l'inegalite en question est effectivement verifiee7).
On contrölerait de meme que cette inegalite est remplie ä la section 2.

On generalise aisement les calculs precedents pour le cas general oü les

charges X, Y, evoluent entre les valeurs yPetP. La double egalite qui
generalise les egalites (8) s'ecrit:

-<ür-64ypi + -T=T6Pl-m*=M*>

On deduit l'expression la plus generale de la charge de stabilisation:

96 Mv
x stabilisation i nn o \ \AX/

6) En effet, pour une section en double te symetrique, on a M —My. D'autre part,
en comparant les valeurs de M et de M applicables ä une poutrelle en double te (cf.
S. Timoshenko, Resistance des Materiaux, Volume II, p. 334), on trouve, pour le profil
adopte dans les essais, la relation M 1,2 M

7) Constatons en passant que la quantite M emax est superieure au moment plastique
ultime Mp. Celä n'a rien d'etonnant si l'on se rappelle, d'une part que le materiau est
ecrouissable, de sorte que sa limite elastique actuelle est superieure ä la limite elastique
initiale, et d'autre part que la section (1) est, avant application de la charge P, le siege

d'un moment residuel m2/2 de signe contraire ä M JL
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Fig. 10

et du moment residuel maximum

3y-l ™

En divisant membre ä membre les egalites (7) et (11), on obtient:

adaptation

pystabilisation

19-3y
16

(12)

(13)

On constate que le rapport p depend lineairement de y. Pour y=l, il se

reduit ä 1'unite, comme celä doit etre puisque, dans ce cas, la charge de stabilisation

ne differe pas de la charge d'adaptation. Le diagramme p f(y) est

(19 \
y 0, p= —=1, 18751 et (y=l, p=l)8).

Cette droite est representee ä la figure 10.

4. Experiences entreprises jusqu'ici pour verifier la theorie de la
stabilisation plastique

Verification de la theorie de stabilisation: A notre connaissance, on n'a
execute que deux essais pour comparer les charges theorique et experimentale
de stabilisation. Ce sont ceux de Klöppel [6] et ceux entrepris ä la demande
de Dutheil par les Laboratoires du Bätiment et des Travaux Publics de

Paris [7-8]. Ces deux essais ont ete executes sur une poutre continue en
faisant varier les charges de 0 ä P. Le profil utilise etait une poutrelle P. N.
n° 12.

8) On demontrerait aisement que le diagramme reste une droite dans le cas plus
general de deux charges concentrees symetriques d'abscisses cc l comptees par rapport
aux extremites; l'expression de p est en effet la suivante

a2 + a + 4 —a(l + a)y
p i

On peut donc tracer dans la figure 10 differentes droites emanant du point (y= 1,

p= 1) et cotees en valeurs de a.
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Les essais de Klöppel ont ete realises en plagant les charges aux milieux
des travees (a 0,5). La travee de gauche etait chargee d'une charge constante
P et la travee de droite d'une charge variant, ä la frequence de 10 cycles par
minute, entre un minimum tres faible (200 kg) et un maximum egal ä P. La
limite apparente d'elasticite du metal determinee par un essai de traction
etait Be 24,2 kg/mm2; pour une longueur de travee 1= 1500 mm et (Ijv)
53 000 mm3, la charge maximum elastique valait:

*.= *.• fl§4 4210k«

La poutre a supporte 700 000 cycles sous cette charge, puis 600 000 autres
cycles sous une charge de 5040 kg 1,20 Pe. Une autre poutre a supporte
500 000 cycles ä 5040 kg 1,20 Pe, puis 500 000 cycles ä 5830 kg 1,38 Pe

sans qu'il se produise aucune rupture par fatigue. Apres le premier essai, il
subsistait une fleche permanente egale ä 7% de la fleche totale. Apres le second

essai, la fleche permanente atteignait 35% de la fleche totale. Nous pouvons
faire ä propos de ces essais les remarques suivantes:

a) La charge de stabilisation de Bleich valait, en admettant pour le

rapport oi Mp\My la valeur 1,20

5,05 Mp _ 5,05-1,20• My

i " r^stabilisation— 7 ~ 7 ~ülöUJi&

Les charges appliquees ä la poutre d'essai ont correspondu donc respec-

tivement ä ^öf) 0^73 e^ kTötj 1,125 fois la charge de stabilisation.

Tout ce qu'on peut tirer des essais est donc:

1° Que le danger de fatigue n'existe pas;
2° qu'on peut depasser de 12,5% la charge de stabilisation, sans provoquer

la mise hors service de la piece.

Notons que ces deux conclusions sont basees sur la limite d'elasticite du
metal et une erreur dans cette determination les reduirait ä neant. De plus,
les essais sont en trop petit nombre pour qu'il soit sage d'en tirer des
conclusions definitives. II aurait aussi fallu determiner experimentalement, sur
les memes poutrelles, la charge d'egalisation des moments par adaptation et la

comparer ä la charge theorique d'adaptation.
b) Les essais entrepris par les L.B.T.P. de Paris ont ete effectues sur des

poutres en fers PN, ä section rectangulaire et ä section en losange; on a dis-

pose les charges tout pres de l'appui central (a 0,7); le cumul des rotations
plastiques ne s'est produit que pour une charge superieure ä la charge critique
de stabilisation theorique de:

25% pour la section rectangulaire
35% pour la section en losange.
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Quant aux essais effectues sur les poutrelles PN, ils presentaient des

anomalies empechant d'en tirer une conclusion. II semble necessaire d'entre-
prendre de nouveaux essais, declare Dutheil, ä la fin du compte rendu de ces

experiences [7].

5. Conclusions

La prise en compte des phenomenes de stabilisation plastique aurait pour
double effet:

a) De compliquer tres considerablement la methode de dimensionnement des

constructions prenant en consideration les phenomenes plastiques;
b) de diminuer dans une proportion parfois appreciable le benefice apporte

par la theorie simple de l'adaptation plastique.

II est des lors comprehensible que les protagonistes de cette derniere theorie
aient tendance ä diminuer l'importance pratique des phenomenes de stabilisation,

voir meme ä leur denier tout effet pratique (cf. Dutheil). A notre
avis, la legitimite de cette procedure n'est pas suffisamment etayee par les

experiences peu etendues de Klöppel et des Laboratoires du Bätiment de

Paris. II s'impose d'effectuer des experiences plus completes.

CHAPITRE II
Essais destines ä confronter la theorie de la stabilisation plastique

avec Pexperience

6. Programme general des essais

Oeneralites. Les essais ont ete executes sur 18 poutrelles normales PN n°12
formant poutres continues ä deux travees egales, sollicitees par deux charges
X, Y, appliquees aux milieux des travees et variant independamment entre

y P et P.
II etait prevu d'effectuer d'abord deux essais d'adaptation plastique sous

deux charges egales (y=l), puis 4 series de 4 essais de stabilisation,
correspondant respectivement aux valeurs 0, 1/4, 1/2 et 3/4 du parametre y. Dans
chaque essai de stabilisation, on a soumis la poutrelle d'essai ä une serie de

cycles de charge du type represente ä la figure 11. Chaque cycle comporte
donc quatre mises en charges successives.

L_l.I_i.l_J.Li
Fig. 11
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Les experiences avaient pour but:
ip

1° De comparer le rapport stabiUsation determine experimentalement au meme
^adaptation

rapport determine par la theorie, pour les 4 valeurs de y indiquees ci-dessus;
2° de determiner ä quelles fleches et quelles deformations plastiques du metal

correspondaient les charges mises en jeu;
3° de determiner le nombre de fois qu'on peut appliquer une charge depassant

la charge theorique de stabilisation avant que la poutre ne soit hors service,
et d'apprecier ainsi plus clairement l'utilite pratique de la theorie de
stabilisation.

7. Equipement utilise pour la mise en charge des poutres d'essai

Le montage utilise est represente ä la figure 12 et aux photographies
figures 13 et 14. II comprend essentiellement une machine hydraulique de
150 tonnes Amsler, munie d'une poutre de flexion sur laquelle on a dispose un
ensemble mobile pouvant glisser ä frottement doux sur cette poutre. Le piston
de la machine, place ä la partie inferieure, peut soulever cet ensemble mobile
et l'appliquer contre l'appui superieur ä rouleau.

L'ensemble mobile comprend de bas en haut:

a) Une poutre de support tres rigide (DIN n° 34);
b) la poutrelle d'essai, qui repose sur la poutre de support par l'intermediaire

d'un appui central fixe et de deux appuis d'extremites ä rouleau;
c) la poutre de repartition (DIR n° 24), reposant sur la poutrelle d'essai par

l'intermediaire de deux appuis ä rouleau places aux milieux des travees
de la poutrelle d'essai;

d) des pieces de guidage et des pieces de solidarisation, qui ont pour but de

guider avec un minimum de jeu la poutre C entre les colonnes de la machine
et d'empecher cette poutre de rouler sur la poutrelle d'essai au moment
du demarrage de l'ensemble.

iy
ffl

Fig. 12
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Fig. 13

Le mouvement de glissement dans les deux sens de 1'ensemble mobile sur
la poutre de flexion de la machine d'essai est assure par un cäble sans fin
s'enroulant sur un tambour rainure actionne par un moteur electrique d'l
C.V. (750 tours miaute) et un redueteur au centieme, muni d'un inverseur
automatique de sens de marche. Des butees reglables fixees sur la poutre de

support et des fins de course fixees sur la poutre de flexion de la machine
realisent un arret automatique de l'ensemble mobile ä l'endroit voulu. La
manceuvre consiste ä donner ä l'ensemble un deplacement tel que l'un des
neuf raidisseurs de la poutre de repartition vienne au droit de 1 'appui superieur
fixe de la machine d'essai. Ces raidisseurs sont disposes de facon que la charge
appliquee par l'appui superieur de la machine se decompose, selon le cas, en

\¦:;.^"

¦::/W,

' ---Jr

,T ¦ Ä' *:;";

'.

Fig. 14
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Fig. 15

deux charges P egales (raidisseur central) ou bien P et 3 P/4; P et P/2; P et

P/4: P et zero.
Les appuis prevus pour la poutrelle d'essai etaient les suivants:

a) Un appui central cylindrique fixe en acier mi-dur, ä rayon de 90 mm;
b) deux appuis ä rouleau en acier mi-dur de 70 mm de diametre.

,a0lm^ß^%

¦>;r_. _v

Fig. 16
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Fig. 17

De plus, dans les cas y 1/4, y 0, oü la poutre devait tendre ä se soulever
sur Tun ou Lautre appui d'extremite, il etait prevu de la maintenir par des

contre-appuis en forme de cadres tournant autour d'axes passant par des

paliers menages aux extremites de la poutre de repartition. Ces paliers sont
visibles sur la Photographie figure 13 oü les contre-appuis ne sont pas montres.
Les contre-appuis sont representes ä la Photographie figure 15.

Les charges etaient appliquees ä la poutrelle d'essai par deux rouleaux en
acier mi-dur de 70 mm de diametre. L'appui central et les quatre rouleaux
dont question ci-dessus n'etaient pas en contact direct avec la poutrelle
d'essai, mais les pressions etaient reparties sur cette derniere par des plaques
en acier doux de 150 mm de largeur et 20 mm d'epaisseur.

Dans le premier essai d'adaptation, on avait interpose entre ces plaques
de repartition et la poutrelle d'essai des feuilles de plomb de 5 mm d'epaisseur
dans le but ä la fois de mieux repartir les pressions et de compenser de legeres
denivellations des appuis. Ces feuilles de plomb ayant fortement flue sous

charge, elles ont ete abandonnees dans les essais ulterieurs.
Par contre, il s'est avere necessaire de rendre reglable en hauteur l'appui

fixe central, en vue de faire toucher la poutrelle sur les trois appuis ä la fois,
malgre les legers defauts de rectitude inevitables dans des poutrelles laminees.
Dans ce but, on a realise un appui en deux pieces dans lequel la premiere
piece formant l'appui cylindrique proprement dit pouvait etre deplacee en
hauteur par la deuxieme piece formant coin a faces inclinees d'un dixieme.
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Cet appui a ete regle avant chaque essai de la maniere suivante: deux
tensometres Johansson a base de 50 mm etaient fixes dans les sections 1 et 2 de la
poutre. Ces tensometres sont visibles sur les photographies de detail figures 16

et 17. On appliquait ä la poutre deux charges egales moderees et on reglait
par tätonnements l'appui central jusqu'a ce que les deformations mesurees

par ces deux tensometres soient entre elles approximativement comme les
moments flechissants correspondants dans une poutre continue sur appuis
fixes. La condition ä realiser etait ainsi:

ü_£_!___i,20.)
ei Ml l_pl

Dans une premiere serie d'experiences, neuf poutrelles ont ete essayees
sans guidage autre que les appuis decrits ci-dessus. Ces poutrelles ont manifeste

en general d'importantes deformations horizontales accompagnees par-
fois de torsion et allant jusqu'a la mise hors service par deversement. On a
constate qu'elles se deplagaient peu a peu lateralement sur leurs appuis; c'est
pourquoi il a ete necessaire, dans les essais ulterieurs, de guider les poutrelles
au droit des trois appuis.

Ce guidage a ete realise comme suit:

a) On a boulonne ä chaque extremite de la poutre de repartition deux plats
d'acier formant glissiere verticale et maintenant les extremites de la
poutrelle d'essai par ses ailes;

b) on a fixe sur l'appui cylindrique central deux equerres formant glissiere
verticale et maintenant la poutrelle d'essai.

Ces glissieres d'extremite et ces equerres de l'appui central sont visibles
sur les photos de detail, figures 15 et 17.

8. Equipement utilise pour les mesures

Dans toutes les experiences, on a mesure les fleches prises par la poutrelle
d'essai. Dans une partie d'entre elles, on a en outre mesure les deformations
du metal dans un certain nombre de sections droites.

__. Fleximetres. Les fleximetres employes ont ete de deux types. Dans la
section mediane de la travee droite, on a mesure les fleches ä l'aide de com-
parateurs au centieme de millimetre de part et d'autre de la poutrelle. Ces

comparateurs etaient montes de fagon ä se detendre au cours de la
deformation de la poutrelle; ils etaient places ä fin de course au debut de chaque

9) En fait, cette technique a conduit a surelever un peu trop l'appui central, car le
rapport M2/M1 exact, compte tenu de l'effet des deformations par cisaillement, ne vaut
que 1,13 (cf. annexe).
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essai. Dans la section mediane de la travee gauche, on a fixe d'un cöte
seulement, un fleximetre enregistreur electronique. Ce fleximetre a ete realise en
transformant legerement un enregistreur electronique de diagrammes forces-

allongements de la marque Baldwin. L'appareil est visible sur la Photographie
figure 16. Les deformations de la poutrelle ont pour effet de deplacer un noyau
de fer doux place dans l'axe de deux bobines accolees. Ces bobines fönt partie
de deux circuits electriques alimentes en courant alternatif. Tout deplacement
du noyau a pour effet de desequilibrer les circuits; le courant de desequilibre,
apres passage dans un amplificateur ä lampes, actionne un servo-moteur qui
deplace, dans l'axe de deux autres bobines placees egalement dans les circuits,
un second noyau de fer doux, identique au premier, jusqu'a retablir l'equilibre
de ces circuits. Tout deplacement du premier noyau est ainsi fidelement repete
par le second. Le servo-moteur actionne un tambour garni de papier millimetre
et l'on peut amplifier a volonte les fleches de la poutre 5, 10 ou 20 fois par
l'emploi d'une boite de vitesses ä engrenages. Par ailleurs, la pression d'huile
dans la machine hydraulique Amsler a pour effet de deformer un tube de
Bourdon relie lui aussi au noyau d'une bobine double. Par un processus
electronique identique ä celui expose ci-dessus, la charge appliquee ä la machine
commande un servo-moteur actionnant une plume qui se deplace selon une
generatrice du tambour d'une quantite proportionnelle a la charge.

En resume, le fleximetre enregistreur fournit avec une grande precision
un diagramme cartesien fleches-charges. Quelques exemples d'enregistremerit
obtenus avec cet appareil sont reproduits dans la suite de ce rapport.

B. Tensometres. A part les deux tensometres mecaniques Johansson qui
ont ete employes pour le reglage de l'appui central, on a utilise exclusivement
des tensometres ohmiques.

On a employe normalement des tensometres Philips GM 4473 de 120 ohms
de resistance; aux endroits oü l'on prevoyait de fortes deformations plastiques,
ils ont ete remplaces par des tensometres Baldwin ,,post-yield'4. Ces
tensometres fonctionnent jusqu'a des dilatations de 8 a 10%, alors que les
tensometres ordinaires sont mis hors service apres une dilatation de 1,5 ä 2%.
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9. Essais de definition de Pacier. Charges theoriques correspondantes
d'adaptation et de stabilisation

On a preleve des eprouvettes dans trois poutrelles differentes numerotees
7, 15 et 16. Dans chacune de ces poutrelles, on a preleve une eprouvette dans
l'äme, et une dans chaque semelle. Les dimensions des eprouvettes sont con-
formes aux normes I.B.N. Les resultats de ces neuf essais et les valeurs
moyennes sont resumees par le tableau ci-dessous.

Dans chacun des essais, on a enregistre electroniquement le diagramme
forces-allongements. Trois des neuf diagrammes ainsi obtenus sont representes
a la figure 18. Les allongements etaient mesures sur une base de 2 pouces et
amplifies 20 fois; il est possible de mesurer avec precision sur chaque diagramme
la longueur du palier d'etirage de 1'acier. La derniere colonne du tableau
indique les valeurs de ces longueurs converties en centiemes d'allongement
proportionnel. Par ailleurs, on a contröle indirectement les dimensions des

poutrelles en determinant avec precision leur poids par metre courant. Les
valeurs trouvees pour trois poutrelles ont ete respectivement 11,36; 11,13; et
11,11 kg/m courant, donnant une moyenne de 11,2 kg/m courant, identique au
poids theorique de la PN 12 indique dans les catalogues de profiles.

Ce resultat montre qu'on peut adopter sans correction les caracteristiques
geometriques du profil consignees dans les catalogues, et en particulier le
module de flexion 7/^ 54,7 cm3.

II resulte des recherches recentes sur la flexion plastique des poutres en
acier doux (10,11) que c'est la limite apparente superieure d'elasticite des

Poutrelle

Endroit
des pre-

levements

Rei Res Br Allongements de

rupture en %
Striction

en%
St

longueur
du palier

en%en kg/mm2 ^-5,65 ^-8,16

7

Sem. 1

Sem. 2

Ame

24,4
23,6
24,1

25,6
26,8
27,2

35,2
35,4
34,0

39,9
40,5
36,6

34,5
36,0
30,0

68,7
63,8
63,4

3,25
2,75
3,75

15
Sem. 1

Sem. 2

Ame

25,1
24,5
26,9

25,6
24,7
27,5

37,7
36,4
38,1

37,6
39,6
37,0

33,0
34,0
32,4

62,2
61,6
61,7

3,25
3,00
3,38

16
Sem. 1

Sem. 2

Ame

24,4
24,6
27,5

24,8
25,4
29,4

36,8
36,6
38,7

39,4
40,1

(19,7)

32,3
34,7

(17,6)

66,2
59,5
48,9

2,75
3,08
3,38

moyenne des
semelles 24,4 25,5 36,4 39,5 34,1 63,7 3,01

moyenne des

ames 26,2 28,0 36,8 36,8 31,2 58,0 3,50
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semelles qui conditionne le moment maximum que la poutre peut supporter
elastiquement. D'apres la theorie de la flexion, on a

-"^ dlastique ~ **es ~
Le module de flexion vaut, d'apres les catalogues de profiles, Ijv 54,7 cm3.

Par ailleurs, on a en moyenne:

CC^ 2555kg/mm2; d'oü MdIastique 25,5- 54,7-103 1394000 kg mm

La charge maximum elastique vaut, d'apres la formule (6):

pelastiaue 16 My 16 1394000
_•* maximum ^7 *\ 1145 ~ OOUU Kg

Par ailleurs, la limite elastique superieure ä prendre en compte dans le
calcul du moment plastique ultime Mp n'est pas celle de la semelle, mais une
moyenne ponderee de celles de l'äme et des semelles. Le diagramme ideal des

tensions dans les rotules plastiques etant forme theoriquement de deux
rectangles, il est logique de prendre comme limite elastique superieure moyenne
la quantite: o -psemelles a -näme

-nmoyen __ ^ -"'es -j- __ Ites
es " S + A

oü S est le moment statique d'une semelle et A celui de la demi-äme, comptes

par rapport ä l'axe neutre. Avec:

8 24500 mm3, A 7010 mm3
Rsemelles 255 kg/mm2j Rame 28q kg/mm2

on trouve: R^>yen 26,1 kg/mm2
Pour les profiles de la serie normale, on peut d'ailleurs admettre que le

rapport -=-^- vaut 1,2010); on a donc

Mp l,20-26,l-54,7-103 1715000 kgmm.
La charge d'adaptation plastique theorique vaut alors d'apres la formule (7)

Enfin, en apphquant les coefficients de reduetion indiques au diagramme
figure 10, on obtient, pour les charges de stabilisation theoriques:

8990
7=° Pltabilisaiion YTS75 757° k&

8990

1,141
8990
1,094
8990
1,047

v__l pV-lM __
8990

_ 7QQ0lro-y—4 rstabilisation ~ ~~\~\4A ~ ^

7 i Plttibilisation ~YÖM 8220 kg

_3 py 3/4 _
8990

Q nnl7 ~ 4 r stabilisation ~ i nAl ~ öoyu &g

10) Cf. note no. 6.
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10. Criteres adoptes pour definir les charges experimentales d'adaptation
et de stabilisation

Les theories de l'adaptation et de la stabilisation sont basees sur l'hypo-
these d'un materiau presentant un palier de longueur indefinie. En realite, le
metal se renforce par ecrouissage, de sorte qu'on ne doit pas s'attendre ä
observer sous les charges d'adaptation ou de stabilisation theoriques des

fleches infiniment grandes.
Les experiences de flexion plastique publiees montrent que l'adaptation

est precedee experimentalement par un coude tres net dans la courbe fleches-
charges representee ä la figure 19 ou encore par un accroissement marque du
taux de Variation de la fleche df jdP. Nous n'avons trouve nulle part de critere
definissant avec precision le point de la courbe (P, f) donnant la charge experi-
mentale d'adaptation. Nous croyons etre en accord avec les autres experimen-
tateurs en adoptant comme charge d'adaptation celle pour laquelle la deformation
plastique est egale ä la deformation elastique.

Si par le point correspondant de la courbe (P, f) on mene la parallele ä la
droite de Hooke, cette parallele rencontre l'axe des / en un point dont l'abscisse
est par definition la fleche permanente experimentale d'adaptation. II nous faut
a present adopter une definition analogue pour la charge de stabilisation, qui
tienne egalement compte du phenomene d'ecrouissage et qui soit compatible
avec la definition ci-dessus de la charge d'adaptation quand le parametre y
tend vers 1'unite.

A ce propos, l'experience montre que, si la charge P choisie ne depasse pas
1,10 fois la charge d'adaptation experimentale, la poutre tend ä prendre une
deformee stabilisee bien determinee qu'elle atteint pratiquement apres 10 a 20

cycles de charge. Compte tenu de cette constatation et apres examen des

differentes possibilites, il est apparu que la definition la plus rationnelle de la
charge de stabilisation etait la suivante:

La charge de stabilisation experimentale est la charge pour laquelle la fleche
residuelle de la deformee stabilisee prise par la poutre est egale ä la fleche
permanente d'adaptation experimentale.

'adaptation

Fig. 19
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11. Essais d'adaptation

II a ete effectue en tout quatre essais d'adaptation. Dans les deux premiers,
on n'a pas guide la poutre lateralement. Les deux derniers ont ete executes

apres les experiences de stabilisation, a l'aide des deux poutres les moins
deformees, qui etaient guidees lateralement.

2Pen ronnes

a:

2'Ess*.
sans guidage

r Essai

$ ti
0 100 200 3oo 4oo 5o< 8oo 0 2°o 4oo 6oo Qoo tooo 12oo

Moyenne des deux Comparatiurs

FEcxtmetre enreaistreur

Fig. 20

a) Premier essai sans guidage. La figure 20 donne les diagrammes fleches-

charges releves au fleximetre enregistreur et aux comparateurs respectivement.
La poutre a ete mise hors service par deversement de la travee de droite, qui
s'est produit sous la charge de 21 tonnes. La figure 20 indique les valeurs des

charges et fleches d'adaptation dans les deux travees determinees en admettant
une fleche plastique egale a la fleche elastique, comme on l'a dit au paragraphe 9.

____= =___

jfc. > TnT

Fig. 21

hbtu ^

La poutre etait garnie de 20 tensometres ohmiques, disposes comme
1'indique la figure 21. Les limites d'elasticite a 0,1% ont ete atteintes pour les

divers tensometres, sous les charges suivantes:
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Section
N°du

tensometre
Charges

en tonnes

B

16
11

4
19

17,3
17,8
17,7

casse

D

18

2

9

15

19,1
19,5
19,4
19,1

E

20
6

13

7

17,7

18,5
17,9
17,7

II resulte de ce tableau que la section mediane de la poutre n'a subi des
deformations plastiques notables qu'a partir de 17,3 tonnes. Les deux autres
sections dangereuses se sont plastifiees peu apres, ä savoir la section mediane
de la travee droite sous 17,7 tonnes, puis la section mediane de la travee
gauche sous 19,1 tonnes. Ces chiffres indiquent un retard dans la plastification
de la section mediane du au fait que l'appui central etait legerement plus bas

que les appuis extremes. Cette denivellation revelee apres coup a montre la
necessite de realiser un appui central reglable.

Cependant, il a ete demontre theoriquement et experimentalement [12]
que la charge d'adaptation n'est pas influencee par une legere denivellation
des appuis, de sorte qu'on peut utiliser la charge d'adaptation determinee
dans ce premier essai.

Les memes tensometres ohmiques nous permettent de rechercher le

diagramme des moments reels dans la poutre dans le domaine elastique, par
exemple sous une charge 2 P 10 tonnes. En effet, la resistance des materiaux

TT T 1 _ e T

nous apprend que M= — et que - —jp^ d'oü l'on deduit que M E emax • —

fc b h lk

i( x
//

B HA-

1 ^s
WS E

A F

1,075

t65'5 \ /// 1.032

Fig. 22

18 Abhandlung XIII
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En prenant pour €max la moyenne des indications des tensometres colles

sur les semelles, on peut calculer les moments flechissants dans les sections
B, D, E> F, G, H, I. Ajoutons que les moments en F, G, H, I, sont certaine-
ment plus precis que les moments en B, D, E, car la loi simple de flexion
a MyjI n'est pas exactement satisfaite dans ces trois sections oü sont appliquees

des forces exterieures importantes et oü la poutrelle est renforcee par
des plaques d'appui.

En se basant sur les indications des tensometres ohmiques places en F, G,

H, I, on obtient le diagramme de moments en pointille de la figure 22. En
utilisant les tensometres places dans les sections B, D, E, on obtient un
diagramme legerement different, qui est represente en points-tirets. Enfin, on a

represente sur la meme figure le diagramme theorique des moments, compte
tenu de 1'effet des deformations dues ä l'effort tranchant (cf. annexe). On
constate que la valeur experimentale du rapport MBjMD est 1,132 donc tres
voisine du rapport theorique 1,13 (cf. annexe 1). L'accord entre trois diagram-
mes est tres satisfaisant.

Enfin, les tensometres ohmiques ont montre que la loi de conservation des

sections planes n'est plus respectee des que les deformations plastiques
deviennent importantes. Ce fait se congoit aisement si l'on remarque que
B, D, E, sont des sections oü des forces exterieures importantes sont appliquees.
En particulier, les tensions normales transversales dans l'äme sont conside-
rables et entrainent une plastification prematuree de cette ame dans les trois
sections precitees. Notons de plus que, dans ces sections, la semelle comprimee
est renforcee considerablement par 1'action de la plaque d'appui.

b) Deuxieme essai sans guidage. Le deuxieme essai a ete realise comme le

premier, mais en reglant par tätonnements la hauteur de l'appui central
jusqu'a obtenir, sous faible charge (2 P 6 tonnes), un diagramme des moments
theoriquement correct. Les diagrammes fleches-charges releves par les
fleximetres sont representes a la figure 20. La poutre a ete mise hors service sous
une charge de 22 tonnes par deversement de la travee de droite. Les charges
et fleches d'adaptation ont ete determinees sur ce diagramme en suivant les

memes criteres que dans 1'essai precedent. Les limites d'elasticite a 0,1% ont
ete atteintes par les divers tensometres sous les charges suivantes:

¦ C\

\ /1027 \ / 1032

Fig. 23
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Section
N° du

tensometre
Charges

en tonnes

16 17,1
11 16,0

B 4 17,3
19 16,9

18 15,9
2 15,8

D 9 14,5
15 16,7

20 17,5
6 16,6

E 13 17,3
7 17,3

En se basant sur les indications des tensometres ohmiques, on a construit
comme dans 1'essai precedent le diagramme des moments experimentaux sous
2P 10 tonnes. Ces diagrammes sont representes ä la figure 23. On voit que
le diagramme experimental coincide pratiquement ici encore avec le

diagramme theorique. En effet, la valeur experimentale du rapport MB/MD est
ici de 1,129, donc tres voisine de la valeur theorique de 1,13 (cf. annexe 1).

c) Essais d'adaptation avec guidage lateral au droit des 3 appuis. Ces essais

ont ete executes apres achevement des experiences de stabilisation sur les

poutrelles n° 10 et 11 qui avaient subi de tres faibles deformations permanentes
(voir ä ce sujet le tableau general du paragraphe 12). Dans ces deux essais,
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l'appui central a ete regle en hauteur en s'aidant des indications des deux
tensometres Johansson. On a mesure les fleches comme d'habitude, mais on
n'a fait aucune mesure de dilatation. Les courbes fleches-charges sont represen-
tees ä la figure 24. En appliquant le critere: fleche plastique d'adaptation
fleche elastique, on a determine sur cette figure les charges et fleches d'adaptation

pour chacun des deux essais et pour les deux travees de la poutre.
Les resultats obtenus dans les quatre essais d'adaptation sont representes

au tableau ci-apres. On en retiendra deux donnees importantes:
Charge d'adaptation experimentale moyenne P 9,45 tonnes

fleche permanente d'adaptation experimentale moyenne 3,00 mm.
En vue d'apprecier l'influence du choix du critere d'adaptation, nous avons

compare les resultats ci-dessous ä ceux qu 'on obtiendrait en admettant que la
charge d'adaptation correspond au point d'inflexion du diagramme fleches-

charges.
Les charges et fleches d'adaptation determinees par ce nouveau critere

figurent dans les quatre dernieres colonnes du tableau. Les moyennes generales
obtenues sont:

Charge d'adaptation experimentale moyenne P 9,45 tonnes,
fleche permanente d'adaptation experimentale moyenne 2,98 mm.
On constate que 1'ecart entre ces valeurs, par rapport aux precedentes, est

totalement negligeable.

Critere
d'adaptation

fleche plastique

fleche elastique
point d'inflexion

Numero
essai

travee de

gauche
travee de

droite
travee de

gauche
travee de

droite

2?en
tonnes

/ en
lOOemes
de mm

2P en
tonnes

/ en
lOOemes
de mm

2P en
tonnes

/ en
lOOemes
de mm

2Pen
tonnes

/ en
lOOemes
de mm

1

2

3

4

19,7
18,9
19,7
18,7

300
300
420
340

18,5
18,5
18,9
18,4

247,5
269
262,5
265

19,7

19,0
18,7

300

265
340

19,0
18,5
18,9
18,5

325
269
262,5
315

moyenne
p. travee 19,25 340 18,6 261 19,1 302 18,7 293

moyenne
generale

18,9 300 — — 18,9 298 — —

A l'aide de la charge d'adaptation experimentale moyenne de 9,45 tonnes,

nous pouvons determiner, par la relation

16
stabilisation '

19-3y
¦Padaptation
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tiree de la formule (13) des valeurs des differentes charges de stabilisation qui
ne sont ni purement theoriques, ni purement experimentales. Nous les appel-
lerons les valeurs mixtes. On a:

7 0 PtZLution Yjlfg 7,96 tonnes

y l PTmuisation ^^" 8,28 tonnes

y \ PZ^iisaticn ~~^ 8,64 tonnes

V i PZ^tisation ^jr 9,03 tonnes

12. Essais de stabilisation sans guidage lateral

Generalites. Rappeions tout d'abord brievement la technique d'un essai

dejä exposee au paragraphe 5: on fait choix d'une valeur determinee P de la
charge maximum ä appliquer; ensuite, on soumet la poutrelle d'essai ä une
serie de cycles de charges du type ci-apres, figure 15. On n'a pas fixe de
tensometres ohmiques sur les poutrelles d'essai, excepte dans une des experiences
relatives ä y 1/_ (poutrelle n° 9).

On a enregistre les cycles de fleches ä l'aide du fleximetre enregistreur et
note les fleches residuelles marquees par les comparateurs ä la fin de chaque
cycle.

On a observe qu'au cours des cycles de charge, les poutrelles prenaient
progressivement une deformation dans le plan horizontal, leur donnant la
forme d'une ligne brisee dans ce plan. Tout s'est passe comme si les differents
tron9ons etaient au droit des trois rotules plastiques B, D, E, articules autour
d'axes verticaux.

Ce mouvement de serpentement a ete probablement provoque par une
legere dissymetrie du montage d'essai, dissymetrie qui n'etait cependant pas
appreciable ä l'ceil nu.

C'est ce serpentement qui a entraine la mise hors service de la plupart des

poutrelles, alors que leurs deformations verticales etaient, dans certains cas,
relativement moderees.

A titre d'exemple, on donne aux figures 26 et 27 des diagrammes fleches-

charges pour un cas de stabilisation et un cas de non stabilisation. Ces deux
figures correspondent ä des experiences faites avec la valeur x/4 du parametre y.

Fig. 25
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Fig. 26

La figure 26 correspond ä 1'essai sur la poutrelle n° 9 realise avec la charge P
7,70 tonnes, dans lequel on a obtenu, apres 18 cycles, la stabilisation pratique:
fleches n'augmentant plus que de 0,5 centieme de millimetre par cycle,
deformations dans les rotules n'augmentant plus que de 5 millioniemes par cycle.
La deformation plastique maximum lue aux tensometres ohmiques a ete de
4485 millioniemes.

La figure 27, eile, correspond au premier essai y 1U, realise avec la charge
P 8,ll tonnes, dans lequel aucune stabilisation n'etait visible apres 16 cycles.
Bien que les fleches residuelles verticales aient marque une certaine tendance
ä se stabiliser, la poutre a pris des deplacements transversaux rapidement
croissants qui ont fini par la mettre hors service (les valeurs des deplacements
permanents ä la fin du 16e cycle etaient —5,5 mm en D et +10,5 mm en E).

On a represente ä la figure 28 les courbes montrant 1'augmentation de la
fleche residuelle verticale en fonction du nombre des cycles, dans le cas y 1/2.

Les courbes sont cotees en valeurs de la force appliquee. La figure 29 donne
les courbes analogues pour le cas y xU. Le tableau ci-apres recapitule les

principaux renseignements tires des sept essais de stabilisation.
On peut conclure que:

1° La charge experimentale pour laquelle les deformations plastiques dans le
plan de l'äme tendent ä se stabiliser est sensiblement egale ä la charge de
stabilisation theorique.

2° Les deformations dans le plan de l'äme sont accompagnees de deformations
horizontales qui finissent par mettre la poutrelle hors service, sürement
pour des charges superieures aux charges de stabilisation theoriques et
probablement des que la charge depasse 95% des charges theoriques.

On notera specialement l'importance des deformations horizontales que
presentent toutes les poutrelles apres 1'essai. Ces deformations sont un effet
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absolument caracteristique et inattendu des cycles de charge appliques ä des

poutrelles non maintenues lateralement. On notera aussi que, pour les charges
inferieures ä la charge de stabilisation theorique, les fleches verticales tendaient
nettement vers une limite, tandis qu'il n'y avait pas de limite visible pour les
essais sur les poutrelles 3 et 7 a des charges superieures a la charge theorique
de stabilisation. L'ecart entre les fleches finales mesurees par les comparateurs
et le fleximetre enregistreur s'explique par le fait que cet appareil etait fixe
excentriquement et que la poutrelle prenait des deformations de torsion
appreciables.

13. Essais de stabilisation avec guidage lateral

Generalites. On a execute neuf essais de stabilisation sur des poutrelles
neuves guidees lateralement au droit des appuis comme il a ete decrit au
paragraphe 6. Dans sept de ces neuf essais, on a muni la poutrelle de 6

tensometres ohmiques disposes sur les deux semelles, dans les trois sections oü
devaient se produire les rotules plastiques.

Ensuite, on a execute, avec de tres fortes charges, trois essais de stabilisation

sur Celles des poutrelles essayees anterieurement qui avaient subi les

plus faibles deformations permanentes. Dans ces experiences, on n'a pas
mesure les deformations, mais uniquement les fleches. Les diagrammes figures
30, 31, 32 et 33 indiquent comment ont varie, dans les douze essais, les fleches
residuelles lues aux comparateurs en fonction du nombre de cycles. On constate

que les fleches verticales tendent generalement ä se stabiliser, meme pour des

charges nettement superieures a la charge theorique de stabilisation. Cependant,

fei» 00e/mm

fe.
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// '

Es« de Shn Kifi U

] «S: 9,331 fei
ft 511

treK«-n-*5
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Fig. 30



Essais d'adaptation et de stabilisation plastiques sur des poutrelles laminees 271

|entoo*/mm

Essais de StabiEisoKon - f'O
© P= 7,4ot

§ p 8,16 t
(D P 7,78l

0 P 8,56t_P„M_ „58

® P-- a,96 t.PoutreMe ß
Avec gui<wgc

Cyctes

0 2 4 6 6 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28

Fig. 31

| en 100§/mm

/ *~— —G)

{
(D

f
(3 P 8,4ot

5) P 8,84 r

s) P1 9.27tI Q

C

i

V
Cycles

Fig. 32

i fen 100 7mm

Essoide SfcobiKisaliop - Y= y2

P- 9,04t
Avec guidage

Cycles

Fig. 33



272 Charles Massonnet

Observations

forte

deformation

horizontale

idem

deversement

final

forte

deformation

horizontale

deversement

final

deformations horizontales
finales en lOOe de mm +

50

+

200

+

400

-1400

o ooIC
+ +

1050

deformations horizontales
finales en lOOe de mm

-

300

+

1200

+

50

+

1100

o ooi-H
1 -

550

fleche finale relevee
au fleximetre enregistreur

IQ

CO

IC

00
o o*C Oi

l-H
1410

ecart final Af
en lOOe de mm O C<f r-T 00

»c

o o CO
CO

hlh 1,193
2,12 1,44

>2,92
1,41 1,58 3,04

fleche en lOOe de mm
a la fin de Pessai /2

-* o
t— i-H

i-H
124

>671

49,5

222 639

fleche en lOOe de mm
apres 2 cycles fx

CO »o
CO o00 CO

IC FH
CO -HH

pH
210

Nombre de cycles executes <M 00
i-H i-H

pH Oi pH 00
pH pH

CO
pH

p, p experimental
1 adaptation

0,783 0,820 0,847 0,894 0,772 0,815 0,858

__) / ~D Hvvi]Cl>C'

/ stabilisation
0,856 0,897 0,926 0,978 0,882 0,930 0,979

ryir, theorique*l stabilisation
0,900 0,942 0,973 1,028 0,926 0,977 1,030

charge P en tonnes 7,40 7,75 8,00 8,45 7,30 7,70 8,11

valeur de y h|n H"*

N° de la poutrelle »O tJH co CO oo Oi i>
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cette stabilisation correspond, pour les charges les plus elevees, ä des fleches inac-
ceptables en service, de sorte que la poutrelle doit, malgre cette stabilisation, etre
consideree comme hors service. Les diagrammes obtenus au fleximetre enregistreur

presentent, selon le cas, un aspect semblable ä celui des figures 26 ou 27;

il est donc inutile de les reproduire tous.
On se bornera a donner deux exemples de diagrammes obtenus dans les

essais complementaires. Le premier de ces diagrammes (figure 34) correspond
ä l'essai de la poutrelle n° 18 sous une charge P 9,04 tonnes, depassant de

10% la charge de stabilisation theorique. Les fleches ont fini par se stabiliser,
mais la fleche de stabilisation depasse 6 mm, de sorte qu'ä ce moment la
poutre doit etre consideree comme hors service.

Le second diagramme (figure 35) a ete releve dans l'essai complementaire
de la poutrelle n° 5 avec y 1/4, sous une charge 9,33 tonnes depassant de 18%
la charge de stabilisation theorique. Les fleches verticales ont fini par recom-
mencer a croitre et la poutrelle a ete finalement mise hors service par exces de

deformation.
Les principaux resultats tires des douze essais de stabilisation sont con-

signes au tableau ci-apres.
Rappeions la definition de la charge experimentale de stabilisation enoncee

au paragraphe 9, d'apres laquelle Pstabilisation correspond ä une fleche:

IresidueUe stabilisation Jpermanente adaptation «j,UU mm

En se basant sur cette definition et sur les resultats consignes dans le

tableau, on peut determiner les charges experimentales de stabilisation en

tragant les diagrammes donnant la fleche de stabilisation en fonction de la
charge P:

a) Pour y 0, en utilisant les essais 13, 15, 19, on obtient le diagramme repre¬
sente a la figure 36. On constate que

Pstabilisation 7,70 tonnes

b) D'une facon analogue, on construira le diagramme relatif a y 1/4, en
utilisant les essais n° 8, 9, 7, realises sans guidage lateral et les essais n° 16,
17 et 5 reessaye. Ce diagramme est represente ä la figure 37; il donne

PltabüLtion 7,80 tonnes

c) Pour 7 1/2, les essais 5, 4 et 6, realises sans guidage lateral et l'essai n° 18

sur poutrelle guidee donnent le diagramme figure 38. On a abandonne
l'essai n° 3, dans lequel l'absence de guidage a occasionne un deversement
prämature de la poutrelle. On deduit du diagramme que

pltab\usation 8>65 tonnes

d) Enfin, pour y 3/4, les essais n° 10, ll,r12, donnent le diagramme figure 39,
d'oü l'on deduit

pystabüisation 8,60 tonnes
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Observations
hors

service

hors

service

par

deversement

hors

service

par

deversement

appuis bilateraux '3 '3 '3 *3
o o o o

oui '3 '3 '3
o o o

oui
Ö Ö Ö
o o o
Ö Ö Ö

A € max. en 10~~6

ä la fin de l'essai
O *C
r-H i-H

00

IC oi-h e<j
o IC IC

i-H rH

dilatations mesurees
dans les rotules
plastiques apres l'essai

max. 13025 19290 17520 18960 18030 10490 16430

min. -2495 -6550 -3540 -7725 -5900 -1480 -8860

fleche residuelle finale relevee
au fleximetre enregistreur
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14. Diagrammes resumant les resultats obtenus

On peut resumer les principaux resultats obtenus jusqu 'ici en construisant
un diagramme (figure 40) dans lequel on porte le parametre y en abscisses et
les charges experimentales de stabilisation en ordonnees. On a fait figurer en
pointille sur ce diagramme, la courbe theorique d'equation:

96 M„ 16 P.
stabilisation '

adaptation

Z(19-3y) 19-3y
(11)

deduite des equations (7) et (11), dans laquelle on a remplace Padaptation Par la
moyenne (9,45 tonnes) des valeurs experimentales.

pexp.
Stabilisation

MJ>^

Fig. 40

Les points experimentaux obtenus ä l'aide de poutrelles non guidees sont
representes sur le diagramme par un petit triangle, et ceux correspondant
aux poutrelles guidees lateralement par un petit cercle.

A la figure 41, on a reproduit a nouveau en pointille le diagramme theorique
de la figure 10, etabli en detail au paragraphe 3, et on y a reporte les valeurs
du rapport pexperimentale

-* adaptation
p —

-pexperimentale
¦'-stabilisation

correspondant respectivement ä y 0, 1/4, 1/2, 3/4 et 1.

radapMion -
PÄtwr,

0«.*3
()I,J)

<vJ"

()1>'0

£ Fig. 41
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Les diagrammes figures 40 et 41 montrent que les valeurs experimentales
du rapport p sont generalement superieures aux valeurs theoriques, c'est-ä-
dire que les charges de stabilisation sont generalement moindres que Celles

calculees par la formule (11).

15. Conclusions generales

En condensant les resultats obtenus dans les paragraphes precedents, on
peut formuler les cinq conclusions generales suivantes:

1. Les valeurs experimentales des charges de stabilisation et d'adaptation
plastique dependent legerement du critere experimental admis pour definir
ces charges. Avec les criteres qui ont ete adoptes dans la presente recherche

(cf. § 9), on obtient les valeurs moyennes suivantes:

charges
y experimentales theoriques

l 9,45 8,99
3/_ 8,60 8,59
% 8,65 8,22
y_ 7,80 7,88
0 7,70 7,57

On constate que les charges experimentales sont en general legerement
superieures aux valeurs theoriques; celä est du principalement ä ce que la
theorie neglige 1'ecrouissage de 1'acier dans la zone des grands allongements.

On peut donc se fier en pratique aux valeurs theoriques.
2. Par contre, le rapport de la charge experimentale de stabilisation ä la

charge experimentale d'adaptation est generalement plus faible que celui

predit par la theorie et est inferieur ä ce dernier d'environ 6 pour cent.
3. La diminution de resistance due aux cycles de charge est sensible et

indiscutable. Contrairement ä Vopinion emise par plusieurs auteurs, il est donc

absolument necessaire de prendre en consideration Veffet de ces cycles dans les

calculs de stabilite.
4. Pour une poutrelle en double te continue sur trois appuis, mais non

guidee sur ces appuis, les cycles de charge provoquent progressivement des

deformations horizontales excessives des que la charge depasse les 95 pour cent
de la charge de stabilisation theorique. II serait donc dangereux de vouloir
appliquer la theorie de la flexion plastique ä des poutres hyperstatiques qui ne

sont pas convenablement maintenues lateralement.
5. La charge maximum elastique que peut supporter la poutre est 6,5

tonnes. Si l'on compare ce nombre aux valeurs theoriques des charges d'adaptation

et de stabilisation, on constate que la theorie de la flexion plastique
permet, dans le cas actuel, d'augmenter les charges de service d'environ 38%
quand y 1 et que ce ehiffre se reduit ä 16% pour y 0.
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Annexe

Etude de Veffet des deformations dues ä Veffort tranchant sur
P P Px elastique» ¦*¦ adaptation > ¦*¦ stabilisation

A. Etudions d'abord la sollicitation de la poutre chargee d'une iorce P
au milieu de la travee de gauche. La methode la plus simple consiste ä prendre
comme inconnue hyperstatique la reaction de l'appui central, puis ä appliquer
une force X ä la poutre en ce point et a ecrire que la somme des fleches du
point 2 doit etre nulle:

Jflexion * Jcisaill. "•" !flexion •" fcisaill. ^ \

Avec les notations de la figure 42, et en appelant G le module d'elasticite
transversale et Q' la section reduite de la poutre intervenant dans sa
deformation par cisaillement, on trouve:

I flexion '
xi3

cisaill.

i flexion ' i cisaill.

6_7'
11 PP
96' EI

L'equation (1), apres quelques calculs, donne:

11+24;^
x=

XI' 2GQ'
PI

±GQ'

GQ'P

16 + 48 EI
Qü'V-

P

Y

Fig. 42

19 Abhandlung XIII
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12048 PI

Fig. 43 o.ososPc lülllu^T^

on a E/G 2 (1 + 77) 2,6. 42' vaut pratiquement la section de l'äme de la
poutrelle, soit Q' 105 • 5,1 536 mm2; l 1145 mm; on trouve

24 EI
GWT> - °'2875

et X B2 0,6810 P

On en deduit par la statique:

B0 0,4095 P; P4 - 0,0905 P

Le diagramme des moments correspondants est represente ä la figure 43.

Par superposition, on obtient le diagramme des moments correspondant
ä deux charges P egales.

On a
/vi ~ 11 1 «i »r»

1,13Jf2_0,1805
Mx 0,1596

au lieu de 1,20 par la theorie classique. La correction vaut la peine d'etre
prise en consideration.

B. Examinons ä present Veffet des deformations dues ä Veffort tranchant sur
la charge de stabilisation. Les equations definissant la charge de stabilisation
s'ecrivent, par analogie avec le paragraphe 3 E.,

m
0,2048 PI- 0,0452 yPl+ —^ 0,1805 PI- m2 Mp

On en deduit aisement:
Mp

Pour y 1, on trouve:

pl

stabilisation '

P.

Z (0,1968- 0,0301 y)

Mp 0MP
stabilisation ¦*¦ adaptation O 1667 7 /

Fig. 44

^IffliflKim ' A\\ I flfl^ 0.1596 Pf

3

\!

lW 3
1

0,1805 Pf

1

*

^ Ik IM



Essais d'adaptation et de stabilisation plastiques sur des poutrelles laminees 281

ce qui doit etre puisque les deformations dues ä l'effort tranchant n'inter-
viennent pas dans le calcul de PAdaptation > ^ui es^ un Pur calcul de statique.

Pour y 0, on trouve:

y o _ Mp _ Mp 5,05 Mvr stabilisation ~ q ^953 \ ~~ °'UÖ ~J~ d,U lieU UC
7

par la theorie classique.
La correction est inferieure ä 1%, c'est-ä-dire negligeable.
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Resume

Le gain de resistance resultant de l'egalisation progressive des moments
dans les systemes hyperstatiques en acier doux par formation d'une serie de
rotules plastiques ne s'applique qu'au cas oü toutes les charges exterieures
grandissent proportionnellement.

Si les charges maxima sont appliquees dans un ordre quelconque ou se

deplacent sur la construction, la theorie montre que le Systeme peut etre mis
hors service sous des charges plus faibles que Celles d'adaptation plastique,
par suite du cumul des petites deformations plastiques.

Les experiences realisees montrent que, contrairement a l'avis de plusieurs
specialistes, ce cumul des deformations se produit sous des charges approxi-
mativement egales a Celles predites par la theorie. On peut donc se fier en
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pratique aux valeurs theoriques et il est d'ailleurs absolument necessaire de

prendre le phenomene de cumul en consideration dans les calculs de stabilite.
Les essais ont en outre montre qu'il est dangereux d'appliquer la theorie

de la flexion plastique ä des poutres hyperstatiques qui ne sont pas convenable-
ment maintenues lateralement.

Zusammenfassung

Wenn alle äußern Lasten gleichmäßig anwachsen, darf bei statisch
unbestimmten Systemen eine Erhöhung der Tragfähigkeit erwartet werden, die so
zustande kommt, daß an einigen Stellen plastische Gelenke entstehen, was zu
einem Ausgleich der Momente führt.

Werden die größten Lasten nach irgend einer Reihenfolge aufgebracht
oder sind sie beweglich, dann zeigt die Theorie, daß infolge einer Überlagerung
von kleinen plastischen Verformungen das System schon unter Lasten außer
Gebrauch gesetzt wird, die unter der für den Fall völliger plastischer Anpassung

ermittelten Maximallast liegen.
Die ausgeführten Versuche decken sich mit den theoretischen Ergebnissen;

auch bei Stabilitätsberechnungen muß die Erscheinung der Häufung plastischer

Verformungen berücksichtigt werden.
Überdies haben die Versuche gezeigt, daß es gefährlich sein kann, die

Theorie der Biegung im plastischen Bereich auf seitlich ungenügend
ausgesteifte Träger anzuwenden.

Summary

The increase in strength resulting from the progressive equalisation of
moments in statically redundant Systems of mild steel, by the formation
of a series of plastic hinges, only applies to the case in which all the external
loads increase proportionally.

If the maximum loads are applied to the structure or removed from it
in random order, the theory shows that the system can be made unserviceable
under loads less than those which produce total plastic yield (collapse), in
consequence of the aggregation of small plastic deformations.

The experiments undertaken show that, contrary to the opinion of several
specialists, this aggregation of deformations is produced under loads app-
roximately equal to those predicted by the theory. One can therefore rely
in practice on theoretical values and it is moreover absolutely necessary
to take into consideration the phenomenon of shake-down in calculations
of stability.

The tests have further shown that it is dangerous to apply the theory
of plastic bending to statically indeterminate beams which are not adequa-
tely supported laterally.
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