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Vibration propre et stabilite des ponts et charpentes

Eigenschwingung und Stabilität der Brücken und Hochbauten

Eigenvibration and Stability of Bridges and Structures

VLADIMIR FIRT
Ing., C. Sc, Academie des Sciences tchecoslovaque, Prague

Introduction

L'auteur indique les methodes permettant l'usage des calculatrices electro-
niques pour etudier les frequences de Vibration propre et les vecteurs propres
ainsi que la charge critique des ponts et charpentes. Le Systeme d'equations
resultantes est etabli ä l'aide de la methode des deformations qui est tres
simplifiee par l'application de fonctions approximatives.

Les constructions formees d'arcs et de barres ä section variable sont rem-
placees par un Systeme de barres rectilignes ä section constante ayant les

longueurs lu-i,k^k,k+n • • • (%• *)• Les points oü la masse est concentree sont

K+1
K-1

Fig. 1.

consideres comme des nceuds. Un Joint non-rigide est idealise par l'assemblage
elastique des barres au troncon absolument rigide g qui a la rotation yg apres la
deformation de la construetion pendant que la section d'extremite de la
barre g — h a la rotation ygh (fig. 2)

Le moment
suivante:

Mgth ä l'extremite de la barre est donne par l'expression

Ma.% Kg,h(Yg,h-<Po)>
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oü Kg h est la caracteristique de 1'assemblage elastique qui peut etre
determinee ä partir de l'ouvrage [1]. La valeur Kgh oo appartient ä la liaison
rigide (yg>h <Pg) ot Kgh 0 ä la liaison articulee.

La notation utilisee pour les diverses grandeurs est la meme que dans [2]
et [3].

(g)
Xg.h

Yq,h-<Pq

h)

Fig. 2.

1. Les fonctions approximatives pour la barre vibrant dans un plan et dans Pespace

Dans les relations entre les amplitudes des forces et des moments aux
extremites et les amplitudes des composantes de deformation des sections aux
extremites de la barre vibrant dans un plan, de fagon generale, il existe les
combinaisons lineaires des fonctions Fj (X), j 1, 2, 6, f1 (i/j) 0/tg iß, /2 (0)

#rin^[2], [3], [4], oü

W_7- *-'iw- <">

On peut exprimer tres exactement ces fonctions au moyen de polynömes
Pj et Qt de la forme:

Pf =a, + 6iA4 + c3.A8 + ^Ai2, 7 1,2, .,6,
Qt^ät + brf' + CiP + diP, » 1,2,

dans les intervalles suivants [5]:

0^A^3, O^i/j^I. (1.2)

Les polynömes Pj representent les 16 premiers termes de la serie de Maclaurin
et Qi representent 8 premiers termes de cette serie.

En faisant usage des relations

\* aw2, i/j2 bco2, (1.3)

oü a lfJ>
fe 100!y' <L4>

on obtient les equations approximatives des fonctions F (X) et f(i/ß):
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F,
F2

F3

F,

^6

/l
/2

2+ 0,7142857

4- 0,9523810

6+ 3,0952381

6+ 5,2380952

12-12,8571429
12-37,1428571

1- 0,3333333

1+ 0,1666666

10-2a^2 + 0,1570410-4a2co4 + 0,036

IO-2 aco2- 0,16262 • 10~4 a2 co4 - 0,036

10-2aw2 + 0,72193-10-4a26o4 + 0,160

IO"2 a co2 + 0,76617 • 10~4 a2 oj4 + 0,160

IO-2 a co2 - 3,29571 • 10~4a2 o>4 - 0,800

IO-2 a co2- 3,64873 -10-4a2o>4- 0,800

IO-2 baj2- 0,02222 • IO"4 b2 co4 - 0,002

IO-2 b co2 + 0,01944 • IO"4 b2 co4 + 0,002

10-6a3^6,

10-6a3w6,

10-6a3co6,

10-6a3c^6,

10-6a3oj6,

10-6a3o)6,

10-6ö3oü6,

10-6ö3cü6.

(1.5)

La Vibration generale dans l'espace d'une barre ä section constante est
donnee par les fonctions Fj, j= 1, 2,. 6, des arguments

Aü H/^r, Aw Zl/-&, (1.6)EJ"
et par les fonctions f1 (fi) et /2 (fi) ainsi que par les fonctions /3 (&) #/tg # et
/4(#)=#/sin#, [3], [4], oü

# Z F Gl"' (1.7)

Dans ce cas, on determine les valeurs d° et aw de la premiere expression de

(1.4) en substituant ä la valeur J les valeurs Jv et Jw et on remplace a par
av et aw dans les equations (1.5).

En faisant usage de la relation &2 c co2, oü

xl2
C=100G/«'

on peut exprimer les fonctions /3 (&) et /4 (#) dans 1 'intervalle

0^#^1
par les expressions suivantes:

/3 1 - 0,3333333 • 10"2 c w2 - 0,02222 • 10~4 c2 oj4 - 0,002 • 10~6 c3 co6,

/4 1+0,1666666-10-2coj2 + 0,01944.10-4c2a;4 + 0,002-10-6c3a;6.

(1.8)

(1.9)

(1.10)

2. Les fonctions approximatives pour la barre chargee axialement

Au cas oü la barre chargee par une force axiale N est deformee dans le plan,
il existe les fonctions Fi (a) et Fi (S), i 1, 2, 3,4, dans les relations fondamentales

de la methode des deformations, oü

1]
I N
EJ' =>m (2.1)

Les fonctions .T(a) sont valables pour la barre comprimee (N> 0) et r(8) pour
la barre tendue (N < 0).
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Dans les intervalles

0^a^3,16, 0^8^3,16 (2.2)

ces fonctions sont exprimees tres exactement par la serie de Maclaurin avec
le nombre de membres suivant:

(2.3)

r± 2+ 0,33333-lO^a2 + 0,1032-10~2a4 + 0,036- 10~3a6,

r2 4- 1,33333- IO-1**2 - 0,1770-10"2a4 - 0,045- 10~3a6,

T3 6- 1,00000-10-!a2 - 0,0714-10~2a4 - 0,009- 10~3a6,

T4 -12 + 12,00000- lO^a2 + 0,1430- 10~2a4 + 0,020- 10~3a6,

Tx 2- 0,33333-lO-iS2 + 0,1032- 10~2S4 - 0,010-10~3S6,

T2 4+ 1,33333-10-iS2 - 0,1770- 10~2S4 +0,034-10-3S6,

r3 6+ 1,00000- lO^S2 - 0,0714-10"284 + 0,006-10-386,

T4 -12- 12,00000- 10-!S2 + 0,1430-10"284 - 0,013-10~3S6.

Lorsqu'un portique plan fait partie d'une construetion spatiale et qu'il est

beaucoup plus charge que les autres parties de cette construetion, on remplace
approximativement l'influence de 1'interaction spatiale par des appuis elastiques

qui sont plaees au niveau des traverses et ont les caracteristiques v±, v2, v3,
etc. (fig. 3).

ii

Fig. 3.

Ensuite, la stabilite de ce portique peut etre etudiee au moyen des fonctions

(2.3).

3. Les formes des systemes d'equations des deformations

En employant les fonctions approximatives (1.5) et (1.10), on obtient le

Systeme homogene d'equations des deformations de la forme:

(A-oü2B-oj*C-üj6D)x 0 (3.1)

qui est valable pour la Vibration propre de la construetion donnee. ca est la
frequence de Vibration, x le vecteur dont les composantes representent s
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deformations inconnues (rotations et deplacements) des nceuds et des sections
mesurees a l'extremite des barres, A ||a^-|| est la matrice de rigidite de la
construetion, B= ||6ifJ-||, C= ||c^-||, D= \\ditj\\, i,j= 1,2, .,s, sont les matrices

carrees de rang s qui dependent de la rigidite des barres a la flexion EJ,
ä la compression ou ä la traction E F et ä la torsion G Iu, du mode d'assemblage
des barres, de la repartition de la masse fi et de la maniere dont la construetion

est appuyee.
Quant ä l'etude de la charge critique de la construetion, on exprime les

parametres a et 8 de toutes ses barres au moyen du parametre <x12 qui appar-
tient a la barre choisie 1—2 (fig. 3). Si le rapport entre les forces axiales ne
varie pas, il vient d'apres (2.1)

atf,ft 7?f/,^al,2' °r,k Vr3k ^1,2' (3.2)

OU
h,h -% Ng,h Jl,2 U,k J\ Nr,k I Jl,2

llt2 r iyl,2dg,h Cl,2 r iyl,2ur,k

En faisant usage des fonctions (2.3) et des relations (3.2), on obtient le

Systeme d'equations des deformations de la forme de (a alf2)

(Ä-ot2B-oc*C-otQD)x 0, (3.3)

oü A=A. Si quelque barre est soumise ä des efforts dans le domaine non-
elastique, il en resulte Ä + A.

Quand on divise convenablement les barres de la construetion donnee en
elements dont chacun est considere comme une barre distinete, il est toujours
possible de verifier les conditions (1.2), (1.9) et (2.2), car les parametres A, fi,
&, a et 8 sont d'apres (1.1), (1.7) et (2.1) directement proportionnels ä la
longueur l de la barre.

Quant au calcul des trois premieres frequences propres des portiques a
nceuds deplacables ou des ponts formes d'arcs, on verifie en regle generale
les conditions suivantes [4]:

0^A^2,4, 0^0^0,5, 0^#^0,5. (3.4)

Les conditions (2.2) sont verifiees aussi pour ces constructions sans avoir ä sub-
diviser les barres [1].

Dans les intervalles (3.4) et0^a^3, 0^8^3il est possible d'exprimer les

fonctions Fj, j 1, 2, 6, et fi,ri,ri,i l,2,3,4, au moyen des deux
premiers membres seulement des series (1.5), (1.10) et (2.3), avec moins de
precision les valeurs reglees des coefficients de o>2, a2 et S2 [1], [4].

Dans ces conditions, des systemes d'equations de la forme

(A-co2 B)x 0, (Ä-oc2B)x 0 (3.5)

remplacent (3.1) et (3.3).



132 VLADIMIR FIRT

4. La Solution des equations resultantes

L'auteur propose pour resoudre le Systeme d'equations (3.1) ou (3.3), la
methode qui repose sur la transformation d'un Systeme homogene d'equations
en un Systeme non-homogene et sur ie developpement en serie de Taylor de
s — 1 fonctions auxiliaires

yj Xjlxs, j 1,2, .,s-l, (4.1)

de 1'argument a> ou a. Dans les equations (4.1) xjy j=l,2, .,s, representent
les composantes du vecteur x. Les fonctions (4.1) sont univoquement
determinees par le Systeme de s — 1 equations non-homogenes

s-l
2 (ai,i ~ Kl ^ ~ ciJ w4c ~ diJ ^6) Vi - au + Ks ^ + ci,s^ + Ks^ (4-2)
l=i i 1,2, .,s-l,

que l'on obtient en divisant les 5 — 1 premieres equations homogenes du
Systeme (3.1) par 1'inconnue xs + 0.

En derivant les equations (4.2) par rapport ä ca et en substituant co 0,
on obtient les systemes de s — 1 equations lineaires

s-l
2^j%(0) -at i 1,2, ...,s-l,l=i
Sz\ivVW 2![^s+s2^%(0)],
1=i 1=1

S2«W2/JV(0) 4![ci;S + S2%%(0)]+12216w2/|I(0),
7 1 1=1 1=1

'_>«Vi1 (0) 6! \ditS + SZditiyj(0)] + 3602^yf (0) + 2o'2 6„y^(0), etc.
3 1 7=1 7 1 7 1

En cherchant la Solution par recurrence des systemes d'equations (4.3) qui
ne different que par leur membre de droite on obtient les coefficients de la
serie (yj (0) =$n (0) =yJ (0) =yjn (0) 0, j 1,2, s - 1)

2! °* + 41
w + 6!^f(0) +&+&. +Ä«+..., ,.1.«,...,.-,. ,4.4)

qui est la valeur approximative des fonctions (4.1).
En substituant les polynömes (4.4) dans la derniere equation transformee

du Systeme (3.1)

s-l
2 (as,l - bs,l °^ ~ cs,i ^ ~ dsj w6) Vj + Hs ~ bs,s <*>* ~ cs,s "4 - d8tß co6 0, (4.5)
1=i

on obtient l'equation
a0 + a2 oz2 + a4 co4 + a6 co6 + • • • 0 (4.6)

dont les racines representent les frequences de Vibration propre recherchees:
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0%), cü(2) Quant aux composantes des vecteurs propres qui determinent
les formes de Vibration propre de la construetion, on les calcule en partant
des equations (4.4), a condition de substituer a 1'argument co les valeurs o^,
Cü(2),

Pour calculer les harmoniques, il est necessaire de developper les fonctions
(4.1) en serie de Taylor au point coR> 0 et de determiner les racines de l'equation

b0 + bx co + b2 co2 + 63 co3 + 64 cü4 + • • • 0, (4.7)

ovl b0,b1,b2, sont des constantes.
De meme fagon il est possible de trouver <xmin du Systeme (3.3) et de determiner

d'apres (3.2) et (2.1) les forces axiales critiques de toutes les barres de
la construetion donnee.

Quant au calcul de la frequence propre fondamentale de la construetion
ou de sa charge critique, il est souvent possible de limiter la serie (4.4) ä son
premier membre, si on choisit l'equation (4.5) du Systeme (3.1) en prenant pour
point de depart la signification physique du procede de calcul [6].

Dans ce cas il est aussi convenable d'employer les equations (3.5) et de

multiplier ces equations par les matrices A~x et Ä~x qui sont les inverses de
A et Ä.

Dans ces conditions:

(bi-±i\x= 0, (bi~IJx 0, (4.8)

oü / est la matrice unite et

B1 A-1 B, Bx Ä-1 B. (4.9)

Ensuite, on obtient les valeurs coq) et ocmin des valeurs caracteristiques
dominantes ßmax=llaj21) et ßmax=lloclin des matrices Bx et B1.

La frequence fondamentale et aussi les harmoniques de la construetion
peuvent etre determinees ä partir du Systeme (3.5) comme les racines de l'equation

caracteristique (ß=l/c_2)
\B1-ßI\ 0 (4.10)

dont le membre de gauche se transforme d'abord en polynöme en employant
les methodes connues de la theorie des matrices [4].

II existe dejä des programmes Standard pour les calculatrices electroniques
destinees ä resoudre les Operations numeriques les plus compliquees (la Solution
des systemes d'equations lineaires, 1'inversion de la matrice, la multiplication
des matrices, la recherche de la valeur caracteristique dominante de la matrice
carree) du moment oü les methodes mentionnees sont appliquees.
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Resume

Dans cette contribution l'auteur propose d'employer les fonctions approximatives

(1.5), (1.10) et (2.3) pour etudier la Vibration propre et la stabilite des

ponts et charpentes. En faisant usage de ces fonctions, on obtient les systemes
d'equations de deformation (3.1) et (3.3) ou (3.5), si on se limite aux deux
premiers termes des polynömes (1.5), (1.10) et (2.3). On resout ces systemes
d'equations au moyen des methodes convenant ä l'utilisation des calculatrices
electroniques.

Zusammenfassung

In dieser Abhandlung werden die Annäherungsfunktionen (1.5), (1.10) und
(2.3) zur Untersuchung der Eigenschwingung und der Stabilität der Brücken
und Hochbauten vorgeschlagen. Es ist auch möglich, sich auf die zwei ersten
Glieder dieser Funktionen zu beschränken. Bei Anwendung der Annäherungsfunktionen

und der Deformationsmethode erhält man die Gleichungssysteme
(3.1) und (3.3) oder (3.5), welche durch Methoden gelöst werden, die für die
Anwendung von elektronischen Rechenautomaten geeignet sind.

Summary

In the present paper the author proposes the use of the approximate functions

(1.5), (1.10) and (2.3) for investigating the natural Vibration and stability
of bridges and structures. It is possible to take only the first two terms of
these functions. Using the approximate functions and the slope-deflection
method, the Systems of equations (3.1) and (3.3) or (3.5) are obtained. The
Solution of these Systems of equations is performed by the methods which are
suitable for the use of electronic digital Computers.
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