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Calcul des forces internes par Temploi successif de petites matrices

Berechnung der inneren Kräfte durch sukzessive Anwendung von kleinen Matrizen

Calculation of Interior Forces by the Successive Use of Small Matrices

A. G. FRANDSEN
Ingenieur civil, Chr. Ostenfeld & W. Jonson, Coponhague

Introduction

Cet article presente le «calcul successif» classique dans une forme matricielle

teile que ce principe de calcul avantageux puisse etre employe pour des

constructions variees, tant planes que dans l'espace.
La base en est la theorie technique de l'elasticite.
On ne se prononcera pas sur les conditions dans lesquelles ce principe devra

etre prefere a la theorie technique de la plasticite. On se bornera a constater
qu'il existe, et qu'il y aura toujours, un certain besoin de calculs sur la base

mentionnee.

Petit aper^u historique

Les methodes de calcul successif, on le sait, ne sont pas d'introduction recente
dans la statique technique. Les procedes graphiques des foyers, qui
peuvent etre consideres comme precurseurs, etaient, selon Nokkentved [1] par
exemple, connus des 1860 environ.

Les idees de base du calcul successif de portiques plans, tel que beaucoup
l'emploient encore, furent exposees par A. Ostenfeld en 1922, en liaison
avec la presentation de la «methode des deformations» [2]. Le principe du calcul
successif devint generalement repandu, lie ä la «methode des moments primai-
res» de Efsen [3]. Des sa publication en 1931, cette methode fut tres assidüment

employee.

Pourtant, l'emploi par Efsen du calcul successif est plus limite que chez

A. Ostenfeld, en ce sens que Efsen ne traite en principe que des moments et
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des rotations, et que, en consequence, il doit ajouter toutes les fixations neces-
saires aux constructions ä nceuds mobiles. Ceci peut se traduire par un grand
nombre d'equations ä resoudre. C'est pourquoi, des 1'article mentionne,
Ostenfeld avait propose de traiter aussi bien les moments que les forces,
respectivement translations et rotations, dans le meme processus de calcul
successif. Ostenfeld attachait beaucoup de prix ä ce que l'on choisit les

inconnues de teile sorte que l'on soit toujours en mesure de resoudre une
equation avec une seule inconnue ä la fois.

De plus, dans sa «Statique technique» II, de 1925 [4], Ostenfeld proposa
d'utiliser le calcul successif pour des constructions hyperstatiques dans l'espace.
On peut se contenter ainsi de ne resoudre que 6 equations ä la fois.

De nos jours, il serait naturel d'exprimer ces pensees sous la forme matricielle,

par laquelle on aboutirait ä la methode de calcul exposee ici. Pourtant,
ä cette epoque, le calcul matriciel n'etait pas accepte comme auxiliaire naturel
pour les staticiens — et ce n'est que depuis les dix dernieres annees qu'il tend
ä le devenir au Danemark.

Le calcul matriciel remonte aussi ä environ 1860, et, au Danemark, il fut
introduit dans l'enseignement theorique des ingenieurs vers 1930.

Apres la derniere guerre, il y eut, dans des publications specialisees, un
grand nombre d'articles tendant ä clarifier l'utilisation du calcul matriciel
dans les problemes statiques — et, dans les dernieres annees, particulierement
en relation avec 1'utilisation de machines ä calculer electroniques. S. O. Asplund
est un partisan bien connu du calcul matriciel, qui a traite dans la presse
suedoise et etrangere de nombreux problemes interessants. Au Danemark,
K. W. Johansen, particulierement dans son livre sur les matrices, a contribue
ä leur diffusion.

II ne sera pas possible ici de donner un compte rendu tant soit peu com-
plet de 1 'imposante bibliographie sur le sujet. Les quelques references qui suivent
concernent celle oü sont exprimees des idees semblables a celles qui se trou-
vent a la base du present article. Nommons particulierement R. S. Jenkins,
qui, dans son livre de 1947 "Theory and Design of Cylindrical Shell Structures"
presente sous forme matricielle les equations necessaires a la combinaison
successive d'une serie de coques cylindriques [7].

Pour le calcul des tensions dans les tuyauteries, influencees par de grandes
variations de temperature, des methodes pour le calcul successif sous forme
matricielle se sont developpees, voir F. I. N. Niordson [8]. II semble y avoir
un interet partieulier chez les constructeurs d'avions pour les problemes de

calcul pouvant etre resolus par ces methodes. Une importante liste de reference
se trouve chez B. Klein [9].

Dans d'autres domaines professionnels se rencontrent des tendances paralleles

dans la technique des calculs. Citons seulement les theories de conduc-
tibilite thermique (problemes de couches multiples), et l'electrotechnique.

II faut mentionner ä ce propos que le militant des tenseurs, l'americain
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Gabriel Krön, a cherche a etendre ses considerations topologiques du circuit
electrique ä d'autres domaines, y compris le notre, voir par ex. la bibliogra-
phie [10].

Description de la methode

On peut definir la methode comme la construetion graduelle, dans l'abstrait,
d'une structure, au cours de laquelle on fait constamment appel aux connais-
sances dejä acquises sur les autres parties de l'ouvrage. Ce principe est dejä
bien connu des methodes classiques de calcul successif.

En posant les calculs sous la forme de matrices, on est a meme de pouvoir
traiter ensemble aussi bien les efforts que les moments, respectivement rotations

et translations. On evite ainsi de devoir ajouter des fixations comme
soutiens fictifs temporaires aux nceuds mobiles.

Les coneepts familiers de coefficient de repartition ou de transfert ont dans
la methode presente leurs pendants directs. On peut ainsi definir:

matrices de repartition,
matrices de transport,
matrices de flexibilite, et
matrices de rigidite

pour tout element de construetion ou nceud.
Element de construetion ou nceud seront ici compris de maniere large: un

element de construetion est toute partie de l'ouvrage, grande ou petite, qui,
au point de vue de la technique de calcul, est traitee ensemble — et qui ainsi
ne se compose pas necessairement d'une seule poutre, d'une seule barre,
etc... De meme, le concept de nceud doit s'elargir jusqu'ä comprendre le
nombre de nceuds simples que l'element de construetion ainsi defini a en
commun avec l'element contigu — et qui sont traites ensemble.

Tout element de construetion a deux nceuds: un en contiguite avec la
partie de la construetion dejä traitee (eventuellement la fondation), et un
nceud libre. Un trait marquant de la methode est l'utilisation des consoles

(poutres en porte-ä-faux), caracterisees precisement par la fixation d'un noeud

pendant que l'autre est libre.
Dans sa forme la plus simple, la methode utilise ainsi la poutre-console

libre, et nos considerations preliminaires seront, pour plus de simplicite, liees
ä celle-ci. La forme generalisee, qui sera exposee en meme temps que quelques
exemples d'utilisation, permet, entre autres, 1'elimination des conditions
cycliques, mais peut aussi parfois etre employee avantageusement en vue de la
reduetion de l'ordre des matrices.

On s'efforce d'aborder les problemes en partant des connaissances sur la
construetion — et non du Systeme d'equations pour l'ensemble de la construetion.

Les matrices utilisees ne sont donc pas des sous-matrices dans ce grand
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Systeme d'equations, mais ont naturellement une certaine relation avec
celles-ci.

En ce qui concerne les calculs, on s'efforce de maintenir les matrices ä

l'ordre le plus bas possible — d'oü l'expression «petites matrices».

Dans les calculs, on imagine toutes les charges appliquees aux nceuds, et
seules les charges aux noeuds sont traitees ici. Les charges entre les nceuds se

traitent de la maniere elementaire (les forces aux nceuds sont definies en
supposant une fixation momentanere de tous les noeuds, et sont ensuite considerees

comme forces externes).

La poutre-console libre dans Fespace

La presentation ci-dessous suit les principes enonces par Niordson [8].
Comme montre sur la fig. 1, nous imaginons une poutre-console placee dans

un Systeme de coordonnees orthogonales, avec le nceud de fixation place ä

l'origine, et l'extremite libre aux coordonnees (x,y,z). La poutre n'est pas
necessairement rectiligne.

z<
RM

R.MY'"Y

'7 RMX '"X

-y

Fig. 1

UZWZ

-»• uYwY

UyWy

A son extremite libre (point 1), la poutre est soumise ä une force Px et ä

un couple Mt, que nous supposons developpes en leur composantes suivant
les axes:

¦m. \FXi Fy, "z)l9

Jf1= (Mx,My,Mz\.

Les coordonnees de la force et du couple sont comptees positives selon x, y, z.
Par ailleurs, on suppose la poutre-console non chargee. Les equations d'equilibre

simple donnant les forces qui influent sur le noeud de fixation sont alors:



CALCUL DES FORCES INTERNES PAR L EMPLOI DE MATRICES 163

P — P

M0= rPx + Mx,
oü r (x,y, z), et r P represente le produit vectoriel.

Rassemblons maintenant, uniquement pour la technique de calcul, les vec-
teurs de la force et du couple en une colonne matricielle ä 6 elements:

K
Mx
Mv

{PX,PV,PS,MX,MV,MZ},

et transcrivons les equations en une «formule de transport» pour les «forces» K,
en ne distingant plus entre les forces et les couples:

Kn TK, -\E °]k
oü la matrice de transport T est une matrice carree du 6e ordre contenant
4 matrices du 3e ordre, qui, ici, pour etre distinguees des matrices du 6e ordre,
sont surmontees d'un trait. E represente une matrice unite (chiffres 1 en
diagonale), 0 represente une matrice zero (zeros partout), et T la matrice
speciale antisymetrique qui tient place du produit vectoriel:

0 -z y
T= z 0 -x

— y x 0

En attribuant au point 0 une translation u0=(ux,uy,uz)0 et une rotation
w0 (wx ,wz)0, nous tirons les deplacements du point 1:

ui u0 + w0r u0 — rw0,
w1 w0,

et pouvons alors, tout comme pour les forces, reunir u et w en une colonne
matricielle U, et ecrire

Ux T*C70.

le signe * indiquant une transposition. Ceci est verifie par le fait que T est

antisymetrique, et le changement de signe signifie donc simultanement une
transposition, et l'on remarque que T se deplace comme un tout.

On remarquera expressement que nous avons ici considere les deplacements
de la poutre-console comme un tout rigide, et que, en consequence, la relation
etablie ne vaut que pour la partie des deplacements du point 1 qui ont leur
origine dans les deplacements du point 0. La contribution des deformations
de la poutre-console sur le segment 0 — 1 sous l'action des forces internes
eventuelles doit etre ajoutee separement. Nous devons de plus souligner que
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nous avons utilise les presuppositions habituelles quant aux petites
deformations.

Nous pouvons maintenant enoncer 1'important theoreme definissant la
relation entre le transport des forces et celui des deplacements:

Les matrices de transport qui, pour une construetion par ailleurs non chargee,

representent le transfert des forces du nceud libre au nceud fixe, et,
reeiproquement, le transfert des deplacements du nceud de fixation au nceud
libre, se deduisent l'une de l'autre par transposition.

Ce theoreme est une consequence directe de l'hypothese sur les petites
deformations ainsi que des regles geometriques simples pour d'une part l'equilibre

des forces, d'autre part les deplacements des corps rigides, mais, comme
on le verra par la suite, il est valable aussi lorsqu'on intercale des soutiens
elastiques entre les points 0 et 1, et peut ainsi etre etendu jusqu'ä valoir pour
tout element de construetion. Ce theoreme est d'ailleurs un cas partieulier du
«Theoreme de Krohn» mentionne par Asplund [5].

Si nous considerons ensuite les contributions de la poutre 0—1 meme aux
deformations (avec point 0 comme absolument fixe), il apparait qu'une equation

de ce type serait possible:

oü B1 est une matrice carree symetrique du 6e ordre, appelee matrice de
flexibilite. Dans toute une serie de cas simples, on peut poser directement cette
matrice en connaissant la forme de la poutre, les constantes de section et les

proprietes du materiau. On aura alors avantage ä developper la poutre de la
maniere la plus simple possible sur des axes de coordonnees.

Si l'on connait B' dans les axes de reference X', on trouve aisement B dans
le Systeme X, connaissant la transformation orthogonale qui reporte les vec-
teurs d'un Systeme ä un autre. Si par ex.:

X RX',
ona K RK', et U RU',
oü R \RR\ est une matrice quasidiagonale du 6e ordre, avec sous-matrices
principales R.

On reconnait alors dans X' la relation U' B'K', et l'on voit que l'on a:

U RB'R*K, avec R-1 R*,

c 'est-ä-dire: B RB' R*.

Si une poutre rassemble une serie de segments ä matrices de flexibilite ainsi
connues, on obtient facilement les proprietes de l'ensemble de la poutre pai
la formule (voir fig. 2):

B Y T* B T¦^p Zj ^mp -"m Mmp '
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Tmv y represente les matrices de transport pour les forces du point p au point
m, qui est le point du segment m le plus proche de l'extremite libre de la
poutre, et Bm est la matrice de flexibilite pour le segment m.

m-1

Fig. 2.

Si l'on reduit au für et ä mesure les segments, 1'addition peut etre remplacee
par une integration.

Pour une poutre ä peu pres droite, dans laquelle les axes principaux sont
en meme temps axes de symetrie, on peut poser une expression tres simple
des matrices de flexibilite B' des segments (ä l'interieur du Systeme de
reference «propre» au troncon de poutre), en ecrivant avec les symboles facilement
comprehensibles:

aw a ~A 1 1 L_L__L
EA 0AX GA2 GK EJX EJ2

c'est-ä-dire une pure matrice diagonale. On a donc pour tout le membre 0 — p:

B fT*B(8)dB'B*(8)Tap,
0

oü 1 'on reconnaitra, avec un peu de fantaisie, les expressions bien connues pour
la determination des deformations ä l'aide de l'equation du travail.

Comme on le sait, on neglige bien souvent les deformations qui proviennent
des efforts normaux ou tranchants.

Les matrices dB' deviennent donc singulieres, et B de meme, si l'axe de la
poutre est rectiligne. Si au contraire l'axe de la poutre s'ecarte de la ligne
droite entre 0 et p, B devient positive definie. Ces considerations sur la singu-
larite ne sont pas sans portee quand on utilisera les approximations mention-
nees.

Elles jouent aussi un röle important dans certains raisonnements que l'on
peut etre amene ä faire dans la recherche d'une formulation sans dimensions.
Comme on l'aura note, entrent dans les colonnes matricielles K et U des

elements de dimensions variees. Ceci est sans grande importance, mais, intui-
tivement, on preferera une formulation dans laquelle les elements de chaque
colonne matricielle seront de meme espece, et, etant donne que les efforts que
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l'on portera dans ce sens aideront en meme temps ä clarifier les lois
d'extrapolation, nous nous penchons maintenant sur cette question.

Nous reprendrons les matrices jusqu'ici presentees K' et U', et en tirerons
de nouvelles par les transformations:

TT 7ÜJ u rK E -E
a

K', U \E aE\U'.

E, J, et a sont des valeurs de reference arbitrairement choisies pour le module
d'elasticite, le moment d'inertie, et la longueur. Tous les elements des colonnes
matricielles K et U ont maintenant la meme dimension, ä savoir la force.

Les matrices de transport deviennent:
~E 5

T E -E
a

T' \E aE\ T' E

Cette transformation est du type C~1AC, appelee transformation de similarite.
Les transformations de ce type conservent les caracteristiques de sommation
et de multiplication dans les matrices transformees.

Les matrices de flexibilite se transforment d'une maniere un peu differente:

B ^\E aE\B'\E aE\.

Cette transformation n'est pas une transformation de similarite, mais a les

memes caracteristiques simples concernant la sommation.
Ces transformations faites, tous les elements des matrices B et T sont des

chiffres purs.
Si l'on considere B' et B divisees en sous-matrices du 3e ordre, on trouve

les relations suivantes entre l'une et l'autre forme:

B1X

Bzi

EJ
a

^ii»

a2 ^21'

^12

^22

EJ
,2a

EJ ^
a

B12>

^22-

Comme on peut s'en rendre compte facilement, les sous-matrices de B' sont
cependant liees aux facteurs de proportionnalite suivants:

EA et EJ' *12'EA et EJ'
1 L2 Jj_

EJ

Bii

B21 EA et EJ' B22

oü L, E, A, et J representent respectivement la longueur de la poutre, le

coefficient d'elasticite du materiau, une section caracteristique et un moment
d'inertie caracteristique.

On voit ainsi que si l'on desire, pour deux poutres ä meme forme d'axe et
meme Variation de section suivant l'axe, amener les matrices B ä exactement
la meme forme, on devra d'abord choisir les caracteristiques convenables de la
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poutre comme valeurs de reference, et ensuite soit avoir complete similitude,
soit negliger les contributions de moindre importance des efforts normaux et
tranchants. Dans ce dernier cas, on peut se permettre d'avoir differents
facteurs de proportionnalite pour les longueurs et sections respectives, et l'on
peut donc tres facilement poser les matrices de flexibilite.

Composition des elements

Comme montre plus haut pour la poutre-console libre dans l'espace, on
pourrait caracteriser la Situation d'un tel element par des relations du type:

K0 T1K1,

valables pour l'element lorsque celui-ci est soumis aux deplacements U0 au
noeud 0 et aux forces K1 au noeud 1.

Pour trouver la distribution des efforts internes dans 1 'ensemble de la
construetion, on doit considerer l'element comme mis en contiguite avec les autres
elements. Pour cela, on utilise les deux principes suivants (appeles par Niord-
son [8] respectivement groupement par serie et groupement parallele):
1. Prolongation d'une partie de la construetion dejä calculee par une partie

libre, ne s'appuyant que sur cette partie connue.
2. Mise en contiguite de deux parties connues dont les systemes de support

sont independants l'un de l'autre.

Par utilisation successive de ces deux principes, qui dans certaines variantes
de la methode sont tres rapproches, on calcule progressivement la construetion
d'un bout ä l'autre. Parfois, on calcule la construetion deux fois (ou plus) dans
d'autres directions. Ceci dans un but de verification, et pour simplifier la
distribution des charges sur la construetion ä mener ensuite.

Operation de Prolongation

Penchons-nous maintenent sur le premier de ces deux principes, et
considerons que le point 0 (fig. 3) est un nceud (dans la partie dejä calculee de la
construetion) ä proprietes de deformation connues par:

U0 A0K0.

On voit de lä que la formule globale pour le deplacement du point 1 devient:

U^iTfAoTt + BJK^AiK!,
par laquelle la matrice de flexibilite resultante, Ax, pour le point 1 est definie.

Si l'on desire connaitre le deplacement du point 0 en fonetion d'un deplacement

provoque du point 1, on calcule la matrice de transport, Cl9 definie par:
U0 A0T1A?U1 ClU1.
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Les formules presentees dans ce chapitre sont susceptibles d'etre un peu
modifiees, au cas oü l'on traiterait d'elements-consoles generalises, voir plus
bas.

Operation de mise en contiguite

Considerons deux noeuds libres, 1 et 2 (fig. 4) dont nous connaissons les

matrices de flexibilite Ax et A2. Nous desirons reunir ces deux nceuds en un
nceud commun, 3, dont nous chercherons la matrice de flexibilite A3 ainsi que
la distribution d'une charge K3 entre les deux nceuds.

On suppose d'abord que, en 1'absence de charge, les deux nceuds se con-
fondent, et l'on a alors:

ü1 A1K1 U2 A2K2 U3 A3K3 et

K3 K1 + K2

et, en supposant que A1 et A2 sont regulieres:

U^iAZ + AZZ'K^A.K,,
K1 A^AaKi =D1K3,
K2 — A2 A3K3 D2K3.

Fig. 3.

1\ > *

Fig. 4.

On obtient ainsi la matrice de flexibilite resultante, A3, et les deux matrices
de distribution D1 et D2, dont l'une ressort facilement de l'autre, leur somme
etant la matrice unite E.

S'il existe au depart une «breche» entre les deux noeuds non charges, les

equations deviennent:

U1 UQ1 + A1K1 =U2= U°2 + A2K2 U3, et Kx + K2 0,

qui ont pour Solutions:

Us (AZ +AZZ'AZ Ul + (A? + A?)-iA? UI ou

U3 D*U° + D*Ui et

K1 -Kt A?{Ul-Ua) A?Df(Ul-U$) FM-Ül).
Dans ce cas, on trouve donc une expression des forces internes resultantes sous
la forme d'une matrice de rigidite F3, multipliee par la breche U%— U\,
ainsi qu'une expression du deplacement resultant comme quotes-parts des
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deplacements initiaux des nceuds. Ces quotes-parts sont exprimees ä l'aide des
matrices de distribution transposees pour les noeuds en question.

Nous avons en meme temps montre que la formulation dejä etablie pour
les forces et le transport des deformations est valable meme si un element a

un support elastique. Si nous considerons par ex. le nceud 2 comme un tel
support pour l'element 0—1, nous voyons que:

K0 T1D1K3, pendant que
U3 D* T* U0, avec ü\ T* U0.

Cependant, nous pouvons aussi constater qu'un deplacement impose, U0, du
noeud de fixation entraine certaines contraintes:

K0 -TxFATfü0 -F0U0.

Nous sommes ainsi conduits ä une formulation plus generale des conditions
de deformation et d'equilibre de l'element console, que nous tenterons d'appro-
cher ci-dessous.

En resume, nous pouvons constater que le resultat de l'operation de
composition depend entieremeiit des trois matrices A3, Dx et F3, etant donne

que l'on a:
Us AsKz + D*U<l+I>?U°,
K1 D1Ka-Fim + Fiü%,
K2 DtKa + F3U°-FaUl

Les matrices sont calculees le plus facilement dans un ordre de succession
donne. Les formules appropriees sont donnees ci-dessous, l'expression
developpee ci-dessus (nommee ici Ire Variation) etant transcrite de plus en deux
autres variations pouvant etre utiles dans certaines situations.

Ire Variation ler pas: A3 (A^1 + Att1)-1
2e pas: D1 A^1 A3

3e pas: F3 D1A21

2e Variation ler pas: F3 (A1 + A2)~1

2e pas: Dx F3A2

3e pas: A3 A1D1

3e Variation ler pas: D1 (E + A2XAx)_1
2e pas: A3 A1D1
3e pas: F2 D1A21

Dans toutes les variations, D2 ressort de:

D2 E-D1.
La premiere Variation, utilisant les matrices de rigidite A~1 dans les Operations
de composition, est consideree comme la plus utilisable. Ainsi, il est possible
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de faire entrer en une fois de nombreux elements dans le meme noeud. Par
contre, la methode ne permet pas l'emploi d'approximations rendant les
matrices A singulieres.

Si l'on se deeide ä utiliser cette Variation, on cherchera naturellement ä

transcrirc l'operation de Prolongation de fagon ä ne devoir employer que le«

matrices de rigidite. Les avantages n'en semblent pourtant pas tres grands,
dans la mesure oü les matrices de flexibilite sont regulieres, mais la methode

peut etre necessaire si l'element a un appui incomplet au point 0.

La seconde Variation est souvent la plus avantageuse, lorsque les possibili-
tes de son emploi sont reunies. Si ne se trouvent nulle part des conditions
d'appui incomplet, les matrices de flexibilite pourront toujours etre ecrites
avec des chiffres definis, et la Variation etre alors utilisee meme si, separement,
les matrices de flexibilite sont, ä cause des approximations faites, singulieres.

La troisieme Variation s'emploie avec avantage surtout si la construetion
consideree contient une serie d'appuis uniformes, ayant tous une matrice de

rigidite singuliere.

Element console generalise

La poutre-console simple est statiquement determinee, et les deplacements
imposes au nceud de fixation n'entrainent aueune contrainte. Comme nous
1'avons vu ci-dessus, un appui elastique d'un element modifiera cependant ce

rapport, sans neanmoins changer le fait que le transport des deplacements
respectifs des forces entre le nceud libre et le nceud fixe sera exprime par des

matrices de transport transposees. D'une facon plus generale, des rapports
similaires sont applicables ä tous les elements dont les deformations doivent
entrer en ligne de compte dans la recherche des conditions d'equilibre. Nom-
mons par exemple les poutres sur soubassement elastique, les barres minces
de traction ou de compression, les parties complexes d'une construetion prises
comme elements, etc...

Dans tous ces cas, on pourra en general ecrire:

U^TfUo + B^,
K^-F^ + T^.

Les matrices de flexibilite et de transport contenues seront determinees en
tenant compte de 1 'indetermination statique, mais il est capital d'avoir introduit

une matrice de rigidite (eventuellement singuliere), exprimant la
resistanee de l'element au deplacement dans le nceud de fixation, point 0.

L'operation de Prolongation ne peut alors pas etre menee aussi aisement

qu'auparavant, mais doit etre executee comme une Operation de mise en

contiguite. Si l'on imagine l'element, 0 — 1, compose sans contrainte avec la
construetion servant de support, puis soumis ä une charge exterieure K%,
seule une certaine part, Kq, en influencera la construetion de support (selon
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les formules de la «3e Variation»):

Ki D0Kl D0 (E + F0Aoy\
En chargeant le nceud 1 par Kx, le transport au point 0 pourra etre exprime
ainsi:

K'^D^KX=T'XKX.
Puis on definit la matrice de flexibilite resultante pour le nceud 1 par:

A^TfA^Ti + B^
Nous avons lä un exemple de ce que le transport des forces ä un nceud
elastique ne correspond pas au transport transpose de deplacements absolus venant
de ce nceud.

L'expression du transport devient ä nouveau valable lorsqu'on introduit,
au lieu de deplacements absolus, une breche A U0 au nceud. Le deplacement
absolu du nceud 0 dans l'element 0 — 1 devient alors:

U0 D*AU0,

et le deplacement resultant du noeud 1 devient:

U1 T*D*A U0 T[*A U0.

Conditions de support incomplet

Nous avons jusqu'ici suppose que l'element de construetion considere etait
supporte de teile maniere que des forces de reaction de toutes sortes pouvaient
se presenter en n'entrainant que des deplacements limites du nceud de support.
Les deplacements sont supposes elastiques, eventuellement tous nuls.

D'autres conditions de support, celles qui, par ex., permettent certains
types de deplacements sans contrainte, ne limitent pourtant pas le champ
d'application de la methode.

Bien entendu, il n'est alors pas possible d'utiliser une matrice de flexibilite
confondant ensemble l'element et le support, etant donne qu'une teile matrice
comprendrait des elements indefiniment grands. II n'est souvent pas possible,
non plus, formellement, de poser une matrice de flexibilite ou de rigidite pour
le support seul, etant donne que ces deux formes, en raison d'hypotheses
idealisees, comprendraient des elements indefiniment grands. Pour le Systeme
support plus element, il sera pourtant toujours possible de poser une relation
du type:

K^AZU,,
oü la matrice de rigidite A^1 est d'un ordre correspondant ä celui du groupe
de forces pouvant etre supportees par l'appui. Le processus de 1 'etablissement
de A^1 depend des conditions donnees. II sera alors possible de passer ensuite
au calcul ulterieur suivant une des variations donnees.
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Exemples pratiques

Pour illustrer plus clairement le mode de calcul, sont presentes ci-dessous

quelques exemples, choisis assez simples pour que la plupart puissent etre
traites par les methodes habituelles de calcul manuel. Les constructions traitees
dans ces exemples sont en consequence planes, et meme choisies de facon ä ce

que Ton puisse ne mettre en ceuvre que des matrices du second ordre. II n'y a

aucun inconvenient ä aborder ainsi les questions. Les constructions dans l'espace
ne se distinguent que par la quantite, et non la nature des calculs necessaires.

En chemin, nous serons amenes ä traiter du probleme des conditions cycli-
ques, et montrerons comment on peut eviter les difficultes ä leur sujet. Ceci

ne pourra naturellement se faire qu'en choisissant des elements plus composes.
augmentant par lä l'ordre des matrices. Dans chaque cas, il faudra donc se

demander si l'utilisation du procede est justifiee. Cela nous entrainerait trop
loin de reproduire le developpement des formules employees, qui sont d'ailleurs,
dans la plupart des cas, faciles ä verifier.

Poutres continues avec appuis et encastrements elastiques

Une poutre uniforme, continue, encastree dans une serie de supports offrant
resistanee elastique tant ä 1 'enfoncement qu'ä la rotation, est un des systemes
statiques auxquels la presente methode de calcul est particulierement bien
appropriee.

Ce Systeme statique peut se presenter soit comme idealisation d'un pont
de bateaux, entre autres (fig. 5), soit au cours des calculs de repartition des

charges pour les poutres maitresses resistant ä la torsion.

l4^u --ij^^L-=-y---y -h^

Fig. 5.

On ne prend en consideration que les charges verticales, et l'on a ainsi un
probleme «plan droit», oü chaque nceud a deux degres de liberte.

La poutre-console simple (fig. 5) est utilisee comme element de construetion
dans la composition graduelle envisagee. On comprend immediatement que
pour une teile poutre-console de longueur a et ä rigidite constante E J, les matrices
de flexibilite et de transport sont (sans tenir compte de la contribution des

efforts tranchants aux deformations):
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B[

aö a*

3EJ 2EJ
a2 a

2EJ EJ
«-n

Si l'on amene ces matrices ä une forme sans dimensions par la transformation
precedemment decrite, et si l'on choisit les propres caracteristiques de la
poutre comme valeurs de reference, on trouve:

*-£?ri.]*n.]-ß}]. ^.[iljjyri.j-p.
Les matrices de forces et de flexion correspondantes sont alors:

^ fp M\ TJ EJ;K IP, —> et U —rk aw}.
{ a} a3 J

Cette transcription est avantageuse, les elements etant uniformes.
Les matrices de flexibilite des supports sont supposees connues, et on

procede naturellement ä la meme transformation que pour la poutre-console.
Pour des supports charges au centre, les matrices de flexibilite sont en diagonale:

A, \fv\,
mais les supports charges excentriquement sont traites aussi aisement. On
procede aux calculs de cette maniere: on commence par le support (par ex.)
de gauche, pour lequel on pose:

A0 A2.

On «prolonge» maintenant le support par la premiere poutre-console de la
partie consideree, et la matrice de flexibilite resultante pour le point 1 dans la
premiere partie est definie par la simple Operation de Prolongation:

A1 TiAnT1 + B1,

Apres quoi nous pouvons Her cette partie au support n° 2 et definir la matrice
de flexibilite resultante A3, la matrice de repartition D1 et la matrice de

rigidite F3 (pour eviter un trop grand usage d'indices, doubles, les indications
de points 0, 1, 2, et 3 sont utilisees ici avec la meme signification relative pour
toutes les parties).

On peut maintenant poursuivre les calculs, en considerant le nceud marginal
venant d'etre calcule comme le support de la prochaine poutre-console, et
ainsi de suite.

En cas de nombreuses parties uniformes, on peut interrompre les calculs,
lorsque les matrices de flexibilite pour les noeuds marginaux ne se modifient
plus. En cas de symetrie, un calcul dans une direction est süffisant, mais au-
trement un second calcul dans la direction opposee est souhaitable, sinon ab-
solument necessaire.

Si l'on desire maintenant definir les effets sur l'ensemble de la construetion
d'une charge sur un nceud donne, on procede en ce nceud ä la composition des
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deux systemes partiels contigus, apres quoi les forces sont definies par
utilisation successive des matrices de distribution et de transport.

Si l'on desire au contraire calculer les effets sur une section donnee d'une
charge arbitrairement choisie sur tous les noeuds, on peut etablir des matrices
d'influence de la facon suivante: on introduit une breche unite U — E dans la
section, et definit les deformations y correspondantes dans tous les noeuds ä

l'aide des matrices de transport C1. Ces matrices de deformation sont les
matrices d'influence transposees pour les effets etudies. Ce procede bien connu
est aussi base sur le «theoreme de Krohn ».

Si l'on envisage de mettre en oeuvre ce dernier procede, il sera avantageux
d'utiliser la premiere Variation decrite plus haut de l'operation de composition.

Exemple numerique

Comme Illustration supplementaire, nous donnons ici un extrait d'un calcul
pour une construetion du type decrit.

Pour les poutres-consoles, on a trouve, dans une forme sans dimensions,
la matrice de flexibilite Bx et celle de transport Tx\

_ [0.213 0.359] ri 0]
i*1"" LO.359 0.718J' A~ [l lj

Ll " [0.4

Dans Bx, on a affaire ä une rigidite variable.
Pour les supports, on a de meme trouve une matrice de flexibilite A2:

A2 |X).0881 0.0724J.

On pose alors, au premier nceud:

AQ [0.0881 0.0724J.

Apres Prolongation par la premiere poutre-console:

.3735 0.43141

.4314 0.7904J
*

Apres composition avec le second support:

ir_1_[0.4616 0.43141 [ 4.066 -2.033]
3 " [0.4314 0.8628J' 3 [-2.033 2.175J'

_T 0.358 -0.147] [0.642 0.147] _ [0.0565 0.0130]
1 "[-0.179 0.157J' 2 [0.179 0.843J' 3 " [o.0130 0.0610J '

Le calcul peut maintenant continuer exactement de la meme maniere, en
posant A0 egale ä la matrice A3 qui vient d'etre trouvee, en prolongeant avec
la console suivante. Nous nous limiterons ici cependant ä definir l'influence
sur le premier support d'une charge K3 sur l'autre noeud du Systeme ainsi
compose:

_
T0.358 -0.147]

0_L0.179 O.OIOJ*3-
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Si l'on avait au contraire utilise des considerations de deformations dans la
definition de la matrice d'influence, on aurait du, dans l'operation de Prolongation

ci-dessus, definir:

_ [0.638 -0.348]
1 " [o.238 -0.038J

Une breche unite entre les nceuds 1 et 2 au second support resulte en un
deplacement au point 1:

_ [°-642 0.179]
1 [0.147 0.843J'

et le deplacement du nceud 0 qui s'ensuit est:

_ [°-358 -0.179]
0 ~ [0.147 O.OIOJ*

Par transposition, on a alors la matrice d'influence pour l'effet sur le second

support d'une charge sur le premier:

_ [ 0.358 0.147]
A2-[_0179 o.oioJ °

en accord avec le resultat precedemment trouve.

Poutre continue sur supports elastiques mais incomplets

Dans le cas oü la liaison entre la poutre et le support est teile que seules
des forces verticales ä l'axe de la poutre peuvent etre transmises (fig. 6), les
matrices de flexibilite A2 contiendront un chiffre infiniment grand pour v. II
faudra donc prevoir d'introduire la matrice de rigidite:

A-1 —z±2 —
/

0

et de conduire les calculs avec utilisation de la Variation 3 de l'operation de

composition.
Le debut des calculs doit s'effectuer de facon particuliere, en definissant:

Ai-*= T?A-iT}-i,
AZ (E + AZ^^AZ1-

<K*

43===^HH5=^5w
Fig. 6.
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Pour les autres noeuds, on pourra cependant calculer les matrices de
flexibilite regulieres Ax de la facon normale.

Les supports ne pouvant recevoir que des moments sont determines en
relation avec les poutres Vierendeel symetriques ä membrures paralleles (fig. 7).
Si une teile poutre est soumise ä une charge antisymetrique, il est clair que l'on
peut considerer chacune des membrures comme une poutre continue sur
supports ä matrices de rigidite:

A'-i —z±2 — %&\0 6j.

I

I

vk

Fig. 7.

Par la transformation precedemment decrite, on aboutit ä la forme sans
dimensions:

A^ f> •'•

Dans ces deux cas non reguliers, les calculs chiffres deviennent tout-ä-fait
simples du fait des singularites dans les matrices de rigidite des supports, mais
ils sont conduits par ailleurs comme decrit precedemment.

Generalisation de la poutre sur supports elastiques

En plan, chaque nceud en soi a trois degres de liberte, etant donne qu'il
peut executer des deplacements tant verticaux qu'horizontaux, ainsi que de

rotation. En principe, les calculs devront donc etre exprimes en matrices du
troisieme ordre, autrement on ne peut pas toujours utiliser la poutre-console
comme element de construetion.

Si l'on considere ainsi (fig. 8) un portique ä 1 etage continu, ä montants
verticaux sur fondations independantes l'une de l'autre, on voit qu'il n'y a,
en negligeant les tassements verticaux et les raccourcissements des poteaux,
en fait que deux degres de liberte pour chaque nceud: une rotation et une
translation horizontale.
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Ceci correspond precisement aux degres de liberte des tetes de montants,
et il n 'y a en consequence aueune difficulte ä formuler les matrices de flexibilite
pour ces elements. Si l'on desire tenir compte de l'influence des deformations,
on procedera comme montre dans un paragraphe special ci-dessous.

777?.

Fig. 8.

Pour la poutre, on doit cependant supposer introduits des mecanismes de

guidage tels que l'extremite libre ne puisse se mouvoir qu'horizontalement
ou en rotation. Pour des arcs paraboliques plats, par ex. (fig. 8), avec E J cos 99

constant, on a:

B[ E J cos cp

f2a -fa
5 6

— fa a *-[)-: F, M^El0 3J,

6 4

ou, sous une forme sans dimensions obtenue selon la transformation habituelle:

B1

I/A2 _!/
5 \aj 6 a

6a
1

I
31 F0 [0 3|

L'operation de Prolongation doit etre ici menee comme precedemment decrit
pour les elements-consoles generalises, mais le mode de calcul ne s'en trouve
pas modifie.

Pour ce type de constructions aussi, la methode de calcul decrite s'avere
bien appropriee.

Elimination des conditions cycliques

Le bon aboutissement des calculs successifs depend de la maniere dont on
suivra une «route» bien definie ä l'avance dans la construetion, et dont, sur
cette route, on passera par tous les elements en une seule fois.

S'il intervient des ramifications en cours de route, les rameaux devront
avoir des supports independants. Si par contre les rameaux rejoignent le tronc
central, nous sommes en presence de conditions cycliques, et l'utilisation
simple du calcul successif en est rendue plus difficile. On pourra toujours pourtant

resoudre sans trop de difficulte des boucles isolees simples.
Pourtant, si le nombre des boucles est trop eleve, la besogne de distribution

des forces dans la construetion peut devenir si compliquee qu'une autre maniere
de proceder doit etre adoptee.

D'apres ce qui precede, on voit que ce qui est determinant ä cet egard est
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le concept de «route», et, comme il comprend une serie d'elements de construetion,

il s'agira de choisir ces derniers assez «larges» pour que des conditions
cycliques soient evitees. Ceci sera toujours faisable.

Pour illustrer ceci, considerons le portique etage multiple represente ä la
fig. 9. Pour eviter des conditions cycliques dans le calcul de cette
construetion, on choisira, comme element de construetion, des etages-cadres
entiers, se composant des poteaux solidaires avec la poutre. Ce Systeme
partiel est traite comme element-console generalise. On recherche alors ä

connaitre les effets des forces au noeud libre 1 (les trois points de la face
superieure), pendant que le nceud 0 (les trois pieds de poteau) est maintenu fixe.

On definit ainsi la matrice de flexibilite B1 ainsi que la matrice de transport
2\ pour l'element. On definit de meme la resistanee aux deplacements au
noeud 0 exprimee par la matrice de rigidite F0 et comme contröle 7f pour le

transport des deplacements au nceud libre 1.

k= <m

Mu

a a a

Mm Mh

77t7 777/

'S/////////////////////,
Fig. 9.

L'obtention de ces matrices peut se faire de n'importe quelle maniere, par
exemple selon la methode decrite ici.

Si nous nous autorisons ä utiliser les memes approximations que plus haut
et ä negliger les raccourcissements des barres, nous avons, dans ce cas precis,
4 degres de liberte ä chaque nceud: un deplacement horizontal (commun ä

tous les points du meme noeud) et trois rotations individuelles des points. Si

nous considerons specialement une construetion symetrique soumise ä une
charge antisymetrique, les rotations pour les poteaux externes seront identiques,

et nous pouvons donc dans ce cas reduire ä trois l'ordre des matrices.
Remarquons de plus que la matrice F0 n'a que le deuxieme rang, ce qui
simplifie le calcul de composition.

En utilisant des elements-consoles generalises, nous avons change une
construetion cyclique en une construetion aeyclique, et le calcul dans ce cas
se ramene ä une Operation de Prolongation.

Comme mentionne plus haut, cette generalisation entrainera une elevation
de l'ordre des matrices, et il faudra donc se demander pour chaque cas si le
procede est rentable.
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Poteaux

En consideration de leur utilisation, nous donnons ci-dessous les matrices
de flexibilite, transport et rigidite pour la flexion laterale d'un poteau-console
mince soumis ä une force normale P restant constante en cours de flexion.
Voir fig. 10. Y est donnee la forme sans dimensions obtenue par la transformation

precedemment decrite lorsqu'on choisit comme rigidite de reference EaJa
et longueur de reference a, pendant que la longueur et la rigidite du poteau
sont L et EJ.

B1

%

tg(kL)-kL sec(kL)-l
(kL)3 (kLf

sec(kL)-l tg (kL)
7 (kL)(kLf

1 0

tg (kL)
(kL) -y see(kL)

ou: jfca

EJ' y —,a

J^/40 -(kL)tg(kL)\,

EJ a
P =¦ L FaJa'

On voit facilement, du developpement en serie des fonctions contenues,
que les matrices, pour de petites valeurs de P, et donc de (kL) se rapprochent
des expressions usuelles pour les poutres.

Une formulation equivalente pourrait etre posee pour les tiges minces.

*7777/7.

Fig. 10. N.B. P n'entre pas dans:
K1 (H,M/a)1.

«,_ *

ZZZZZZ/W77ZZZZZZZZ/WZZZZZZZZ

Fig. 11. N.B. P n'entre pas dans:
K± (H, Mfa)i.

Particulierement pour les barres tendues ou comprimees, oü l'effort normal
est independant des charges transversales et de la flexion, on peut poser la
matrice de flexibilite pour une poutre-console imparfaitement soutenue, avec
charniere au point 0.
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Pour un poteau de cette sorte (cf. fig. 11), on a:
„2 _„,-y

(kLf (kLf
-y -1

(kLf (kL)tg(kL)

On voit que les poutres minces peuvent etre traitees comme elements-
consoles generalises, lorsqu'on y connait par avance les efforts normaux. Comme
dans toute autre methode de calcul mettant en ligne de compte l'effet de

flexions, on doit donc evaluer une repartition des efforts normaux, et
eventuellement recalculer, au cas oü le calcul montre de grandes variations. Pour
des constructions ä cadre normales, il sera pourtant rarement diffieile de
prevoir des valeurs sures pour les efforts normaux.

Remarques finales

De nombreux autres exemples pourraient etre invoques, oü il s'avere
avantageux d'employer les «petites matrices», avec calcul successif des efforts
internes. Une des premieres occasions oü l'auteur a employe le principe fut en
relation avec des reservoirs cylindriques, et il fut alors automatiquement
amene ä utiliser des elements-consoles generalises. Par 1'introduction de ceux-ci,
le domaine d'application possible de la methode est en fait illimite, sans pre-
juger toutefois de son interet dans tous les cas.

Comme on le sait, une formulation matricielle devra toujours etre tres
breve et generale dans ses symboles, et plus eile sera breve et generale, plus
grandes et moins nombreuses seront les matrices employees. Le calcul de

constructions portantes selon la theorie technique de l'elasticite pourra toujours
etre ramene ä 1'inversion d'une grande matrice, avec le calcul de routine des

efforts internes qui s'ensuit — mais autant de tels calculs sont facilement
concevables en theorie — autant ils sont difficiles ä effectuer et ä verifier,
lorsque les matrices sont grandes.

Dans 1'inversion des grandes matrices, on est amene ä divers artifices, tel
qu'usage de sous-matrices. Ceux-ci sont de pures methodes auxiliaires mathe-
matiques pouvant etre mises en ceuvre dans un Systeme d'equations propose.
Du point de vue de l'ingenieur, de telles methodes purement mathematiques
sont moins tentantes que les methodes dans lesquelles on se passe tout ä fait
de longs systemes d'equations et oü les resultats intermediaires ont une reelle
signification physique.

L'auteur a donc insiste sur l'emploi successif de «petites matrices». On en
obtient des relations simples entre les proprietes de la construetion et les
elements matriciels, et l'on conserve une certaine intuition de la vraisemblance
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des resultats. Citons enfin qu'une division appropriee de la construetion au
point de vue de la conduite des calculs correspond souvent ä des systemes
partiels survenant au cours de l'execution de l'ouvrage, et que l'on desire
etudier.
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Resume

L'article decrit une methode matricielle generale pour la determination par
etapes faciles des forces internes dans des constructions, composees de cadres
tridimensionnels. Les relations de la methode aux methodes anterieures sont
indiquees dans les grandes lignes. La methode peut etre consideree comme
un developpement des methodes mises en ceuvre pour le calcul des contraintes
thermiques dans les tuyauteries, bien qu'elle ait ete etablie independamment de
celles-ci.

L'element de base est la poutre en porte-ä-faux, mais cet element est gene-
ralise en tenant compte, par ex., des supports elastiques. Des parties plus
grandes, composees de plusieurs elements de base, peuvent aussi etre traitees
comme elements de base generalises. L'emploi des elements generalises permet
parfois 1'elimination des conditions cycliques et parfois aussi une reduetion
du nombre des inconnues ä traiter ä chaque etape. Des matrices de flexibilite
ou de rigidite peuvent etre appliquees, au choix, et des variantes de la methode
permettent le traitement des matrices singulieres. Celles-ci entrent dans le
calcul du fait soit des simplifications apportees, soit des conditions speciales
de support.

L'application de la methode est montree sur des constructions simples
choisies de teile sorte qu'elles peuvent etre traitees par les moyens de calcul
ordinaire.



182 A. G. FRANDSEN

Zusammenfassung

Der Artikel beschreibt eine allgemeine Matrizenmethode zur Bestimmung
der inneren Kräfte von räumlichen Rahmenkonstruktionen in bequemen
Schritten. Die Beziehungen zu früheren Methoden werden aufgezeigt. Die
Methode kann, obwohl unabhängig ausgearbeitet, als eine weitere Entwicklung

entsprechender Methoden für die Berechnung von Rohrsystemen betrachtet

werden.
Das grundlegende freie Kragelement ist verallgemeinert, indem z. B.

elastische Unterstützungen berücksichtigt werden. Auch größere
Konstruktionselemente sind als verallgemeinerte Kragelemente zu betrachten, wobei in
gewissen Fällen zyklische Bedingungen eliminiert oder die Anzahl der
Unbekannten, die bei jedem Schritt zu behandeln sind, verkleinert werden kann.
Steifigkeits- und Flexibilitätsmatrizen sind dem Bedarf entsprechend zu
gebrauchen und Variationen der Methode gestatten eine Behandlung singulärer
Matrizen, die auf Grund von vereinfachenden Annahmen oder besonderen

Unterstützungsbedingungen entstehen.
Die Anwendung der Methode ist an Hand einiger sehr einfacher Konstruktionen

erläutert, die so gewählt wurden, daß sie leicht mittels Handrechnung
behandelt werden können.

Summary

The article describes a general matrix method for the determination, by
easy stages, of interior forces in framed space structures. The relationships
of this method to previous methods are outlined. The method, although
established independently, may be regarded as a further development of
similar methods employed for the calculation of thermal stresses in pipe
system.

The basic element is a free cantilever and this is generalised, taking into
account e. g., elastic supports. Larger structural parts, consisting of several
basic elements, can also be used as generalised cantilever elements. The use
of generalised elements sometimes enables cyclic conditions to be eliminated
and also, in certain cases, permits the number of unknowns to be treated at
each stage to be reduced. Stiffness or flexibility matrices may be used, as

may be convenient, and variants of the method allow of the treatment of
singular matrices, such as may arise as a result of simplifying assumptions
or special support conditions. The application of the method is demonstrated
on some simple structures, chosen so that they can be treated by ordinary
manual calculation.
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