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Comportement post-critique des ämes ä tensions residuelles

Überkritisches Verhalten von Stegblechen mit Eigenspannungen

Post-Critical Behaviour of Webs with Residual Stresses

M. SKALOUD J. DONEA
Doc, Ing., C. Sc, Institut de Mecanique Ingenieur physicien Aspirant F.N.R.S.
Theorique et Appliquee de l'Academie des Universite de Liege

Sciences, Prague

Introduction

Le calcul actuel des ämes est base sur la conception de tensions critiques
deduites de la theorie lineaire du voilement.

Cette conception sous-estime cependant la force portante des ämes reelles

qui, on le sait, possedent une importante reserve post-critique de resistanee.
II est bien connu, d'autre part, que les constructions metalliques courantes

presentent toujours des tensions residuelles qui peuvent fortement influencer
le comportement post-critique de leurs ämes.

C'est pourquoi nous nous sommes proposes d'etudier le comportement
hypercritique d'une äme comprimee sollicitee par des tensions residuelles.

Notre premier travail a consiste en une generalisation des equations des

grandes deformations dues ä von Kärmän [1], en vue de rendre compte de la
presence dans l'äme d'un champ de tensions residuelles.

Ces equations une fois completees, nous avons montre que la presence,
souvent nefaste, des tensions residuelles pouvait en certains cas, constituer
une reelle precontrainte de l'äme en augmentant de facon sensible sa charge
critique.

La note se termine par l'examen du comportement hypercritique d'une
äme carree sollicitee par des tensions residuelles correspondant ä un cas
pratique. Ceci nous permettra de confronter dans une publication ulterieure les

presents resultats avec ceux que fournira une campagne d'essais actuellement
en cours d'execution au Laboratoire de Resistance des Materiaux de l'Uni-
versite de Liege.
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Chapitre I: Etablissement des equations differentielles de la theorie
non~lineaire des grandes deformations des ämes a tensions residuelles

1.1. Arnes parfaitement planes

Soit une äme rectangulaire parfaitement plane (fig. 1.1.) sollicitee dans son
feuillet moyen par des tensions ox, ay, r, des tensions residuelles o-°m, a^m, r^
uniformement reparties sur l'epaisseur de l'äme ainsi que par une charge
transversale d'intensite q par unite d'aire.

0 ä
L*x Fig. 1.1.

Rapportons l'äme aux axes coordonnes x, y, z et decoupons y un parallelipi-
pede elementaire par deux paires de plans paralleles aux plans coordonnes
Oxz et Oyz respectivement. Les fig. (1.2) fönt apparaitre les tensions agissant
sur l'element ainsi extrait de l'äme.

(T.l Ut

rTrm
Gf

Fig. I.2a.

Fig. 1.2b.

1.1.1. Equations d'equilibre interieur

Exprimons que le parallelipipede elementaire est en equilibre sous l'effet
des forces et moments qui le sollicitent.

Introduisant les resultantes par unite de longueur, nous ecrivons:
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+e/2 +e/2 +e/2
N% J o%mdz; N% / «7«mrf2; T° J 7* dz;

-e/2 -e/2 -e/2
+e/2 +e/2 + e/2

#* J ffm^i Nv S ^ymdz; T / rmdz;
-e/2 -e/2 -e/2

-fe/2 +e/2 + e/2
' '^ J oxfzdz\ My J oyfzdz; Mxy j* r,zdz;

-e/2 -e/2 -e/2
+ e/2 +e/2

-e/2 -e/2

Negligeant les infiniments petits d'ordre superieur et designant par w la
deformee de l'äme, nous obtenons les equations de projection de ces forces
interieures sur les axes 0x, Oy et 0z sous la forme

dxdy'8(0ym + Oym) ^ (tJ, + Tw

di/ £# 0, (I.2b)

(I.2o)
Les conditions d'equilibre des moments se traduisent par les relations:

°X* + »XJL-Q^0. (L3b)

1.1.2. Deformations unitaires

Les deformations unitaires supplementaires du feuillet moyen exm,
sont donnees par les relations

_du 1 (dw\2
€™~ dx + 2\dx) '

dv 1 I dw\2
€ym ~d^ + 2\J^) '

_
du dv dw dw

7m =Iy+Iy+Jx'd:y
tandis que les deformations unitaires de flexion s'ecrivent

d2 w
€*> -zjz*> (L5a)

ym '> ?m

(i- 4a)

(i.4b)

(i.,4c)

d2w

Zy*
v w /T rr \

€vl ~ZZZ^ (Lßb>
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rt—2z£jy- <L5c>

La condition habituelle de compatibilite des deformations reste valable:

8^xm
|

d**ym 8»Ym / d*w y d*wd*w_
dy2 dx2 dxdy \dxdyj dx2 dy2'

1.1.3. Relations tensions-deformations

Si l'on admet que toutes les deformations sont parfaitement elastiques et
qu'il n'existe pas de contraintes normales paralleles ä l'axe z, les deformations
sont liees aux tensions par les relations traditionnelles :

_ Gxm avm. _ Oym axm. _ Jjn /y7a\Arm rp Jp ' Vm W W ' ' m C '

°Xf <*yf Gyf <Jxf Tf /T7M

E est le module de Young, G le module de Coulomb et v le coefficient de Poisson.

Compte tenu des relations (LI), (1.5) et (I.7b), on deduit pour les moments
les expressions:

02w

'dx dyMxu^-D{l-v)^r^i (I.8c)

oü D= ,-77-ri ^ est la rigidite de l'äme.
IZ(I — v*) °

Les expressions des efforts tranchants Qx, Qy s'obtiennent ä partir des

equations (1.3) et (1.8):



COMPORTEMENT POST-CRITIQUE DES AMES Ä TENSIONS RESIDUELLES 297

1.1.4. Equations differentielles de la deformee de l'äme

Les expressions (1.9) permettent d'ecrire la condition d'equilibre (I.2c)
sous la forme:

d*w d*w d*w\
Jx*+ dx2dy2*Jy*)

(1.10)
d2 w d2w d2w

e \Gxm + Gxm) 02 ~*~ 6 (Gym + Gym) ~ß7Ä
~^~ e 'T™ ~*~ Tm) ßx ßy

~^~ ^ *

De l'introduction des expressions (I.7a) dans la condition de compatibilite
(1.6) resulte l'equation

^Gxm_2 ^T™
¦

d2(Jv™ l^G^ ~ d2rrn d2Oym vi^Gxm | p & Tm t
& Gvm\

^x2 \ dx2 dxdy dy2 /dy2 dxdy de

(1.11)
r/ d2^ \2

_ a2^ a2^i
L\d# d?// dx2 dy2] '

Comme les tensions residuelles forment un Systeme en equilibre, les equations

(1.2) fournissent la relation

8^+2z^ + 8rzr °- (L12)oxi dxdy oy*

Si bien que l'equation (1.11) prend la forme plus simple

'g» g
g*Tm d*Gvm F\l d*w\* d*Wd*W~\

dy2 dxdy dx* \\Bxdy) dx* dy*\' K ' '

Finalement, si l'on definit les fonctions d'Airy <2>0 et 0 par

dz
dy*

dy2 ' Gym dx2 > ' m
d*0o

dx dy'
d23>

Gxm ~ dy2>

d2<P
°ym ~~Jx^' Tm

d20
dx dy'

(I.14a)

(I.14b)

la deformee de l'äme resultera du Systeme d'equations differentielles

D /d4w d*w d*w\
_~7\Jxi+ dx2dy2

+ l)yi) ~

d2(&0 + &) d2w d2(<P0 + &)d2w d2(<P0 + &) d2w q

fry2 ~dx2+ dx2 dy2 dxdy dxdy+e'

(1.15a)

d*&
Jx*

P0 0*0 f[d2w\2 d2wd2wl /T1KM+ 2s 2^ 2 + ä~I -g ä~T") -^^^~2 (L15b)
dx2dy2 dy* \\dxdyj dx1 dyz]
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1.2. Arnes ä courbure initiale

Designons par w0 la courbure initiale resultant du processus de fabrication
de l'äme et de l'effet des tensions residuelles.

1.2.1. Relations d'equilibre

La seule modification ä apporter aux relations d'equilibre (1.2) est le
remplacement dans l'equation (I.2c) de la deformee w par la deformee totale
wt w0 + w, ce qui donne

^ + ^i + {ao +a )eg2K+^) + (go +a )eg2K+^)
dx du m xm) fix2 ^ryJym^uym)^ g 2

_ ft x
d2 (wa + w)

+ 2^ + ^e^dZdy-t +^°-
1.2.2. Deformations unitaires

De maniere analogue, la condition de compatibilite relative aux ämes ä
tensions residuelles et ä courbure initiale s'ecrit:

d2€m d2€ym d2yn^-xm

dy2 dx2 dxdy
[d2(w0 + w)~\2

_
d2(w0 + w) d2(w0 + w)

_
t d2w0\

L dxdy J dx2 dy2 \dxdy)
2+ d2w0 d2w0

(1.17)

dx2 dy2

1.2.3. Les relations tensions — deformations

Les relations restent identiques ä celles du paragraphe 1.1.3.

1.2.4. Equations differentielles de la deformee de l'äme

Une analyse similaire ä celle du paragraphe 1.1.4 fournit les equations
differentielles de la deformee de l'äme.

D Id^w d*w d*w\
_T\dxi+ dx2dy2

+ Jy*) ~ (LI 8 a)

d2(&0 + &)d2(w0 + w) d2{&Q + <P)d2(wQ + w) 2d2(<P0 + &)d2(w0 + w) q

dy2 dx2 dx2 dy2 dxdy dxdy e'

3*0 d±0 d*&
_J¥ + 2dx^2 + W==

fp2K+w)]2 d2(w0+w) d2(w0+w) / d2w0y d2w0 d2w0)
{[ dxdy J dx2 dy2 [dxdy) + dx2 dy2)'
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Chapitre II: Comportement post-critique d9une dme carree ä tensions
residuelles sollicitee par une compression uniformement repartie

II.l. Comportement post-critique d'une äme carree comprimee uniformement et
sollicitee par des tensions residuelles d'allure parabolique

II.1.1. Definition du probleme

Nous allons etudier le comportement post-critique d'une äme carree
parfaitement plane, simplement appuyee sur son contour, sollicitee dans son
feuillet moyen par une compression o uniformement repartie sur les bords

x g; x — ö ainsi que par des tensions residuelles oxm, oym, t%x (fig. II.l).
Une fonetion d'Airy O0 engendrera les tensions residuelles par les relations
(I.14a).

Nous admettons dans ce chapitre une repartition simple de ces tensions
repondant ä une loi parabolique; aussi nous poserons en separant les variables

<t><
a2oA x
~32-[l~Sä

2 ~4"

2+16-4 1-8^+16^
al a4:]• (ii.i)

y
CT er

0 X

D

¦ —

a

Fig. II.la.

f^jj-o

\(^)Ky'-°y
\
\

Wyy

(<rx%;:*o

Fig. II.lb.

n)vyy

Fig. II.lc. Fig. II. Id.
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ce qui donne le champ de tensions residuelles:

^ -o[l-8g+16g][-i + 6g], (II.2a)

r i r2ir ii2 v^i

¦*- -'»H-163[-2!+83- <n-2c>

La tension de reference cr0 est definie aux fig. 1 qui illustrent la repartition des

tensions residuelles.

II.1.2. Equations differentielles et conditions aux limites

La fonetion de tension de membrane 0 et la deformee de l'äme w satisfont
aux equations (1.15) avec les conditions aux limites suivantes:

Fonetion w

a) pour
a

X
a

-+2' w 0, (II.3a)

a
y -2> y

a
-+2' w 0. (II.3b)

b) pour
a

x ~z X
a

+2'
d*w d*wM hvx dx* dy*

o, (II.4a)

a
y

a
+2'

d*w d*wM l-i>* dy* dx*
0. (II.4b)

Fonetion 0

a) pour
a

x ~r X
a

-+2' r
820 =0

dxdy (II.5a)

a
y —r y

a
-+z r

82<P
=0.dxdy (II.5b)

b) Supposons que la rigidite flexionnelle des pieces de support de l'äme soit
teile que les bords de celle-ci restent rectilignes.

Si A x et Ay representent les deplacements relatifs des bords de l'äme, les

relations (1.4) et (I.7a) permettent d'ecrire

pour les bords x — -^, x +¦<>,

a/2 a/2

A* Sdlldx j [i[w~v^)'MS)]dx constante> (IL6a)
-a/2 -a/2
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pour les bords y — «, ?/ + «,

a/2 a/2

f zv j r r i (d2o d20\ i(dw\
-a/2 -a/2

II faut considerer deux cas:

A. Les bords rectilignes ne se rapprochent pas:

21

dy constante. (II.6 b)

a
pour x --,

a
X +2' 4r 0,

ii pour y --,
a

y +2> Jtf 0.

Les bords rectilignes se rapprochent librement:

a
pour x --,

a
X +2' Px -a

a
y -2>

a
y =+2> pv 0.

(IL 7 a)

(II. 7 b)

(II. 8a)

(II.8b)

— px, —py designent les valeurs moyennes des sollicitations aux bords de l'äme
(voir plus loin).

II.1.3. Solution des equations des grandes deformations

77.1.3.1. Supposition relative ä la deformee de l'äme

Parmi les fonctions admissibles wi satisfaisant aux conditions aux limites
(II.3) (IL4) et dont les derivees partielles sont continues jusqu'au quatrieme
ordre, nous faisons choix des fonctions particulieres

_ i 77 x jiry _ 0 /xx rtX
wi cos cos^—- pour i,] 1,3, (H-9)

a a

La deformee de l'äme peut donc s'ecrire
n

t»=2/,«>,. (ILIO)

Pour une äme carree comprimee uniformement, on peut se contenter du
premier terme de la serie (ILIO)

TTX ttu /tt ^,.w /cos—cos——. (11.11)
a a

11.1.3.2. Etablissement de l'equation differentielle satisfaite par la fonetion de

tension 0
Apres calcul des derivees partielles figurant dans le second membre de

l'equation (I.15b), il apparait que la fonetion de tension 0 satisfait l'equation
biharmonique
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d*0
Jx'

P
rt d*0 d*0 l^^^4/ 277X 2<iry\ /TTinv

Les relations (II.5) ä (II.8) donnent les conditions aux limites correspondantes.

II.1.3.3. Recherche de la fonetion de tension 0
&0 &0 &0

L'equation homogene -^- + 2^^ + ^- 0 (11.13)

correspondant ä l'equation (11.12) admet comme Solution un polynöme du
second degre de la forme

0i _Vx^_Vv^y (II14)
£ Zj

oü —px, —py sont les valeurs moyennes des sollicitations aux limites.
Comme la fonetion (11.14) est un polynöme biharmonique, l'equation (11.13)
est satisfaite.

On peut adopter comme integrale particuliere de l'equation non-homogene
(11.12), l'expression

02 Ef2(ciCOs^^ + C2cos^^\. (11.15)

On en deduit par identification avec (11.12) les valeurs des constantes

Ci G» -^2- (ILlß)

En tenant compte de ce que 0 0x + 02, (II. 17)

la fonetion d'Airy s'ecrit
1 _,,„/ 2ttx 27ry\ pTy2 PyX2 /TT,^v0 -32^/2(cos-^ + cos-/) - *dL_ü|_. (11.18)

II.1.3.4. Tensions de membrane et deplacements des bords

On peut determiner facilement les tensions de membrane

d20 1 tt2 _.. 2rry /TT in

d20 1 TT2 _,. 2TTX
""* c^2 sV2EfQO*-^r-Vv' (IL19b)

d20
T- =-dx-dy °- (IL19C)

La condition aux limites (IL5) est alors satisfaite sur tout le contour.
Les deplacements Ax, Ay des bords de l'äme s'obtiennent facilement en

remplacant dans les expressions (II.6) les tensions de membrane par leurs
valeurs (11.19), on trouve de cette maniere
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Ax=-\^f*-^pLa, (II.20a)

J.-Il',-aT^fl- (IL20b>

Les deplacements moyens des bords s'ecrivent des lors

A_X_ _1 /2772 Px-VPy (T\2l*\e*~ a ~ Sf "a2" E ' (iL21a)

e =*!= ,y.ft-vfe (II21b)* a 8' a2 # l j

II en resulte que la supposition des bords rectilignes est effectivement satisfaite.

11.1.3.5. Determination du parametre f
Plusieurs methodes, notamment la methode energetique de Rayleigh-Ritz,

permettent de determiner le parametre / caracterisant la deformee de l'äme.
Nous ferons choix de la methode de Galerkin qui s'avere la plus simple,

dans notre cas.
Cette methode fournit le parametre / comme Solution de l'equation suivante:

-a/2 -a/2 (n ^
dxdy dxdy\\ 1J u

V2 est l'operateur Laplacien.

w (formule 11.11) est fonetion du parametre / tandis que la formule (IL9)
prend pour i 1 la forme

_ TTX TTll /TT ^ftXWl cos—cos—-. (11.23)
a a

Remplacant les derivees figurant dans l'equation (11.22) par leurs valeurs,
nous obtenons l'equation algebrique determinant le parametre /:

Ä5^/2+S-t^+^-°'932tct» 0- (IL24>

En l'absence des tensions residuelles, l'equation (11.24) prend la forme
particuliere

1 TT* „ TT*D 1
nZ2T*Eef+ZS--le^ +V*) 0>

qui a ete etablie par Wolmir (voir [2]).
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11.1.3.6. Conditions aux limites relatives ä la fonetion 0

Nous supposons que les elements aux limites x ± ¦= peuvent se rapprocher
librement ce qui, d'apres (II.8a) donne

px -cr. (11.25)

En ce qui concerne les bords y + <r, nous allons etudier deux cas d'appuis.

A. Les elements aux limites y — ± ^ ne se rapprochent pas.

D'apres (II.7b), Ay ey 0, soit, en tenant compte de (II.20b)

Vy -vo-l-7r2E^. (11.26)
8

aB. Les elements aux limites y ±-se rapprochent librement.

II resulte de (II.8b) que py 0. (11.27)

On sait d'autre part que la condition (II.5) est satisfaite sur tout le contour
de l'äme vu que rm 0.

II.1.4. Tension critique d'une äme carree comprimee uniformement et soumise ä

l'effet des tensions residuelles

Posant / 0 dans la relation (11.24), nous obtenons l'equation determinant
la tension critique de l'äme:

TT2 D
ea* j(px + py)-0,2ZZo0 0. (11.28)

Les valeurs moyennes —px, ~py des sollicitations aux bords de l'äme sont
fonctions des conditions aux limites (11.25/26/27) oü l'on aura pose /2 0.

Introduisant dans l'equation (11.28) les valeurs des sollicitations aux limites,
nous obtenons pour les deux cas d'appuis (11.26 et 27), les equations fournis-
sant la tension critique de l'äme ä tensions residuelles.

aA. Si les elements aux limites y + x ne se rapprochent pas

-g 0,769231+0,717-^. (II.29a)
Gcr o£

B. Si les elements aux limites y ±-$e rapprochent librement

^f 1+0,932^-. (II.29b)
Gcr Gcr

crc* designe la tension critique elastique d'une äme libre de toutes tensions
residuelles et dont les bords peuvent se rapprocher librement.
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Cette tension est bien connue par la theorie lineaire et a pour valeur

Les valeurs du rapport <tC}./ctc* sont donnees aux tableaux 1 et 2, les valeurs
calculees par l'equation (II.29a) au tableau 1, celles calculees par l'equation
(II.29b) au tableau 2.

a)

b)

a)

b)

Contraintes critiques des ämes de petites et moyennes minceurs soumises ä Vefj

des tensions residuelles1)

Tableau 1

1 *

1 *Verlier

0

0,769

0,2

0,913

0,4

1,056

0,6

1,199

0,8

1,343

1

1,486

/ *aolacr

/ *der/^cr

-0,2
0,626

-0,4
0,482

-0,6
0,339

-0,8
0,196

-1
0,052

Tableau 2

1 *

1 *<7cr/ocr

0

1

0,2

1,186

0,4

1,373

0,6

1,559

0,8

1,746

1

1,932

/ *°0lacr
1 *Verlacr

-0,2
0,814

-0,4
0,627

-0,6
0,441

-0,8
0,254

-1
0,068

La theorie lineaire du voilement des ämes ne tient compte que des conditions

aux limites pour la fleche w et neglige en general l'effet de la contraction
transversale de l'äme. Dans ce cas, les conditions aux limites pour les deplacements

des bords dans la direction du feuillet moyen n'influencent pas la valeur
de la tension critique si bien que l'equation (II.29b) et le tableau 2 seraient
valables pour les deux conditions aux limites.

Par contre, la theorie non-lineaire du comportement post-critique tient
compte des conditions aux limites ä la fois pour la fleche w et pour les deplacements

des bords. C'est pourquoi on n'obtient pas en linearisant les equations
non-lineaires la meme tension critique pour les deux conditions aux limites

1) II faut rappeler que la validite des tableaux 1 et 2 est limitee au domaine elastique
des tensions critiques.
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relatives aux deplacements des bords. Dans le cas de bords ne pouvant se

rapprocher, il nait meme dans le comportement lineaire un effet «membra-
naire» du ä la contraction transversale qui change la valeur de la tension
critique.

A titre d'exemple, la tension critique d'une äme carree, comprimee
uniformement, dont les bords longitudinaux ne se rapprochent pas vaut, en
l'absence de toute tension residuelle,

<7cr 0,76923 lcr*.

Cette valeur est inferieure de 23% ä celle fournie par la theorie lineaire.
Les valeurs du rapport crcr/crc* ont ete calculees dans le domaine

— * —
ucr

Les valeurs mentionnees aux tableaux la et 2a correspondent ä un effet
favorable des tensions residuelles (soit une espeee de precontrainte de l'äme),
les valeurs reprises aux tableaux lb et 2b ä un effet defavorable.

II en resulte que la presence des tensions residuelles change considerablement

la valeur de la tension critique.

II.1.5. Comportement post-critique d'une äme carree, comprimee uniformement
en presence de tensions residuelles

II.1.5.1. Determination des valeurs du parametre f

Apres simplification de l'equation (11.24), nous obtenons les equations
determinant le parametre /.

A. Les elements aux limites ?/ i^nese rapprochent pas:

-^ 0,769231 + 0,5250/,2 + 0,717-^> (II.31a)
Gcr Gcr

B. Les elements aux limites y ± ^ se rapprochent librement:

-!L 1 + 0,34125 Z'2 + 0,932-^- (II.31b)
Jcr ucr

oü /' =- (e est l'epaisseur de l'äme).
er*; designe ä nouveau la tension critique de l'äme sans tensions residuelles

et dont les bords peuvent se rapprocher librement.
Les valeurs du parametre /' sont presentees sous forme de diagrammes aux

fig. II.2; la fig. II.2a se rapporte ä la condition aux limites A, la fig. II.2b ä la
condition aux limites B.
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Fig. II. 2 a. Fig. II. 2b.

II.1.5.2. Deformee de l'äme

La fleche maximum se produit au milieu de l'äme (x y — 0):

w„ /¦
Le rapport de la fleche maximum ä l'epaisseur de l'äme vaut

w„ f /'.

(11.32)

(11.33)

Les courbes presentees aux fig. IL2 determinent egalement la valeur relative

de la fleche maximum de l'äme.

II.1.5.3. Etat de tension de l'äme

II.1.5.3.1. Tension de membrane. Les tensions de membrane sont donnees

par les formules (11.19).
C'est la tension oxm, travaillant dans la direction de la charge er, qui joue

le röle decisif pour l'etat limite de l'äme comprimee (voir [3, 4]).
Sa valeur maximum se produit dans les fibres voisines des bords longitudinaux

y ±a/2 et s'ecrit sous la meme forme

1 f2
^xmmax u

9, n2

quelle que soit la condition aux limites envisagee2).

2) Cependant, comme les valeurs du parametre / sont differentes pour chaeune des
conditions aux limites, il est clair que les valeurs aXm le sont aussi.
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Introduisons dans cette expression le rapport de la tension membranaire
Gxmmax & ^a tension critique crc*; nous obtenons, en posant /'' =f/e,

Gxm max _
G ** \ ¦*• v it 2

G% ' G% * ' "

Pour l'acier (v 0,3), la formule precedente prend la forme

-^r + 0,34125/'2. (11.35)

Les valeurs du rapport
azm™™ sont donnees aux figs. II.3.

acr

La fig. II.3a est relative ä la condition aux limites A, la fig. II.3b se

rapporte ä la condition B.
er

öS-

- /

10.
0,6\Z
°6\Z^iP^w

/
z/ Wi

Zß
2

/Ad AW
z&

/^

Ckmmax

0$
0 / ¦» ^1 A- e ' t\ k 10

Fig. II. 3a.

däA-
ffC-

7
-0.6

J5«»l Fig. II. 3b.

II.1.5.3.2. Tensions de flexion. Les tensions de flexion s'ecrivent
respectivement :

Gxf +

<TVf +

2(

2(

Ee ld2w d2w\

l-v2) \Jx^ + VJ^2)'
Ee ld2w d2w\

Y^^\Jy^ + VJx2)'

(II.36a)

(II.36b)

En substituant les valeurs des derivees «—g-, ^-y aux formules precedentes,
on obtient

axf Gyf +
Ee tt

2(l-v)S
ttx iry-/cos — cos (11.37)
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La valeur maximum est atteinte au milieu de l'äme et vaut

_ Ee tt2
Gxfmax Gyfmax + 9 (1 _ v) 7y¥'' \LL.oo)

En introduisant les rapports ox1max\o^r, oyfmax\G*r et la valeur /' =//e, on peut
ecrire

OxjZ^ Oyfr^ _ imf, (IL39)
yjcr ucr

Les valeurs des rapports (11.39) s'obtiendront donc par simple multiplication
des valeurs donnees aux fig. II.2.

II. 2. Comportement post-critique d'une äme carree comprimee uniformement et
soumise ä des tensions residuelles d'origine thermique

II.2.1. Definition du probleme

Nous considerons ä nouveau le comportement post-critique d'une äme

carree en acier simplement appuyee sur son contour et comprimee uniformement

suivant deux bords opposes

x 2' X==~2' (Fig. ILla).

Comme au chapitre precedent, l'äme est sollicitee par les tensions residuelles
(I.14a). En effet, nous soumettons l'äme ä une distribution non uniforme de

temperature de nature ä introduire dans les zones les plus chaudes des
deformations plastiques. Pendant le refroidissement et par le jeu des liaisons entre
les divers elements de l'äme, les deformations s'accompagnent de tensions.
Pour permettre le calcul de ces tensions residuelles d'origine thermique, nous
ferons les hypotheses suivantes (voir [5]):

a) Les temperatures et les contraintes sont reparties uniformement sur l'epais¬
seur de l'äme.

b) Le module d'Young E reste invariable et egal ä 0,75 Emax.
c) Le coefficient de dilatation a est constant et vaut 11 • 10~6.

77.2.2. Calcul des tensions residuelles d'origine thermique

II.2.2.1. Fonetion d'Airy des tensions residuelles

Supposons qu'un champ de temperature

T T0 + X(x)Y(y) (11.40)

regne dans l'äme en cours de refroidissement.
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La fonetion de tensions residuelles 0O est Solution de l'equation bihar-
monique generalisee

F*0o-*EV2T 0. (11.41)

T est la temperature au point envisage, le signe — est prevu devant le terme
olEV2T car il s'agit d'un refroidissement.

Appliquant la methode de Separation des variables, nous ecrivons

#o =/(*)<?(</), (H.42)

soit o°xm=fg", (II.43a)

o°vm=f"g, (IL43b)
r°( -f'g'. (11.43c)

Le probleme consiste ä determiner 0O soit en definitive les fonctions / (x) et g (y).

77.2.2.2. Solution de l'equation aux tensions ihermiques par la methode variationelle

Eu egard ä la difficulte de l'equation (11.41), nous recherchons la fonetion
0O par une analyse approchee (voir [6]).

Apres avoir adopte comme fonetion g (y) la Solution du probleme unidimen-
sionnel de tensions residuelles sous l'effet d'un champ de temperature T =7 (y),
nous determinerons la fonetion f(x) de maniere ä satisfaire le theoreme du
minimum de l'energie complementaire.

Comme l'äme est, au moment de 1'introduction des tensions residuelles,
libre de toute liaison exterieure, son energie complementaire est donnee par

V =$jV0dxdy, (II.44a)

oü l'energie unitaire V0 a pour expression

J_/a0 2,0 2\ Z_/a0 ^0 )¦ 1+V
2 W xm Vm ' Jp \ xmuymJ *

Tp
Vo ÖT*(°V + °S,»a)—w(<n<n)+-^TV-«T(°°*x» + <n)- (IL44b)

Les relations (11.40) et (11.43) permettent d'ecrire

a/2
2EV= J {A1f2 + Ai(f")2-2vA3ff" + 2(l+v)Ai(n*

-«/2 (11.45)
~2ocE[(A5 + A6X)f + (A7 + A8X)f"]}dx

a/2
oü A1== J (g")*dy, As T0\g']t&;

-a/2
a/2 a/2

A2= J g*dy; A6 J Tg'dy;
-a/2 -a/2

a/2 a/2

A / gg"dy [gg']±aJ* -At; A7 T0 J gdy;
-a/2 -a/2

a/2 a/2

A,= J (gTdy; A,= / Ygdy.
-all -a\1

(11.46)
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Si la fonetion / rend minimum l'energie (11.45), eile satisfait d'apres la theorie
du calcul des variations l'equation

A2r-2[A, + v(A3 + A,)]r + A1f aE(A6 + A6X + A8X"). (11.47)

Les conditions aux limites sont

Jxm =fg" o, 1 m -f'g' 0 pour x ±-, (11.48a)
Zj

f"g 0, Toi -/'6,' 0 pour*/ ±-, (II.48b)

par consequent

/ =f 0ena;= ±-,
A3 -A± puisque \gg'Y-ak °>

Ä5 0,

si bien que l'equation (11.47) se simplifie et prend la forme

A2fm-2AJ" + A1f ocE(A6X + A8X").

(II.48c)

(11.49)

Nous allons appliquer l'analyse precedente ä une distribution particuliere de

temperature.

II.2.2.3. Effet thermique localise sur un axe de symetrie de Väme

Admettons, conformement ä la fig. II.4 qu'un champ de temperature

T To + T^cos

regne dans l'äme en cours de refroidissement.

iry

Fig. II. 4.

Ce champ de temperature resulte d'un chauffage approprie de l'äme
parallelement ä son axe de symetrie x.

Nous calculons en premier lieu la fonetion g(y).
On sait qu'apres refroidissement dans un champ de temperature Y (y), une

plaque mince sans bridage subit une tension qui, loin des bords s'ecrit
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a/2 a/2

o»m *EY(y)-±j*EY<y)dy-^j*EY(y)ydy, (11.50)

-a/2 -a/2

ce qui conduit, en posant

^g <7"(2/)3), (H.51)

ä ecrire successivement

g"(y) cos7^---, (IL52a)
a 77

g'(y)=±mi^-ly+ CI, (II.52b)
TT a TT

g(y) -^co^--y* + CIy + CII. (II.52o)
TT* a TT

Les conditions aux limites (11.48) permettent le calcul des constantes

*± TT

moyennant quoi, la Solution du probleme unidimensionnel s'ecrira

a2 TTV 1
0

a2
-^cos— y2 + —
TT1 a TT 4 77

(y) -z2cos^r--y +Tz- (IL53)

Le calcul des coefficients Ai figurant dans l'equation differentielle (11.49)
donne

Al a\2~^)' A* °8(~ZZ + 2Z* + 3ÖV*) '

^-«'(eW). Ä'= "§-£)> (IL54)

Apres remplacement des Ai par leurs valeurs (11.54), l'equation (11.49)

prend la forme

0,000189a4/,w-0,004612a2/,, + 0,094715/ 0,094715olE Tx. (11.55)

La Solution de l'equation homogene correspondant ä l'equation (11.55) s'ecrit:

fx (x) CI cos k2 x ch hx x + C"2 sin Jc2 x sh lcx x
+ C'l sin Jc2xchk1x + C'l cos&2xshhxx

4?159 x 7 2>257 /TT r^Xen posant hx et k2 (11.57)

3) (7* (2/) es^ sans dimension, / (x) ayant la dimension d'une tension.
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Une Solution particuliere de l'equation complete (11.55) etant

f2(x) «ET1.

La fonetion f (x) f1(x) + f2(x) prendra la forme

f(x) olETy(1 + C'1ch&1:rcos&2# + O2sh&1;£sin&2#

+ C3 ch kx x sin k2 x + C4 sh kx x cos k2 x)

les conditions aux limites (11.48) donnent

C8=C4=0,

(11.58)

(11.59)

Cx

^2

7 t kia k^a k\a k%a
— ki ch —r- sm -= k2 sh -^— cos -^r—1 2 2 J 2 2

7 k^a k^a 7 fcia ßia
/^ sm —~- cos -^- + #2 sh -^- ch -^-

-0,50548,

7 t fcifl &2« 7 ÄJl« ÄJ2Ö

% sh —x— cos -~ &2 ch -x— sm —<r-

7 k^a k^a 7 feia i fcia
A^ sm-s-cos-s- + A,2sh-^-cn

-0,03360
2 ~~~ 2 ' "*~" 2 2

et par consequent,

/ (x) oc E 7\ (1 - 0,50548 ch k± x cos &2 x - 0,03360 sh 1cx x sin k2 x). (11.60)

Les fonctions f(x), g (y) et leurs derivees ont l'allure representee aux fig. II.5.

y

rix)g(y)

g(y)
fw f'(g)

g\y)

Fig. II. 5 a. Fig. II. 5b. Fig. II. 5c.

Combinant (11.53) et (11.60), nous obtenons la fonetion de tensions recher-
chee:

0O ocE Tx(l -0,50548chÄ^a?cosk2x-0,03360sh^xsink2x)-

(a2
1

0
a2 Try\

y2 ^-cos—— I.
4 77 77 77^ a

Les equations (11.43) et (11.61) fournissent les tensions residuelles:

GQxm oc E 7\ [1- 0,50548 ch^x cos k2 x
T ttw 21 (II.62a)

-0,03360shkxx$mk2x\ cos —^ v
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Gym — a 77 7^ [ — 6,8 ch &x # cos k2 x

o^o 1.7 • 7 iT 1 *y l y2 1 (II.62b)+ 9,08shtaasink2x] ^cos—- ~ + — v '
L n a tt a2 4tt]

t2, ocET,\-2A8shkiXco$k2x + chk1xsmk2x] j — sin^- — ^1. (II.62c)
\tt a tt a\

Ces tensions ont l'allure representee aux fig. II.7 pour la repartition de

temperature indiquee ä la fig. II.6.

t^-sook

28,2kg/imt

faysrs

«tt)5y-y

&?JaM

Fig. II.6. Fig. II. 7 a.

W);:y-y

(O£o
w*a

Fig. II. 7b.

ra;

W

ra:

Fig. 11.7 c.

77.2.3. Solution des equations aux grandes deformations

11.2.3.1. Fonetion d'Airy, tensions de membrane, deplacements des bords de l'äme

Les equations differentielles et les conditions aux limites du probleme sont
donnees au paragraphe II. 1.2.

Nous supposons que la deformee de l'äme puisse encore s'ecrire avec une
precision süffisante sous la forme (11.11).

L'analyse de l'equation biharmonique satisfaite par la fonetion d'Airy
reste identique ä celle presentee au paragraphe II. 1.3.3.
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La formule (11.18) donne la fonetion 0, les formules (11.19) les tensions de
membrane. Les deplacements moyens des bords auront la forme (11.21).

77.2.3.2. Determination du parametre f caracterisant la deformee

La methode de Galerkin fournit pour le parametre / l'equation
a/2 a/2

f f [formt: cP^o+0)g2wi 3,(*o+*)g'"
J J U \ dy2 Zx** dx* dy*

-al2 -a/2

\dxdy 0
,g»«P0 + g) g*«;\-|_)

dxdy dxdy/J 1f

(11.63)

ou comme precedemment,

_ 77# 771/
w, cos — cos—-.

a a

Tous calculs faits, l'equation (11.63) determinant le parametre / prend la
forme

4772T> 1 TT2Ef2

-7^ + g-"xFL-(^ + ^) + 0,10284a^7; 0. (11.64)

Rappeions que les valeurs px, py sont fonctions des conditions aux limites.

77.2.4. Tension critique de l'äme

La tension critique de l'äme s'obtient en posant / 0 dans l'equation (11.64)

4^-(px + py) + 0,1028±ocET1 0. (11.65)

Posons ä nouveau er* —4—-.

A. Si les elements aux limites y +h ne se rapprochent pas (voir 11.26), on

obtient

^f 0,769231- 0,07911^—^. (IL66a)CT* CT*

B. Si les elements aux limites y ±~ se rapprochent librement (voir 11.27),

on obtient

-% 1-0,10284°6^ (II.66b)
CT* CT*

La tension critique de l'äme sous tensions residuelles etant une compression,
il resulte de (11.66) que la distribution de tensions residuelles (11.62) constitue
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une sorte de precontrainte de l'äme. Le tableau 3 donne la grandeur de cette
precontrainte pour des ämes carrees d'elancement A4).

Tableau 3

a
A=-

e

°cr

kg/mm2

100 7,6 1,85 2,4
150 3,38 3,20 4,2
200 1,9 5,1 6,6
250 1,22 7,5 9,8
300 0,844 10,5 13,7

77.2.5. Comportement post-critique d'une äme carree comprimee uniformement et

soumise ä des tensions residuelles d'origine thermique

II.2.5.1. Determination des valeurs du parametre f

Apres simplification de l'equation (11.64), nous obtenons les equations
determinant le parametre / de la deformee:

A. Les elements aux limites y ±^ ne se rapprochent pas:

-^ 0,769231 +0,5250 /'2 - 0,07911 ^—-^.
j*Jcr

B. Les elements aux limites y ±^ se rapprochent librement

-^= 1+ 0,34125/'2-0,10284^r^-

(11.67 a)

(II.67b)

Les valeurs du parametre /' f/e sont presentees sous forme de diagrammes
aux fig. II.8.

La fig. II.8a est relative ä la condition aux limites A, la fig. II.8b ä la
condition B.

II.2.5.2. Deformee de l'äme

La fleche maximum se produisant au milieu de l'äme:

^max / eI '

Les courbes de la fig. II.8 determinent donc les valeurs relatives de la fleche
maximum de l'äme. II en resulte que l'effet bienfaisant des tensions residuelles
augmente avec la minceur A5).

4) En admettant un comportement parfaitement elastique de celles-ci.
5) Voir la note 6.
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Fig. II. 8 a. Fig. II. 8b.

11.2.5.3. Etat de tension de. l'äme

II.2.5.3.1. Tensions de membrane. Suivant le raisonnement du paragraphe
(II. 1.5.3), nous ecrivons le rapport de la tension de membrane maximum oxmmax
ä la tension critique ctc*

°™™™ -4- + 0,34125/'2.
CT* CT*ucr ucr

Les valeurs de ce rapport sont donnees aux fig. II.9 indiquant l'augmentation

de l'effet bienfaisant des tensions residuelles avec A6).

La fig. II.9a est relative ä la condition aux limites A, la fig. II.9b se rapporte
ä la condition B.

6) Les figures illustrent les rapports wmax/e, oXmmax\o'cr en fonetion de ajafr. Comme la
valeur de o%- diminue tres vite avec le rapport d'elancement A (voir le tableau 3), il est
evident que les valeurs absolues de wmax et aXm max en fonetion de a augmentent avec A.
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II.2.5.3.2. Tensions de flexion. Comme au paragraphe II.1.5.3, le rapport
de la tension maximum de flexion et de la tension critique s'ecrit

ucr ucr

Les valeurs de ces rapports se deduiront par consequent des fig. II.8.
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77.2.6. Conclusions

Nous voudrions terminer cette note en soulignant 1'aspect bienfaisant de

la presence d'une distribution appropriee de tensions residuelles dans une
äme comprimee.

L'introduction par effet thermique d'un etat membranaire residuel pourrait

ainsi constituer un mode partieulier de raidissage des ämes.
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Resume

La note debute par l'etablissement des equations non-lineaires regissant
le comportement post-critique d'une plaque rectangulaire mince possedant une
courbure initiale et soumise ä l'effet d'un champ de tensions residuelles.

On examine ensuite l'influence sur la tension critique et sur le comportement

post-critique de la plaque d'un champ de tensions residuelles. On mon-
trera, en partieulier, que les tensions residuelles, generalement nefastes,

peuvent dans certains cas constituer une reelle precontrainte de la plaque.
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Zusammenfassung

Zuerst werden die nichtlinearen Gleichungen für das überkritische Verhalten

einer dünnen rechteckigen Platte, die eine Anfangsausbiegung besitzt
und die durch Eigenspannungen beansprucht wird, aufgestellt.

Anschließend wird der Einfluß der Eigenspannungen auf die kritische
Spannung und auf das überkritische Verhalten untersucht. Dabei zeigt sich,
daß die Eigenspannungen, die im allgemeinen schädlich sind, in besonderen
Fällen zu einer eigentlichen Vorspannung der Platte führen können.

Summary

The paper begins by stating non linear equations, governing the post-critical
behaviour of a thin rectangular plate having an initial deflection and submitted
to the action of a residual stress field.

The influence of a residual stress field upon the critical stress and the post-
critical behaviour of the plate is then examined. It will be shown, in particular,
that the residual stresses, generally harmful, may in some cases, represent a

real prestressing of the plate.
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