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Uberkritisches Verhalten von Stegblechen mit Eigenspannungen

Post-Critical Behaviour of Webs with Residual Stresses

M. SKALOUD J. DONEA
Doc., Ing., C. Se., Institut de Mécanique Ingénieur physicien Aspirant F.N.R.S.,
Théorique et Appliquée de I’Académie des Université de Liége

Sciences, Prague

Introduction

Le calcul actuel des dmes est basé sur la conception de tensions critiques
déduites de la théorie linéaire du voilement.

Cette conception sous-estime cependant la force portante des ames réelles
qui, on le sait, possédent une importante réserve post-critique de résistance.

Il est bien connu, d’autre part, que les constructions métalliques courantes
présentent toujours des tensions résiduelles qui peuvent fortement influencer
le comportement post-critique de leurs ames.

C’est pourquoi nous nous sommes proposés d’étudier le comportement
hypercritique d’une ame comprimée sollicitée par des tensions résiduelles.

Notre premier travail a consisté en une généralisation des équations des
grandes déformations dues & voN KARMAN [1], en vue de rendre compte de la
présence dans 1’ame d’un champ de tensions résiduelles.

Ces équations une fois complétées, nous avons montré que la présence,
souvent néfaste, des tensions résiduelles pouvait en certains cas, constituer
une réelle précontrainte de 1’ame en augmentant de fagon sensible sa charge
critique.

La note se termine par l’examen du comportement hypercritique d’une
ame carrée sollicitée par des tensions résiduelles correspondant & un cas pra-
tique. Ceci nous permettra de confronter dans une publication ultérieure les
présents résultats avec ceux que fournira une campagne d’essais actuellement
en cours d’exécution au Laboratoire de Résistance des Matériaux de 1’Uni-
versité de Liege.
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Chapitre I: Etablissement des équations différentielles de la théorie
non-linéaire des grandes déformations des @mes a tensions résiduelles

I.1. Ames parfaitement planes

Soit une ame rectangulaire parfaitement plane (fig. I.1.) sollicitée dans son
feuillet moyen par des tensions o, 0,, 7, des tensions résiduelles ¢3,,, o9, , 79,
uniformément réparties sur 1’épaisseur de I’ame ainsi que par une charge

transversale d’intensité ¢ par unité d’aire.

a

Rapportons I’Ame aux axes coordonnés x, y, z et découpons y un parallélipi-
pede élémentaire par deux paires de plans paralleles aux plans coordonnés
Oxz et 0yz respectivement. Les fig. (I.2) font apparaitre les tensions agissant
sur [’élément ainsi extrait de 1’ame.

Fig. 1.2b.

1.1.1. Equations d’équilibre intérieur

Exprimons que le parallélipipéde élémentaire est en équilibre sous ’effet
des forces et moments qui le sollicitent.
Introduisant les résultantes par unité de longueur, nous écrivons:
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+e/2 +e/2 +e/2
NO = | 09,dz; Ny = | agmdz; T° = [ 7% dz;
—el2 —el2 —el2
+e/2 +e/2 +e/2
N, = [ opndz; N,=[o,,dz T = |,d%
—el2 —el2 —el2 I 1
+e/2 +e/2 +e/2 ( : )
M,= | o,zdz; M,= | o,zdz; M, = | rzdz;
—el2 —el2 —el2
+e/2 +e/2
Q, = | 17,.d%; Q, = | 7p.dz.
—e/2 —el2

Négligeant les infiniments petits d’ordre supérieur et désignant par w la
déformée de 1’Ame, nous obtenons les équations de projection de ces forces
intérieures sur les axes 0z, Oy et 0z sous la forme

0 (Ugm + O'wm)

L Ot

= 2
oy oy 0, (I.2a)
0 0
9 (o9m + oym) 4 O (Tm+Tm) _ 0, (1.2Db)
oy ox
0Q, 0Q 2w ot w 2w
Fra ay”+(02m+%m)e—3;2—+(agm+aym)ea—y;+2(ﬂr%+fm)eaxay+q = 0.
(I.2¢)
Les conditions d’équilibre des moments se traduisent par les relations:
oM, oM, _ »
iz T 2y —-Q, =0, (I.3a)
oM, oM,
- —-@,=0. .
ix Ty Q, (I.3b)

1.1.2. Déformations unitaires

Les déformations unitaires supplémentaires du feuillet moyen e,,,, €,,,, Vi

sont données par les relations

ou 1

€om = 5o T3 (%)2, (I.4a)
= 22 (20, e
Ym =gg+§—; —g——;gg—;) (I.4¢)
tandis que les déformations unitaires de flexion s’écrivent
€ = —z%%g, (I.5a)
€y = —z%z—;—g, (I.5b)
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2w

iy (I.5¢)

yr = —2¢2
La condition habituelle de compatibilité des déformations reste valable:

(1.6)

Pegm | Peym  Pym _ ( Pw N\ PwPw
oy? ox: odxdy \oxdy ox? oy*’

1.1.3. Relations tensions-déformations

Si I’'on admet que toutes les déformations sont parfaitement élastiques et
qu’il n’existe pas de contraintes normales paralléles a 1’axe z, les déformations
sont liées aux tensions par les relations traditionnelles:

g Tym . _ Oym T, . _ T

€om = LE—V 5 €ym = —y—E— LE’ Ym =0 (L.7a)
Orf oyf . Oyt Ozxf 7f

@ =g Vg €y = ME—VME’ Yr =7 (I.7Db)

E est le module de Young, @ le module de Coulomb et v1e coefficient de Poisson.
Compte tenu des relations (I.1), (I.5) et (I.7b), on déduit pour les moments
les expressions:

2w Pw
Mm :——D(axz-'-V"a—y—z), (I.Sa:)
>Pw  Pw
M, =—D(1—y) 22 (L.8¢)
@ (I=v ox 0y '
u D= I t la rigidité de 1’4
ou —1_2(—1——112—)_ est la rigiaite de 1 ame.

Les expressions des efforts tranchants @,, @, s’obtiennent & partir des
équations (I.3) et (L.8):

B w B w
B w B w
Qyz—D(axzay_l_@—y?')' (1.9b)
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1.1.4. Equations différentielles de la déformée de I’dme

Les expressions (I.9) permettent d’écrire la condition d’équilibre (I.2c)
sous la forme:

4 4 4
D(& w+2 ot w +8 w)=

0xt ox2oy? oyt
N i " (I1.10)
w w i
6(Ugm+%m)%§+e(°2m+‘7ym) oy? +2e (Tt ) ox 8y+q'

De D'introduction des expressions (I.7a) dans la condition de compatibilité
(I.6) résulte 1’équation

POym 5 OPTi | Poym (PP Tom o Py, | Poym)
oy? dxdy  Ox? N

ox? oxdy  0y>
B Pw\2 PwPw
oxdy ox® oy?|’

Comme les tensions résiduelles forment un systéme en équilibre, les équa-
tions (I.2) fournissent la relation

(I.11)

0% o ym 02T 2o
2 m ym
522 | “ozoy | oy

=0. (112

Si bien que 1’équation (I.11) prend la forme plus simple

%oy Pr,  Zoym Rw\2 PwdPw
- = - . 1.1
doy? 28x8y+ ox? E dx dy ox? 0y? (1.13)

Finalement, si I’on définit les fonctions d’Airy @, et @ par

2P, N 20,

B =G T =gt TR iy (I.14a)
2D 2D 2P
O‘xm = 8—?/2, O'ym = a—x-i, T = —é}—@’ (Il4:b)

la déformée de 1’Ame résultera du systéme d’équations différentielles

D 84w+2 *w +84w B
e \oat ' Tox2oy? oyt)

(I.15a)
2@ +0) Pw P (@e+D) P, (Be+P) Pw g
0y? 0 x? ox®  0y? oxoy oxdy e’
D D D ?w\2 wiw
¢ — I.15b
8x4+23x26y2+ oyt [(&x&y) 0 x? 83/2] ( )
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1.2. Ames a courbure initiale

Désignons par w, la courbure initiale résultant du processus de fabrication
de I’ame et de 1’effet des tensions résiduelles.

1.2.1. Relations d’équilibre

La seule modification a apporter aux relations d’équilibre (I.2) est le rem-
placement dans 1’équation (I.2c) de la déformée w par la déformée totale
wy=wy+w, ce qui donne

oQ 0@ 0% (wy +w) 0% (W +w)
axgg+a—yy-"(Ogm+oxm)e_5?£2‘_+(O'gm'*—aym)e“_a#*—
0 9® (wo +w) (L.16)
+2(7’m+7'm)ew+q = 0.

1.2.2. Déformations unitaires

De maniére analogue, la condition de compatibilité relative aux ames a
tensions résiduelles et a courbure initiale s’écrit:

Pepm  Peym Py, .
oy? ox? Oxdy
[82(wo+w)]2 0 (wo +w) * (wo+w) ( 82w0)2 Pw, Pw,

(1.17)

dxdy 0 x? 0 y? ox dy ox? oy*’

1.2.3. Les relations tensions — déformations

Les relations restent identiques a celles du paragraphe 1.1.3.

1.2.4. Equations différentielles de la déformée de I’dme

Une analyse similaire & celle du paragraphe I1.1.4 fournit les équations
différentielles de la déformée de I’ame.

D 34w+2 Arw +84w _
e \0x* T ox20y?  oyt) (1.18a)
O (Do +P) & (wy+w) | & (Py+P) & (wy+w) 0 (Po+P) P (wo+w) , g

oy? 0 x? ox? oy? oxdy oxdy e

2D, PO D
+ dx2oy? oyt

0 xt
E 0% (wy+w) 2_82(w0+w) 82(w0+w)_ > w, 2+ 2w, 2w,
ox 0y 0x? oy? oxdy oxt o0y?)’

’

(I.18D)
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Chapitre II: Comportement post-critique d’une d@dme carrée a tensions
résiduelles sollicitée par une compression uniformément répartie

I1.1. Comportement post-critique d’une dme carrée comprimée uniformément et
sollicitée par des tensions résiduelles d’allure parabolique

11.1.1. Définition du probléme

Nous allons étudier le comportement post-critique d’une ame carrée par-
faitement plane, simplement appuyée sur son contour, sollicitée dans son
feuillet moyen par une compression ¢ uniformément répartie sur les bords

x = %; 2 = —% ainsi que par des tensions résiduelles o2, , of,., 75, (fig. IL.1).
Une fonction d’Airy @, engendrera les tensions résiduelles par les relations
(I.14a).

Nous admettons dans ce chapitre une répartition simple de ces tensions
répondant & une loi parabolique; aussi nous poserons en séparant les variables

alo 22 24 Y2 e
D, = 011 —8=+16=||1-8L +16% II.1
07 32 [ el a4] [ att a4] ’ (1L.1)
y y
o a
1
| ?@2)53
% ()55 A
0 X " /// \\\\ X
o
|
| >
B
a J .ﬂJ
Fig. IL.1a. Fig. IL.1b.
y Yy
0yx=0
\\(0}”’ y=y (T’g)x-x

NG

x
x

/ (Ta)y-y

Fig. IT.1c. Fig. II.1d.
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ce qui donne le champ de tensions résiduelles:

i x? x4 1 92
0%, = 0y 1—8&—2+16(ﬁ] [—§+6—2], (IL.2a)
) 1 221 T y2 ?7141
oY = 0g -—§+6?J ll—Sa—z-l-lGa’zJ: (1L.2b)
VERRPE A Yy, ¥

La tension de référence o, est définie aux fig. 1 qui illustrent la répartition des
tensions résiduelles.
11.1.2. Equations différentielles et conditions aux limites

La fonction de tension de membrane @ et la déformée de 1’Ame w satisfont
aux équations (I.15) avec les conditions aux limites suivantes:

Fonction w

a) pour x = —%, x = +%, w=0, (IL.3a)
y=-%, Y=+ w=0 (I1.3b)

b) pour x=—-%, x=+%, x=%2$2—)+v8;71§=0, (II.4a)
y=-%5 Y=+ y=%1§’+v%§=o. (IL.4b)

Fonction @

a) pour z = —%, x = +%,' Tm = —a(rj:?y =0, (IL.5a)
y=——%, y=+%, Tm=—af:(%=0. (IL.5b)

b) Supposons que la rigidité flexionnelle des piéces de support de I’dme soit
telle que les bords de celle-ci restent rectilignes.

Si 4z et 4y représentent les déplacements relatifs des bords de 1’ame, les
relations (1.4) et (1.7a) permettent d’écrire

pour les bords x = —%, x = +%,

al2 al2

ou 1 (2D 32D 1/ ow)\?
4, = f_a.;d,x = f [f (W_Vgx—z) —5(%-) ]dm = constante, (II.6a)

—af2 —al2
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pour les bords y = —%, Y = +g,
g TL (20 20\ 10w\
4, = f%dy = f [71{]— (88?—'}8—?/5) -E(@) ] dy = constante. (11.6b)
—a/2 —a/2
11 faut considérer deux cas:
A. Les bords rectilignes ne se rapprochent pas:

a
pour x = —=, x =+

4,=0, (I1.7a)

2
ou pour y = —g, y=+= 4,=0. (11.7b)
B. Les bords rectilignes se rapprochent librement:

pour x = , =+, Pp=—0, (IT.8a)

e
2
4 b

_?2., y = 4+ , py = O, (II.S )

y —
—p,, — P, désignent les valeurs moyennes des sollicitations aux bords de I’ame
(voir plus loin).
11.1.3. Solution des équations des grandes déformations

11.1.3.1. Supposition relative & la déformée de I’dme

Parmi les fonctions admissibles w; satisfaisant aux conditions aux limites
(I1.3) (I1.4) et dont les dérivées partielles sont continues jusqu’au quatrieme

ordre, nous faisons choix des fonctions particuliéres
— tTx ) 7 ..
w; = cos T ¥ cos 7Y pour ¢,j =1,3,... (I1.9)
a a

La déformée de 1’ame peut donc s’écrire

IN%E

w= D f,w,. (IT1.10)

'L_
Pour une 4me carrée comprimée uniformément, on peut se contenter du pre-
mier terme de la série (11.10)

w = fcosﬂcosi-r“y. (IT.11)
a a

I11.1.3.2. Etablissement de U’équation différentielle satisfaite par la fonction de
tension D

Aprés calcul des dérivées partielles figurant dans le second membre de
I’6quation (I.15b), il apparait que la fonction de tension @ satisfait I’équation
biharmonique
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ot o *ro

ot +28x28y2 + ayt

1 md 27 2y
- __gpr™ 27
= 2Ef o (cos + cos p ) (I1.12)
Les relations (II.5) & (11.8) donnent les conditions aux limites correspon- |
dantes.

11.1.3.3. Recherche de la fonction de tension @

NP, | NP, M,

2
+ ox?oy? + oyt

- =0 (IT.13)

L’équation homogéne

correspondant a 1’équation (II.12) admet comme solution un polynéme du
second degré de la forme

P=Y®  Py®®
00)) — 14
ou —p,, —p, sont les valeurs moyennes des sollicitations aux limites.

Comme Ia fonction (I1.14) est un polynéme biharmonique, 1’équation (I1.13)
est satisfaite.
On peut adopter comme intégrale particuliére de 1’équation non-homogene
(I1.12), ’expression
2
b, = E f? (C’lcos ;Tx

+ U, cos Z;Ty). (I1.15)

On en déduit par identification avec (I1.12) les valeurs des constantes

1

En tenant compte de ce que P =&, +P,, (IL.17)
la fonetion d’Airy s’écrit
1 27w 2wy PrY®:  pyx?
—_— 2 _ —
D= 32Ef (cos g T cos p ) 5 5 (11.18)

11.1.3.4. Tensions de membrane et déplacements des bords

On peut déterminer facilement les tensions de membrane

2P 1 72 27y
= @ — = - 2 —
Crm IR 5 B [ cos . Das (I1.19a)
2d 1 7 x
Tim = a2 T8 7T2 E f? cos —Py> (I1.19b)
2D
- =_8x8y_ (I1.19¢)

La condition aux limites (I1.5) est alors satisfaite sur tout le contour.

Les déplacements 4., 4, des bords de ’dme s’obtiennent facilement en
remplacant dans les expressions (I1.6) les tensions de membrane par leurs
valeurs (I1.19), on trouve de cette maniere
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_ 1 72 o Pz~ VDPy

1 72 Py—V P

= I o ) T
4y =—g Tp- PPy (IL.20Db)

Les déplacements moyens des bords s’écrivent dés lors

Ax 1,7 p,—vpy
ey = p STy (I1.21a)
_Ay_ 12172 Py—V Py
e, = — =gl ‘ (I1.21b)

Il en résulte que la supposition des bords rectilignes est effectivement satis-
faite.

11.1.3.5. Détermination du paramétre f

Plusieurs méthodes, notamment la méthode énergétique de Rayleigh-Ritz,
permettent de déterminer le parameétre f caractérisant la déformée de 1’ame.

Nous ferons choix de la méthode de Galerkin qui s’aveére la plus simple,
dans notre cas.

Cette méthode fournit le parameétre f comme solution de 1’équation suivante:

a/2 al2

P (DPy+P) *w P (Dy+P) Pw
2[72 4 — 0 0
{[DV Vi e( oy? PPl 0 x? oy?
—a/2 —al2 P 1) 28 (11.22)
_ ( w -
2 50y aQG&?J]}?,t;l)claccl;y—0.

2 est ’opérateur Laplacien.

w (formule 11.11) est fonction du parameétre f tandis que la formule (II1.9)
prend pour ¢ =1 la forme

w, = cos T2 cos Y. (I1.23)
a a

Remplacant les dérivées figurant dans 1’équation (II.22) par leurs valeurs,
nous obtenons 1’équation algébrique déterminant le parametre f:
1 7 m D 7?

772
é_QEEEfZ_I_ ea’ _Z(px+py)_07932z~00=0' (1124)

En I’absence des tensions résiduelles, 1’équation (11.24) prend la forme par-
ticuliere
1 72 m D

2
-7 2
32 azEef i a?

1
—ze(px-l'py) = Os

qui a été établie par WorLMIR (voir [2]).
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11.1.3.6. Conditions aux limaites relatives a la fonction @

212 . . a
Nous supposons que les éléments aux limites = + 5 peuvent se rapprocher

librement ce qui, d’apres (I1.8a) donne
p,=—0. (I1.25)

. a , . .
En ce qui concerne les bords y = +5, nous allons étudier deux cas d’appuis.

ne se rapprochent pas.

[ GRS

A. Les éléments aux limites y = +

D’apres (IL.7b), 4,=e,=0, soit, en tenant compte de (I1.20b)

Ly II
py=—vo—gm EEZ_' (I1.26)
B. Les éléments aux limites y = + % se rapprochent librement.
11 résulte de (11.8b) que p, = 0. (I1.27)

On sait d’autre part que la condition (I1.5) est satisfaite sur tout le contour
de I’ame vu que 7,,=0.

11.1.4. Tension critique d’une dme carrée comprimée uniformément et soumise @
Ueffet des tensions résiduelles

Posant f=0 dans la relation (I1.24), nous obtenons 1’équation déterminant
la tension critique de I’ame:

L — 2 (pa+p,)—0,2330, = 0. (LL.28)

Les valeurs moyennes —p,, —p, des sollicitations aux bords de I’ame sont
fonctions des conditions aux limites (11.25/26/27) ou I’on aura posé f2=0.

Introduisant dans’équation (I1.28) les valeurs des sollicitations aux limites,
nous obtenons pour les deux cas d’appuis (I11.26 et 27), les équations fournis-
sant la tension critique de 1’ame & tensions résiduelles.

A. Si les éléments aux limites ¥y = + % 1ne se rapprochent pas
Y 3 PP p

o — 0,769231 40,7172, (I1.29a)
]

T¢ cr

B. Si les éléments aux limites y = i% se rapprochent librement

Ger _ Yo
= 1409325, (I1.29b)

oa désigne la tension critique élastique d’une adme libre de toutes tensions
résiduelles et dont les bords peuvent se rapprocher librement.
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Cette tension est bien connue par la théorie linéaire et a pour valeur
m K e\?
of=——5 -} .
3(1—2) \a
Les valeurs du rapport o,,/oc% sont données aux tableaux 1 et 2, les valeurs

calculées par 1’équation (11.29a) au tableau 1, celles calculées par 1’équation
(I1.29b) au tableau 2.

(11.30)

Contraintes critiques des dmes de petites el moyennes minceurs soumises a Ueffet
des tensions résiduellest)

Tableau 1
a) oolok 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
ocr/on 0,769 0,913 1,056 1,199 1,343 1,486
b) aolan —0,2 | —0,4 —0,6 | —0,8 ~1
oer/on 0,626 0,482 0,339 0,196 0,052
Tableaw 2
a) ayfok 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
B 1,186 1,373 1,559 1,746 1,932
b) oo/ok -0,2 —0,4 -0,6 —0,8 -1
oerfor 0,814 0,627 0,441 0,254 0,068

La théorie linéaire du voilement des ames ne tient compte que des condi-
tions aux limites pour la fleche w et néglige en général 1’effet de la contraction
transversale de I’Ame. Dans ce cas, les conditions aux limites pour les déplace-
ments des bords dans la direction du feuillet moyen n’influencent pas la valeur
de la tension critique si bien que l’équation (I1.29b) et le tableau 2 seraient
valables pour les deux conditions aux limites.

Par contre, la théorie non-linéaire du comportement post-critique tient
compte des conditions aux limites & la fois pour la fleche w et pour les déplace-
ments des bords. C’est pourquoi on n’obtient pas en linéarisant les équations
non-lindaires la méme tension critique pour les deux conditions aux limites

1y 11 faut rappeler que la validité des tableaux 1 et 2 est limitée au domaine élastique
des tensions critiques.
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relatives aux déplacements des bords. Dans le cas de bords ne pouvant se
rapprocher, il nait méme dans le comportement linéaire un effet «membra-
naire» dit a la contraction transversale qui change la valeur de la tension
critique.

A titre d’exemple, la tension critique d’une dme carrée, comprimdée uni-
formément, dont les bords longitudinaux ne se rapprochent pas vaut, en
I’absence de toute tension résiduelle,

o, = 0,769231 0 k.

Cette valeur est inférieure de 239, a celle fournie par la théorie linéaire.
Les valeurs du rapport o, /o ont été calculées dans le domaine

1<%,

GCT

Les valeurs mentionnées aux tableaux la et 2a correspondent & un effet
favorable des tensions résiduelles (soit une espece de précontrainte de 1’ame),
les valeurs reprises aux tableaux 1b et 2b a un effet défavorable.

Il en résulte que la présence des tensions résiduelles change considérable-
ment la valeur de la tension critique.

11.1.5. Comportement post-critique d’une ame carrée, comprimée uniformément
en présence de tensions résiduelles

11.1.5.1. Détermination des valeurs du paramétre f

Apreés simplification de I’équation (II.24), nous obtenons les équations
déterminant le parametre f.

A. Les éléments aux limites y = i% ne se rapprochent pas:
= 0,769231+0,5250 "2+ 0,717 22, (I1.31a)
[0} g,
cr cr
B. Les éléments aux limites y = i% se rapprochent librement:
d 2 ! 11
5 = 140,34125/240,932 72 (I1.31D)
cr cr

ou f’ =gf (e est 1’épaisseur de 1’ame).

ok désigne a nouveau la tension critique de 1’ame sans tensions résiduelles
et, dont les bords peuvent se rapprocher librement.

Les valeurs du paramétre f’ sont présentées sous forme de diagrammes aux
fig. I1.2; 1a fig. I1.2a se rapporte a la condition aux limites A, la fig. IL.2b & la
condition aux limites B.
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11.1.5.2. Déformée de I’dme

La fleche maximum se produit au milieu de I’dme (z=y=0):
Winae =1 - (I1.32)
Le rapport de la fleche maximum & 1’épaisseur de I’adme vaut

Wmae _ T _ g (11.33)

e e

Les courbes présentées aux fig. I1.2 déterminent également la valeur rela-
tive de la fléche maximum de 1’Ame.

11.1.5.3. Etat de tenston de [’dme

I1.1.5.3.1. Tension de membrane. Les tensions de membrane sont données
par les formules (I1.19).

C’est la tension o,,,, travaillant dans la direction de la charge o, qui joue
le role décisif pour 1’état limite de 1’ame comprimée (voir [3, 4]).

Sa valeur maximum se produit dans les fibres voisines des bords longitu-
dinaux y = +a/2 et s’écrit sous la méme forme

1, 12
Commaz = U_g’” EC?

quelle que soit la condition aux limites envisagée 2).

2) Cependant, comme les valeurs du paramétre f sont différentes pour chacune des
conditions aux limites, il est clair que les valeurs ozm le sont aussi.
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Introduisons dans cette expression le rapport de la tension membranaire

Ga:m max

Ormmax _

*
Oer

cr

/2.

a la tension critique ¢ ; nous obtenons, en posant f'={/e,
o 3(1—1v?)
oE T T8

Pour 'acier (v=0,3), la formule précédente prend la forme

Les valeurs du rapport

Ua:m max

%k
Oer
Oxzm max

a—
Ocr

g !’
= ‘Oj;+0,34125f 2,

cr

sont données aux figs. 11.3.

(IL.35)

La fig. 1I.3a est relative a la condition aux limites A, la fig. 11.3b se rap-
porte a la condition B.
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Fig. IL. 3b.

11.1.5.3.2. Tensions de flexion. Les tensions de flexion s’écrivent respec-

tivement:
Ee 2w  Pw
oy =F 5107 (8902 +v 83/2)’ (I1.364a)
. FKEe Rw  Pw
U”f_+2(l—vz) (8y2+vﬁx2)' (II.36b)
En substituant les valeurs des dérivées 62—w, Gw aux formules précédentes,
ox?’ g p
on obtient
_ EHe =2 T T
Gx,f = ny = + m a—szOS'?‘I—OOS‘%. (II.37)
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La valeur maximum est atteinte au milieu de 1’ame et vaut

Ee ﬁf
2(1—-v)a?’’

+l

(11.38)

Oxtmax = Oyimaz

1 1 % * r
En introduisant les rapports o,/ ,../00% , 04/ maz/e €t la valeur [ =f/e, on peut
écrire

szi:ax — Gi/ff;laf =7F1,95 f’_ (1139)
Oy Ocr

Les valeurs des rapports (I1.39) s’obtiendront donc par simple multiplication
des valeurs données aux fig. I1.2.

II.2. Comportement post-critique d’une dme carrée comprimée uniformément et
soumise a des tensions résiduelles d’origine thermique

11.2.1. Définition du probléme

Nous considérons & nouveau le comportement post-critique d’une ame
carrée en acier simplement appuyée sur son contour et comprimée uniformé-
ment suivant deux bords opposés

x=%; x=-—%, (Fig. I1.1a).

Comme au chapitre précédent, 1’ame est sollicitée par les tensions résiduelles
(I.14a). En effet, nous soumettons ’dme & une distribution non uniforme de
température de nature & introduire dans les zones les plus chaudes des défor-
mations plastiques. Pendant le refroidissement et par le jeu des liaisons entre
les divers éléments de 1’dme, les déformations s’accompagnent de tensions.
Pour permettre le calcul de ces tensions résiduelles d’origine thermique, nous
ferons les hypothéses suivantes (voir [5]):

a) Les températures et les contraintes sont réparties uniformément sur 1’épais-
seur de I’ame.

b) Le module d’Young Z reste invariable et égal & 0,75 &, ..

c¢) Le coefficient de dilatation « est constant et vaut 111075,

11.2.2. Calcul des tensions résiduelles d’origine thermique

11.2.2.1. Fonction d’Airy des tensions résiduelles
Supposons qu’un champ de température
T=1T+X(x) Y (y) (I1.40)

régne dans I’ame en cours de refroidissement.
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La fonction de tensions résiduelles @, est solution de 1’équation bihar-
monique généralisée
Vid,—a EV2T = 0. (IL.41)

T est la température au point envisagé, le signe — est prévu devant le terme
o« E V2T car il s’agit d’un refroidissement.
Appliquant la méthode de séparation des variables, nous écrivons

D, = f(x)g(y), (I1.42)
soit o, = 1fg", (I1.43a)
. =19, (I1.43b)
™ = —14q. (IT.43c¢)

Le probléme consiste & déterminer @, soit en définitive les fonctions f (z) et ¢ ().

11.2.2.2. Solution de l’équation aux tenstons thermiques par la méthode variationelle

Eu égard a la difficulté de 1’équation (11.41), nous recherchons la fonction
@, par une analyse approchée (voir [6]).

Apres avoir adopté comme fonction g (y) la solution du probléeme unidimen-
sionnel de tensions résiduelles sous I’effet d'un champ de température 7'=Y (y),
nous déterminerons la fonction f(x) de manieére a satisfaire le théoréme du
minimum de 1’énergie complémentaire.

Comme I’dme est, au moment de l'introduction des tensions résiduelles,
libre de toute liaison extérieure, son énergie complémentaire est donnée par

V=[{Vydxdy, (I1.44a)
ou I’énergie unitaire V,, a pour expression
1 14+v
Vo = 5 (0% + 0®) = 7 (00 0%) + 7892 — o T (08, + 0,) . (I1.44D)

Les relations (11.40) et (I1.43) permettent d’écrire

QEVf,flz{AlmAz(f")2-2vA3ff"+2<1+v)A4<f'>“‘

(11.45)
—2aB[(A;+A¢X) [+ (4;+ A X) "]} d
al2
ou A4, = /2I 9")2dy; Ay =Tylg'17%%;
al2 a/2 "
A2=/£ g2dy; A6=/£ Yg'dy;
—a —a,
w2 w2 (I1.46)
A3=/2.f g9"dy =[gg'17%% —A,; A, = T%f gdy;
—a —a,
a/2 , al2
A, = [ (9')2dy; Ag= [ Ygdy.

—al2 —al2
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Si la fonetion f rend minimum [’énergie (I1.45), elle satisfait d’apreés la théorie
du calcul des variations 1’équation

Ayf" —2[A,+v(Az+ A"+ Ay f = a B (A+ A X + A X"). (IL47)

Les conditions aux limites sont

o, =19" =0, 9 =—fg =0 pour x = i%, (I1.48a)
odn=1"9=0, 9 =—fg =0 pour y=i%, (11.48b)
f =f=0en x=_—tc—2L,
par conséquent A, = — A, puisque [g¢']*9 = 0, (I1.48¢)
As =0,
si bien que I’équation (I1.47) se simplifie et prend la forme
A f" —2A,"+ A f=a E(Ag X+ A X"). (11.49)

Nous allons appliquer ’analyse précédente & une distribution particuliére de
température.

11.2.2.3. Effet thermique localisé sur un axe de symétrie de I’dme
Admettons, conformément & la fig. I1.4 qu’un champ de température
T=T+1T cos%y
régne dans I’Ame en cours de refroidissement.

Y

Bl T X

Fig. IT.4.

Ce champ de température résulte d’un chauffage approprié de 1’ame
parallelement & son axe de symétrie x.

Nous calculons en premier lieu la fonction g (y).

On sait qu’apres refroidissement dans un champ de température Y (y), une
plaque mince sans bridage subit une tension qui, loin des bords s’écrit
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al2 al2
1 12
0%, = 2 BY (y)— afocEY(g)dy— agyfaEY(y)ydy, (IL.50)
—al2 —al2
ce qui conduit, en posant
Ggm ”
Fay =9 @, (IL.51)
a écrire successivement
2
9" (y) = cos " — =, (I1.52a)
a ™
2
gy =2sin™Y _ 240, (I1.52Db)
T a T
a? T 1
gly) = —ﬁcos%—;y2+01y+011. (IL.52¢)

Les conditions aux limites (I1.48) permettent le calcul des constantes

a?

OI=O7 011':?4;,

moyennant quoi, la solution du probléeme unidimensionnel s’écrira

_a® my 1, a?
g(y) = 3008~ = ——Y +477' (I1.53)
Le calcul des coefficients 4, figurant dans 1’équation différentielle (II.49)
donne
1 4 8 1 1
Y . Y- Y o
Al—a(Q 772)’ Az =0 ( 7T6+27T4+307T2)’
5 8 1 4
A4=a3((—3;§—;§), AG =a(§—¥), (II.54)

4 1
AS = a3 (‘777 —_ ;g) .
Aprés remplacement des A, par leurs valeurs (II.54), I’équation (1I.49)
prend la forme

0,000189a% " —0,004612a%f" +0,094715f = 0,094715« E T;. (I1.55)

La solution de 1’équation homogéne correspondant & 1’équation (I1.55) s’écrit:

fi(@) = Cfcoskyxchkyx+C4sinkyxshk,x

. I1.56
+Cg sin kyxchkyx+Cf cosk,xshk,x ( )
4,1 2,257
en posant ky = ,a59 et ky = ,a . (11.57)

3) g” (y) est sans dimension, f (z) ayant la dimension d’une tension.
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Une solution particuliére de 1’équation compléte (I11.55) étant
fo(@) = aBT,. (I1.58)
La fonction f (x)=f, (x) + f, (x) prendra la forme
f(x) =k Tl(l +C,chk,xcoskyx+Cyshk,xsink,x
+Cychkyxsin kyx+Cyshk, xcoskyx) (I1.59)

les conditions aux limites (11.48) donnent

03 = 04 == 0,
—k, ch klasmk—z@ k, hlc—lgco k—;g

C, = — —0,50548,
ky sin%cos%—l—l@sh%ch%

klshwcos@—k chﬁﬁbsink—;g
C, = = —0,03360
ky smk; coskz—a—i—k hkla h%ﬂ

et par conséquent,
f(x) =BTy (1—0,50548 ch k; x cos kyx —0,03360sh k, xsink,x). (11.60)

Les fonctions f (x), g (y) et leurs dérivées ont I’allure représentée aux fig. 11.5.

y

g(y)

g(y)
F\f"( q) @
X ° X

f(x)

@

4 N
N

g'ty) °

Fig. I1.5a. Fig. IL.5Db. Fig. I1. 5c.

Combinant (I1.53) et (I1.60), nous obtenons la fonction de tensions recher-
chée:
@, = a BT, (1—-0,50548 ch k; x cos kyx — 0,03360sh k; xsink, x) -

2 1 2
.(a___yz_g_coszy),

Les équations (I1.43) et (I1.61) fournissent les tensions résiduelles:

0%, =BT\ [1—-0,50548 chk,xcosk,x

(I1.61)

I1.62
—0,03360sh £, x sin ky ] [cosza—y - E] s ( 2

ks
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oym = BT [—6,8chk xcosk,x
2
+9,08sh k, xsink, z] [_ _lgcosl?i _1ly i] , (I1.62b)
T a T 4

0
Tm

v

1
[Lan™ 29 (1r.620)
|

a2
=aET\[—218shk,xcoskyx+chk, xsink, x]
a wa

Ces tensions ont l’allure représentée aux fig. I1.7 pour la répartition de tem-
pérature indiquée a la fig. I1.6.

Y y
28 2kg/mfl
-]
1 ()52
Tmax=600°C X gl X
(TGm)325
e
<242 ko/mi
Oxn
Fig. 11. 6. Fig. I1.7a.
y y
1 °
7 b y
s ) ) 5
o
2
¥ 6 s
(5]
@53
Oyn b3
Fig. I1.7b. Fig. I1.7e¢.

11.2.3. Solution des équations aux grandes déformations

11.2.3.1. Fonction d’Airy, tensions de membrane, déplacements des bords de I’dme

Les équations différentielles et les conditions aux limites du probléme sont
données au paragraphe I1.1.2.

Nous supposons que la déformée de 1’ame puisse encore s’écrire avec une
précision suffisante sous la forme (I1.11).

L’analyse de 1’équation biharmonique satisfaite par la fonction d’Airy
reste identique a celle présentée au paragraphe I1.1.3.3.
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La formule (11.18) donne la fonction @, les formules (I1.19) les tensions de
membrane. Les déplacements moyens des bords auront la forme (II.21).

11.2.3.2. Détermination du parameétre f caractérisant la déformée

La méthode de Galerkin fournit pour le paramétre f 1’équation

al2 a2
% (Dy+D) Pw 02 (Dy+P) Pw
272 _ 0 0
{[DV e e( 0y> ox? 0 x? o0y>
—a/2 —a/2 2B+ 0) 0 (I1.63)
_ 99 (Pt WA —
2 5zdy axay)] wl}dxdy‘o

ou comme précédemment,

—_ T 7Ty
W, = cos——Ccos —=.
a a

Tous calculs faits, 1’équation (11.63) déterminant le paramétre f prend la
forme

47*D 172K f?
7t o
ea 8 a2

— (pp+p,)+0,10284 BT, = 0. (I1.64)

Rappelons que les valeurs p,, p, sont fonctions des conditions aux limites.

11.2.4. Tension critique de I’dme

La tension critique de I’dme s’obtient en posant f =0 dans [’équation (I11.64)

472
:af)—(m+py)+0,10284aET1 =0. (11.65)
2
Posons & nouveau gE —47 12)
ea

A. Si les éléments aux limites y = +2 ne se rapprochent pas (voir 11.26), on

2
obtient
Zer — 0,769231 —0 07911“ET

CT GCT

(I1.66a)

B. Si les éléments aux limites y = ig se rapprochent librement (voir 11.27),
Y B) PP

on obtient
Fer _ 1y, 10284°‘ET

*
Tc Ucr

(I1.66 D)

La tension critique de 1’ame sous tensions résiduelles étant une compression,
il résulte de (11.66) que la distribution de tensions résiduelles (I1.62) constitue
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une sorte de précontrainte de I’ame. Le tableau 3 donne la grandeur de cette
précontrainte pour des ames carrées d’élancement A%).

Tableau 3
N _C_l U'Zkr Oer Ger
e kg/mm? oz‘, 4 cr:; B
100 7,6 1,85 2,4
150 3,38 3,20 4,2
200 1,9 5,1 6,6
250 1,22 7,5 9.8
300 0,844 10,5 13,7

11.2.5. Comportement post-critique d’une dme carrée comprimée uniformément et
soumase & des tensions résiduelles d’origine thermique

11.2.5.1. Détermination des valeurs du paramétre f

Apres simplification de 1’équation (11.64), nous obtenons les équations
déterminant le paramétre f de la déformée:

A. Les éléments aux limites y = +% ne se rapprochent pas:

«ET,

7= 0,769231 40,5250 f 2—0,07911 2= 71, (I1.67a)
Oer Ger
B. Les éléments aux limites y = i% se rapprochent librement
T
7 1403412572 0,10284% 2 1 (IL.67D)
UCT cr

Les valeurs du parameétre ' =f/e sont présentées sous forme de diagrammes

aux fig. I1.8.
La fig. 11.8a est relative & la condition aux limites A, la fig. I1.8b & la con-

dition B.

11.2.5.2. Déformée de I’dme
La fleche maximum se produisant au milieu de I’ame:
Whax = f = ef "

Les courbes de la fig. I1.8 déterminent donc les valeurs relatives de la fleche
maximum de ’ame. Il en résulte que 1’effet bienfaisant des tensions résiduelles
augmente avec la minceur A%).

4) En admettant un comportement parfaitement élastique de celles-ci.
5) Voir la note 6.
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Fig. II.8a. Fig. I1.8b.

(&%)

11.2.5.3. Etat de tension de. l’dme

11.2.56.3.1. Tensions de membrane. Suivant le raisonnement du paragraphe
(I1.1.5.3), nous écrivons le rapport de la tension de membrane maximum o
a la tension critique o

rmmax

U, g ’
Tommer — 2 0,34125[°2.
cr cr

Les valeurs de ce rapport sont données aux fig. I1.9 indiquant 1’augmen-
tation de 1’effet bienfaisant des tensions résiduelles avec A¢).

La fig. I1.9a est relative & la condition aux limites A, la fig. I1.9b se rapporte
a la condition B.

6) Les figures illustrent les rapports Wmaz/e, 0zm maz/od en fonection de o/od. Comme la
valeur de o diminue trés vite avec le rapport d’élancement A (voir le tableau 3), il est
évident que les valeurs absolues de wmaz €t ozm maz en fonction de o augmentent avec A
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11.2.5.3.2. Tensions de flexion. Comme au paragraphe 11.1.5.3, le rapport
de la tension maximum de flexion et de la tension critique s’écrit

%k b

Ozfmax __ Oyfmax =71 95f’
O¢r Oer ’ '

Les valeurs de ces rapports se déduiront par conséquent des fig. I1.8.
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11.2.6. Conclusions

Nous voudrions terminer cette note en soulignant 1’aspect bienfaisant de
la présence d’une distribution appropriée de tensions résiduelles dans une
ame comprimée.

L’introduction par effet thermique d’un état membranaire résiduel pour-
rait ainsi constituer un mode particulier de raidissage des dmes.
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Résumé

La note débute par 1’établissement des équations non-linéaires régissant
le comportement post-critique d’une plaque rectangulaire mince possédant une
courbure initiale et soumise & 1’effet d’un champ de tensions résiduelles.

On examine ensuite l'influence sur la tension critique et sur le comporte-
ment post-critique de la plaque d’un champ de tensions résiduelles. On mon-
trera, en particulier, que les tensions résiduelles, généralement néfastes,
peuvent dans certains cas constituer une réelle précontrainte de la plaque.
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Zusammenfassung

Zuerst werden die nichtlinearen Gleichungen fiir das tiberkritische Verhal-
ten einer diinnen rechteckigen Platte, die eine Anfangsausbiegung besitzt
und die durch Eigenspannungen beansprucht wird, aufgestelit.

Anschlieend wird der Einflu der Eigenspannungen auf die kritische
Spannung und auf das tiberkritische Verhalten untersucht. Dabei zeigt sich,
dafB3 die Eigenspannungen, die im allgemeinen schéidlich sind, in besonderen
Fillen zu einer eigentlichen Vorspannung der Platte fithren konnen.

Summary

The paper begins by stating non linear equations, governing the post-critical
behaviour of a thin rectangular plate having an initial deflection and submitted
to the action of a residual stress field.

The influence of a residual stress field upon the critical stress and the post-
critical behaviour of the plate is then examined. It will be shown, in particular,
that the residual stresses, generally harmful, may in some cases, represent a
real prestressing of the plate.
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