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Contribution au calcul des coques continues et precontraintes

Contribution to the Analysis of Prestressed Shells Gontinuous over Supports

Beitrag zur Berechnung durchlaufender, vorgespannter Schalen

G. FONDER
Ingenieur Civil des Constructions, Aspirant F.N.R.S., Universite de Liege (Belgique)

Introduction

Peu de coques continues ont ete construites dans le monde. Pour la plupart
d'entre elles, le dimensionnement a ete effectue par une methode simplifiee:
methode de la poutre ou bien calcul d'une coque biappuyee et extension ä la
continuite par de simples considerations sur le diagramme des moments dans
les poutres sur appuis multiples. Dans le present memoire, nous montrons que
les fonetions de base, malgre certains inconvenients, offrent au probleme une
Solution interessante.

La precontrainte, pour etre vraiment utile, doit comporter des cäbles dans
la coque et dans les poutres de rive. Ils donnent naissance ä des efforts d'abouts
et des efforts de courbure, qui sont analyses separement par la methode la
mieux appropriee, puis superposes.

Les developpements theoriques sont illustres par un exemple numerique:
celui d'un shed de 2x40 m de portee analogue ä celui construit ä Oosterhout
par le Professeur Haas. Dans ce cas particulier, nous donnons une disposition
originale des cäbles de precontrainte.

Notations et Conventions de signe

Les notations et Conventions de signe sont definies ci-apres:
Axes et deplacements
Axes x, cp ou y, z

Deplacements u
v \ positifs dans le sens des axes * ^ y

w
dep positif de v vers w Fig. 1.
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Dimensions et notations speciales

Appui

fe

K
Ee3

P° =•
Rive

12 '

12t7-4J?6

T.i„2

D Ee

7T2j?2

Fig. 2.

' dx

d cp dy

Forces interieures et exterieures

NV,NX
Qx+Q;dx

Qo>*Q<jpd<p

N^+Nydy

N<px+N<pxd<py

N_+N'dx

Nx9+Nx9dx

^Y'
Ncpx

Nx<p Ncp
Q<p

Fig. 3.

Tensions et moments
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-1-1 xq> > x* <po?
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x, r,z

positifs en traction.

positifs lorsqu'ils produisent
une reduction de l'angle droit
des coordonnees.

positifs vers le haut pour des

facettes regardantles coordonnees

negatives.

positifs dans le sens des axes.

®x > °V ' Tx cp > Tq? x positifs dans le meme sens que
N N N N

Jf^, Jfv, MX(p, Jfva. positifs lorsqu 'ils donnent a

l'intrados des tensions de meme
sens que Nx,Ng),NX(p,N(px.

Premiere partie: Le probleme de la continuite

Apercu des methodes existantes

Parmi l'abondante litterature traitant des coques, les indications concer-
nant le calcul des coques continues sont plutöt rares.

Au cours de notre examen des differentes methodes, nous avons rapidement
exclu les methodes a la rupture, encore incompletement developpees, les

methodes trop compliquees comme celle de Vlasov ou la methode iterative
de Lundgren et les methodes approchees comme Celles de Barets-Callari
ou Van der Eb; pour l'etude de certains effets de precontrainte, nous avons
cependant eu recours ä la methode de la poutre.
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Restent donc les methodes dites exactes, c'est-ä-dire basees sur la theorie
mathematique de l'elasticite et qui, moyennant des hypotheses simplificatrices
plus ou moins poussees, derivent des trois equations fondamentales etablies
par Flügge [1]. Elles conduisent finalement a une equation en w contenant
des derivees partielles du 8e ordre par rapport ä x et cp. Habituellement, on
separe les variables en ecrivant w wI(cp)wI1(x) oü wu(x) est un developpe-
ment en serie de Fourier dont on conserve un ou quelques termes. II reste
alors une equation differentielle du 8e ordre en 99; sa Solution comprend une
integrale particuliere pour laquelle on prend la Solution de membrane et une
integrale generale souvent appelee la Solution de flexion.

On interprete physiquement cette double Solution en disant que les charges
reparties sur la surface de la coque sont transmises aux appuis uniquement
par des tensions dans la surface moyenne de la coque: c'est l'etat membra-
naire. Mais cet etat implique aux retombees de la coque des tensions et
deformations en general incompatibles avec les conditions ä respecter en ces bords.
II faut donc apporter le long de ceux-ci des charges lineaires qui vont donner
des moments et des efforts tranchants dans la coque: c'est la Solution de
flexion.

Une des Solutions proposees [2] [3] consiste ä assimiler l'effet de la conti-
nuite dans les coques ä l'effet de la continuite dans les poutres ordinaires. Par
exemple, les tensions longitudinales sur appuis d'une coque continue sont, en
grandeur et en signe, aux tensions longitudinales au milieu d'une coque bi-
appuyee comme les moments sur appuis d'une poutre continue sont au moment
ä mi-portee d'une poutre bi-appuyee.

La comparaison avec une Solution rigoureuse fait defaut pour estimer le
degre d'approximation de cette methode. S'il est vraisemblable qu'elle est
satisfaisante pour les efforts Mx, Nx et Qx comparables aux elements de
reduction M, N, T des poutres, ses resultats sont beaucoup plus douteux
lorsqu'il s'agit de fixer l'evolution longitudinale d'efforts N^, N(px, Q^, M^,
M(px propres aux plaques et aux coques.

Le manuel de l'A.S.C.E. [3] propose une Solution du probleme de la continuite

qui est presentee comme rigoureuse.
On y resout d'abord le cas d'une membrane continue chargee de forces

reparties et developpees en series de Fourier. On y remarque que les tensions
Nx, Ny, Nq)X et les deplacements u, v, w de membrane pour le terme d'ordre n
sont composes de deux parties:

— la premiere correspond ä une membrane biappuyee et contient un facteur
mrx uttx

sm—j— ou cos—j—,

— la seconde provient des conditions d'appui propres ä la membrane continue
et a la forme d'un polynöme en x et en n.

Le manuel passe ensuite au cas de charges distribuees sur les bords qui
donnent lieu ä la Solution de flexion. Par analogie avec les resultats de mem-
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brane, il suppose qu'elle se compose de deux termes: le premier correspond
a la Solution de flexion dans la coque biappuyee; quant au second, c'est aussi

un polynöme en x et en n: il provient du reglage des constantes d'Integration
de facon a satisfaire aux nouvelles conditions d'appui.

La Solution complete se presente sous une forme compliquee et son emploi
est reserve aux coques a bords libres. En effet, la presence simultanee des

termes trigonometriques et polynomiaux dans les efforts et deplacements de

coque rend impossible le raccord avec les efforts et deplacements d'une
eventuelle poutre de rive.

Ordonnee de la Charge

conceniree: 1 kg /m

Ordonnee maximum du

developpement en serie

Ech.: ord,

abs

%

0,0125 kg/m

Legende0,001 kg/m
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40 m40 m

— tfiTferme
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2 5frs }ermes

Fig. 5.

Nous avons tente de calculer la coque continue sur trois appuis comme une
coque biappuyee soumise aux charges exterieures et a une force de souleve-
ment concentree ä mi-portee: la reaction de l'appui central. Mais, alors que,
dans les developpements usuels en serie de Fourier, on se contente de un ou
deux termes, il en aurait fallu un tres grand nombre pour rendre compte des

phenomenes localises au voisinage de l'appui. A titre d'exemple, nous mon-
trons ä la flg. 5, l'enorme difference entre une charge de 1 kg/m, correspondant
ä une reaction centrale repartie sur 0,40 m au milieu d'une poutre de 2 x 40 m
de portee, et son developpement en serie dont on a conserve les cinq premiers
termes.
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La Solution par les fonetions de base

Morice [4] fait remarquer que les developpements en serie de Fourier ne
constituent pas la seule possibilite pour wu (x) lorsqu'on pose w wr (cp) wzl (x)
pour resoudre 1'equation aux derivees partielles des coques.

II suffit que Wtt (x) soit un developpement en serie de fonetions orthogonales
dont la forme se repete apres des derivations d'ordre 2, 4, 6, 8 c'est-ä-dire
sous les ordres de differentiation contenus dans 1'equation aux derivees
partielles des coques.

Par analogie avec des problemes rencontres dans l'etude des vibrations,
Morice fait appel a des «fonetions de base». II appelle ainsi les equations qui
representent les deformees vibratoires ä une, deux ou plusieurs ondes rencon-
trees dans l'etude des tiges vibrantes. Ces equations sont de la forme

„. Ai OCX CCX OCX (XX
F (x) ^41COSh-=r- + -42cos"7^ + ^3smn"T" + -^4sin~r"»L L L L
d F (x) I oc\ I A oex .ccx A .ccX ocx\ I <z\ r, / \—t^-Z- (—I (^41smh-y~-^42sm — -r-^43cosh-^- + ^44cos-^J l-^-l P(x),

d2F (x) I oc\2 i A .oex A ccx oex acx\ /a\2^/N
J-y-J l^iCosh—— ^42cos-y- + ^43smh-^—^4sm-^-J l-^-l <P(x),

/a\3/. oex .ccx .ccx ocx\ /a\3rT/x
« 3 l-y-1 l^1smh-^- + ^2sm-^- + ^3Cosh-^--^4cos-y-l 1-^1 II (x),

d^F (x) l ocV I .oex A oex A ccx A
oc x\ I oc \4 ^dx\ KH U^osh— -M2cos — + i3sinh-^- + i4sin-^ (-^-1 F(x).

Sous leur forme generale, les fonetions de base peuvent s'adapter ä diverses
conditions d'appui, notamment au cas biencastre, au cas cantilever, au cas
encastre appuye qui nous interesse specialement puisque le cas d'une coque
sur trois appuis a travees egales et egalement chargees s'y ramene par raison
de symetrie.

Pour ce dernier cas, quelles que soient les charges et 1'angle cp, les deplacements

w wx (cp) Wtt (x) doivent toujours

— etre nuls sur l'appui central -> w 0 pour x 0 -> F(x) 0 pour x 0;

— etre nuls sur l'appui extreme -> w 0 pour x L -> F(x) 0 pour x L;

— avoir une tangente horizontale sur l'appui central -> —— 0 pour x 0 ->

—-±— 0 pour x 0;
dx

— avoir une courbure nulle sur l'appui extreme (pas de moments Mx) ~>

d2w d2F(x) T—— 0 pour x L -> —-t-£— 0 pour x L.
c x ax

dx2

d3F(x
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Ces quatre conditions permettent de fixer des valeurs particulieres aux
constantes

A' - Al A' - ^2 A' - ^3
1~~ÄT' 2~~~Ä~9 *~A^4 ^14 -^4

et oc qui apparaissent dans l'equation F (x). Tous calculs faits, on trouve que,

pour une coque sur trois appuis, un developpement en serie de fonetions de

base aura forme suivante:

/ (x) axFx (x)+a2F2 (0;) + • • • + anFn (0;) + • • •

r i(W4+^)^ (77/4+77)0; ..(77/4+77)0;, (77/4+77)0:]
ax coshv ' ; cosv ' smhv ' +smv 7 + • •

r _ (77/4+^77)0; (77/4+^77)0; (77/4+72,77)0;
+ &„ eosh ——= cos-1--—? sinh ——f —«Je

(77/4 + 7177)0;!
m L J+ sm

Functions F (x) Influence des termes
hyperboliques

(cos ha,-^ -sin h a,-^-)R(x)

0 L/4 L/2 3L/4 L 0 L/4 L/2 3L/4 L

(cos ha2-^--sin ha2-r-)Fo(x

L 0 % L/2 3L/<4 '2

(cos ha-,-r--sin ha,-)3T *"' I1U3

\ L 0 L/4 L/2 3L4 L

Fig. 6.

Courbes vU) Courbes F(x)Courbes r(x)

f,(x)

Courbes <P(x)

*,(x) 7Tt (X) - F,(x)

3L43V4L/2\3J-/4 3L/4 L/4 LL^

Fig. 7.

Pour information, nous reproduisons a la fig. 6 les courbes F1(x), F2(x),
Fz(x) avec, en regard, 1'influence des termes hyperboliques qui differencient
ces courbes des developpements habituels en sinus et cosinus. On peut consta-
ter que la partie hyperbolique joue un röle de plus en plus localise au voisinage
de l'appui central lorsque le nombre de termes du developpement augmente.
Nous reproduisons egalement a la fig. 7 les courbes F1(x), ri(x), <P1(x) et
IJ1(x), qui s'en deduisent comme indique precedemment.
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II est visible que Fx(x) et ^^(x), par exemple, s'adaptent tres bien aux
deplacements w et aux moments Mx de la coque continue.

Le principe de la determination des coefficients d'un developpements en
serie de fonetions de base est le meme que pour un developpement en serie
de Fourier.

Soit ä determiner le coefficient an du developpement

f(x) a1F1(x) + a2F2(x)+ • +anFn(x)+ •• -

Multiplions chaque membre de cette equation par Fn(x) et integrons de

Oai
L L L
M(x) Fn(x)dx ax$Fx(x)Fn(x)dx+ - - - +an_1$F^x)Fn(x)dx
0 0 0

L
+ aJF2(x)dx + --.

o

Gräce ä 1 'orthogonalite des fonetions de base, nous avons:

fF1(x)Fn(x)dx=fFn^1(x)Fn(x)dx=fFn+1(x)Fn(x)dx= 0.
0 0 0

En consequence l'equation se reduit ä:

L L
jf(x) Fn (x) dx an\F2 (x) dx.
0 0

De cette equation, on peut tirer la valeur de an. En procedant de la meme
facon pour tous les coefficients, nous pouvons ecrire le developpement de / (o;)

sous la forme:
L L
J / (x) Fx (x) dx J7 (x) Fn (x) dx

f(x) °-1r j^ (*)+...+!_ Fn(z)+~-
$F2(x)dx \F2(x)dx
0 0

De cette maniere, une charge uniforme p devient apres developpement

p 0,858316^1i (x) + 0,0827317^ (x) + 0,334394^F3 (»)+•-.
La forme de p ainsi obtenue est donnee ä la fig. 8.

1erierme I3eterme
Charge / £y2eterme

/ V x\\ '

Fig. 8.

L
II faut remarquer que les calculs des integrales J* / (x) Fn (x) dn se compliquent

o

fortement des que f(x) n'est plus une fonetion simple. C'est pourquoi, ä plus
d'une reprise, nous avons travaille graphiquement en tracant par un grand
nombre de points la courbe f(x)Fn(x) et en surfacant cette derniere par la

L/4 L/8 3L/4
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formule de Simpson ou un procede equivalent. Des verifications nous ont
montre que cette methode etait exacte a moins d'un pour cent.

La methode de Schorer

Les fonetions de base, contrairement aux fonetions trigonometriques, ne
se reproduisent qu'apres quatre derivations.

Elles s'appliquent bien ä l'equation de Schorer
e3 d8w e d*w

l2l^ + ^2IxT== '

En introduisant dans celle-ci une expression de la forme w wT (x) wu (y) oü

on ne conserve de Wr(x) que le premier terme du developpement soit w1F1(x),
on obtient:

p (i im \ii\ p

On peut simplifier par wr(x) et obtenir une equation differentielle lineaire ä

coefficients constants en wIT(y).
Malheureusement, les fonetions de base ne s'appliquent ä aueune des

autres equations des coques: celles de Dischinger, Aas Jacobsen, A.S.C.E.,
Finsterwalder et meme l'equation DKJ, souvent utilisee ä l'heure actuelle,
contiennent des derivees partielles d'ordre 6 et d'ordre 2 de w par rapport
ä x. La simplification par wT(x) et la Separation des variables ne serait pas
possible.

Rappeions les hypotheses de la theorie des coques selon Schorer :

— applicabilite de la loi de Hooke.
— conservation des normales (hypothese de Kirchhoff).
— la tension normale a la surface moyenne est nulle.
— les deplacements sont petits vis-a-vis de l'epaisseur de la voüte.
— le coefficient de Poisson v 0.

— on a Mx Mxq} 0 -> Qx 0, Nxq? N(px.
— on neglige les deformations correspondant a N' et Nx ^.
— en cours de calcul, on conserve toujours le meme degre d'approximation.

Les quatre premieres hypotheses sont communes ä toutes les theories des

coques, les quatre dernieres sont speeifiques a Schorer.
La methode de Schorer a ete beaueoup critiquee ä ses debuts. Mais, dans

la suite, on s'est apercu qu'elle donne des resultats en bon aecord avec les
methodes plus exaetes, tant qu'on reste dans son domaine d'application. Celui-
ci a ete defini par Schorer lui-meme [5] puis precise par Lundgren [6] et
Tottenham [7]. Notre coque est inclue dans ce domaine et nous avons pu lui
appliquer la theorie de Schorer. La continuite et la precontrainte ayant entre
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autres buts l'augmentation de la portee, il est vraisemblable que la plupart
des coques continues et precontraintes seront assez longues pour etre calculees

par la methode de Schorer.
Pour abreger l'expose, nous indiquons seulement les formules qui permettent

de passer des deplacements w aux autres deplacements et aux efforts ainsi
que l'expression complete d'un terme du developpement de w apres Integration
de l'equation differentielle en w(y)

Mm -£-tiT, Nl =-^rw''\
cp R2 x R5

n K ,„ K :

AT K •'•• S
W'

N^ --^w ö
B* ' "<*> R'
K ::• ,„„ K

W V 1
xq> ^4 w > ° DEel

+ e-£ip»<p [O1 cos r]1pncp + DIsinr]1pncp]

+ c-^ip»^o-^) [^ii cos £lPn (<p0-9) + JBn sin ^pn(9o-9)]
+ c-*p.(*o-p) [tfn cos ^ Pn (cp0 -cp)+ D11 sin Vl Pn (cp0 - cp)]} an Fn (x).

On remarque dans le facteur entre accolades deux termes dont 1 'importance
diminue pour des valeurs de cp croissantes et deux termes qui diminuent pour
des (<p0 — (p) croissants. Tout se passe comme si les bords 99 0 et cp cpQ emet-
taient chacun une onde qui s'amortit exponentiellement en se dirigeant vers
le bord oppose. La meme constatation pourrait etre faite pour les autres
deformations et pour les tensions en un point donne; elles resultent de la super-
position de perturbations issues des deux bords, perturbations plus ou moins
amorties suivant la distance au bord. Les perturbations en question sont
constituees des charges lineaires appliquees aux bords dans la Solution de

flexion pour retablir la compatibilite des tensions et deformations.
Les constantes A1, B1, C1, D1, A11, B11, Cn, D11 constituent les 8 inconnues

du probleme, elles doivent se determiner par des conditions aux bords.

La Solution de membrane et les fonetions de base

Pour etre superposes aux resultats de la theorie de la flexion, les resultats
de la theorie de la membrane doivent etre exprimes en fonetions de base. Dans
ce but, les charges exterieures qui sont ä l'origine des efforts et deplacements
membranaires doivent elles-memes etre developpees en series de fonetions
de base.
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Outre les hypotheses habituelles de la Solution de membrane: suppression
des moments de flexion M(QX et MX(p, des moments de flexion Mx, M^ et des

efforts transversaux Qx, Q^, nous devons conserver les hypotheses de Schorer:
prendre v 0, negliger les deformations correspondant ä N^ et NX(p et
conserver partout le meme degre d'approximation.

Moyennant quoi les efforts et deplacements habituels de la membrane sont
modifies comme indique ci-dessous pour le Tueme terme du developpement
en serie de fonetions de base.

Nv =ZR, N9n ZnR,

NX(p j{^+Y)jdx + C1(^, NX(pn ^-jf^ + Y^dx + CAcp),

N* =~J(^ + X)dx + C2(cp), NXn =-j^^ + Xn^dx + C2(cp),

U =ß^\(Nx~vN(p)dx + C3(cp), un -^-JNXndx + Cs(cp),

V J-J[2(l+,)^,-
+ C4(9),

-—5-m* dx vn -\^dx + Ct(<p),

W m{N<»-vN*)~V'' wn -<>

K
1

/ • ^
w'n

R'

Ces simplifications ne correspondent pas seulement ä un souci d'homo-
geneite mais, dans certains cas et a cause des fonetions de base, ä une reelle
necessite. Si, par exemple, on ne negligeait pas les deformations dues ä NX(p

dans 1'expression de v, celle-ci contiendrait un terme en II(x) provenant de

NX(p et un terme r(x) provenant de u Semblable inconvenient ne se presente
pas avec les developpements en serie de Fourier : les fonetions trigonome-
triques se retrouvent apres une double derivation et on obtiendrait un cosinus
dans les deux termes.

Les constantes C1(cp), C2(cp), Cs(cp), C^(cp) sont nulles. La demonstration
mathematique en est beaueoup plus compliquee que pour les coques biappuyees.
Pour ces dernieres, il est aise de voir que NX(p et cos cp par exemple s'annulent
ä mi-portee si la charge est uniforme. Pour les coques continues il faut exprimer

l'encastrement sur l'appui central -> u 0 pour x 0;

-> v 0 pour x 0;

la rigidite de l'appui extreme dans son plan -> v 0 pour x L;
la souplesse de l'appui extreme perpen-

diculairement ä son plan -> Nx 0 pour x L.
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Ces quatre conditions fournissent quatre equations dont certaines con-
tiennent des derivees des C par rapport ä <p.

C'est de ces equations qu'il faut tirer C1(cp) =C2(cp) C3(cp) C4!(cp) 0.

L'annulation des constantes est logique puisqu'elle ne fait que traduire des

conditions d'appui deja exprimees par la forme particuliere des fonetions
F, r, $ et 77.

Principe de resolution expose sur un exemple numerique

L'exemple que nous avons traite est celui d'un shed de 2x40 m de portee
dont les dimensions principales sont definies ä la fig. 9.

e 0,07

cp =16

Q p

9=0

9«=/67°

u>n=22°

2.71 8,29
12.00

0,20

Fig. 9.

II s'agit de 1'element courant d'un bätiment industriel calcule par le
Professeur Haas et construit ä Oosterhout (Hollande).

Nous y avons determine les tensions sous son poids propre, sous la neige,
sous l'effet du vent et, bien entendu, sous la precontrainte; l'hypothese d'un
materiau obeissant ä la loi de Hooke permet d'obtenir l'etat reel par super -

position de ces differents etats elementaires. Pour la neige, nous avons suppose
une charge uniforme par m2 de surface de coque et une aecumulation dans le
cheneau; nous avons etudie le vent agissant en depression pour voir s'il est
capable de provoquer en quelque point un retournement des tensions.

La methode classique de resolution est la suivante:

1. On calcule les sollicitations exterieures et on les developpe en fonetions de
base; on ne retient que le premier terme du developpement.

2. On calcule les tensions et deformations de membrane dans la coque sous
les charges exterieures. Les tensions et deformations obtenues sont en
F1(x),r1(x),01(X),n1(x).
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3. On tire de la Solution de flexion, les tensions et deformations aux bords I
et II de la coque. Elles sont de la forme Fx (x), r± (x), &, (x), ü^ (x) et depen-
dent des 8 inconnues A1, B1,. .D11.

4. On etudie les tensions et deformations dans la corniche,

— sous les charges exterieures (developpees),
— sous les charges provenant de la coque.

5. On etablit le raccord entre les tensions et deformations de la corniche et
Celles de la coque (Solution de membrane plus Solution de flexion).

— Au bord I: Correspondance des deplacements de la coque et de la corniche:
dans le sens des x (1 condition),
dans le plan cpz (2 composantes -> 2 conditions),
en rotation (1 condition).

— Au bord II
on admet que le pilier de fenetre ne peut transmettre ni M^, ni N(px

My N(px 0 (2 conditions);
correspondance du deplacement de la coque et de la corniche dans Taxe
du pilier (1 condition);
le pilier est sollicite axialement N** sin d Q1* cos Q (1 condition).

6. Les huit conditions aux bords sont exprimees en fonetions de base et celles-
ci peuvent etre mises en evidence ce qui laisse subsister un Systeme de
8 equations ä 8 inconnues A1, B1,. .D11.

7. Une fois qu'on a determine ces 8 inconnues intermediaires, on introduit
leur valeur dans les tensions et deformations de la coque et de la corniche.
On peut alors tracer les diagrammes de tensions et de deformations. C'est
a ce stade seulement que par des equilibres statiques on peut contröler
l'ensemble des calculs precedents.

La methode classique est susceptible de simplification dans le cas des

coques symetriques pour lesquelles AI A11, BI B11, C1 G11, D1 D11.

Quatre conditions aux bords et quatre equations a quatre inconnues suffisent
ce qui abrege considerablement la Solution du probleme.

Nous avons adopte une methode legerement differente. Au lieu de prendre
comme inconnues hyperstatiques les constantes A1, B1,. .D11, nous avons
choisi les efforts M\, Q\,N\,N\X au bord I et M%, Q™, N™, N$x au bord II.

Les quatre premiers points du calcul ne sont pas modifies.

1. Calcul des sollicitations.
2. Calcul des tensions et deformations de membrane dans la coque.
3. Calcul de la Solution de flexion dans la coque.
4. Calcul de la poutre corniche sous les charges exterieures et sous les charges

venant de la coque.
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5. Etudier la coque chargee au bord I d'un moment unitaire M1q) l c'est-a-
dire une coque dont les conditions au contour sont M^ 1,

Nl Q\ Nlv Jfn J\rn Qn jyu, 0.

Ces 8 conditions aux bords permettent de calculer 8 inconnues intermedi-
aires A\,B\. .D11. Ensuite nous calculons les deplacements u,v,w,8 des
deux retombees sous M*) l c'est-ä-dire ce que nous appelons les coefficients

d'influence de M\
u*(M$), w^(Mj) iu^(Ml), w^(Mj)
v*(Ml), 8* (MD \v^(Ml), 8^ (Ml)

6. De la meme facon etudier la coque successivement chargee de

Nl=l, Ql l, Nlx l.
7. Par des considerations de symetrie, tirer des points 5 et 6 les coefficients

d'influence relatifs ä

71/11 atii nn atii

8. En utilisant les coefficients d'influence, nous pouvons obtenir pour tous
les deplacements des expressions analogues ä la suivante:

u* [u* (Ml)] Ml + [u* (NI)] NI + K (Ol)] Ql + IV (NU)] N%x

+ [u* (M%)] M* + [ui (Nu)] Nf + [ui (gii)] qu + [ui (j^rT)]^.
oü u1 (Effort) represente le coefficient d'influence sur u1 de l'effort considere.

9. Comme au point 5 de la methode classique, on etablit alors le raccord entre
la coque et la corniche. Ce qui fournit un Systeme de 8 equations en les
nouvelles inconnues

7L/T ATI 01 AT1 M11 N11 ö11 N11
±1,J-<pi Ivipj V<p? ±y cpx> AV±

cp > ±y cp i ^cp •> ±y cpx-

La determination de ces inconnues termine le probleme.

Les avantages de cette methode sont les suivants:

— Elle permet de verifier les calculs par des contröles statiques des les etapes
intermediaires 5, 6, 7 et de depister d'eventuelles erreurs de calcul long-
temps avant le contröle final qui, bien entendu, est toujours possible apres
le point 9.

— Alors que la methode classique doit etre totalement recommencee pour
chaque cas de charge, les etapes 5, 6, 7 et 8 de la methode adoptee restent
toujours valables. Cette derniere est donc d'autant plus avantageuse que
les cas de charge a traiter sont plus nombreux.

— Elle se prete particulierement a l'etude de la precontrainte qui, nous le

verrons, sera introduite sous forme de forces de bords.
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N.B.: II est interessant d'effectuer les calculs de facon tres precise pour
qu'un contröle defectueux puisse etre attribue ä coup sur ä une erreur de

calcul et non a une perte de precision progressive.

Probleme de la torsion du cheneau

Pour assurer le raccord de la coque et du cheneau, les charges agissant sur
ce dernier sont developpees en fonetions de base; ceci permet d'obtenir les

moments flechissants, les efforts tranchants et normaux et les deplacements
correspondants sous la meme forme dans la coque et le cheneau. Lors de

l'ecriture des conditions de raccord, chaque equation contient une seule fonc-
tion de base et peut etre simplifiee par celle-ci.

Mais les charges developpees en fonetions F n'agissent pas necessairement
au centre de torsion du cheneau, il en resulte un moment de torsion qui fait
intervenir une integrale de la forme

J* (charge • bras de levier) dx + Cx

c'est-ä-dire une fonetion 77 plus une constante. Quant ä 1'angle de rotation S

il est de la forme

l( moment \dx\C x + C
rigidite torsionnelle / 1 2

donc en fonetion 0 plus un polynöme en x.
Or, les S du cheneau doivent se raecorder avec des deplacements de coque

exprimes sous forme de fonetion Fl Donc, en ecrivant l'egalisation des
rotations dans la coque et le cheneau, on obtient une equation contenant un terme
en F, un terme en 0 et un polynöme, ce qui bloque la Solution.

On peut d'ailleurs constater, en retournant a la fig. 7, que la fonetion 0X,

par sa forme convient tres mal pour representer la rotation d'une poutre
empechee de tourner ä ses deux extremites. La fonetion F± serait beaueoup
plus appropriee.

La cause fondamentale de cet ennui est la non-homogeneite des theories
de la flexion et de la torsion: en flexion, les deplacements fönt intervenir
1'integrale quatrieme de la charge; en torsion, ils fönt intervenir l'integrale
seconde. Cette difference n'apparait pas avec les series de Fourier mais bien
avec les fonetions de base qui ne se reproduisent qu 'apres quatre derivations.

Voici le remede que nous proposons. Pour etudier la torsion, nous ne deve-

loppons pas la charge p sur le cheneau mais nous la conservons sous sa forme
initiale (repartition uniforme), nous calculons le moment de torsion puis la
rotation 8 et nous developpons S directement en la fonetion de base appropriee
c'est-ä-dire F. Nous commettons ainsi une incoherence car, sauf hasard excep-
tionnel, le premier terme du developpement en serie de p et le premier terme
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du developpement en serie de S ne fönt pas intervenir la meme fraction de la
charge. L'approximation commise est cependant du meme ordre que celle

qui consiste ä ne retenir qu'un ou deux termes dans le developpement de §

et disparaitrait si on prenait un tres grand nombre de termes tant dans le

developpement de p que dans celui de S.

Le meme type de probleme se rencontre lors de l'etude de la torsion du
cheneau sous l'action des forces dejä developpees provenant de la coque et
agissant en son bord. Nous l'avons resolu de la meme fagon en redeveloppant
le plus tard possible les seuls resultats indispensables ä la suite du calcul.

Resultats numeriques

Les calculs sont trop longs pour etre reproduits ici; nous indiquons seule-
ment quelques resultats ä savoir les diagrammes de ax dans la coque et le
cheneau, de u et w dans la coque (Fig. 10, 11 et 12). Ces courbes sont ä lire
comme suit: les valeurs tirees du diagramme principal doivent etre multi-
pliees par un certain facteur tire du diagramme d'evolution longitudinale et
correspondant ä la section oü on se place.

Fig. 11.
Diagramme de o-x

3
Ech absasses.— =1m

.2 Legende PM
PM+Neiae
PM + Veri

£
I00KV™2

f + 50 *9/cm2

\£
0 k«/,m2

--50 kg/_2

-100KV„m2

Evolution longitudinale $ (x)
>K+2

L/2 3L/4

1.32 1.32

Fig. 10.

0 cm

-0,5 cm

Diagramme de u

<£

Ech abscisses ——' 1m

2 Legende PM
PM + Neige
PM + Venl

5 cm

Evolution longitudinale P, (x)

-1*01

3L/

1,434
Diagramme de"w'

Fig. 12.

Evolution longitudinale F, (x)
1,44^ 1,49

1,23
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Deuxieme partie: Le probleme de la precontrainte

Avantages

Dejä du point de vue theorique, la precontrainte offre des avantages. Par
compression prealable des zönes tendues, on evite la fissuration du beton; or,
on sait que l'apparition de fissures est une des causes principales pour lesquelles
le beton n'obeit pas parfaitement ä la loi de Hooke; la precontrainte ameliore
donc la validite de cette loi.

Par une precontrainte appropriee du voile et des poutres de rive, on peut
eliminer les discordances de deformations entre ces deux parties et notamment
realiser des poutres de rive dont le comportement elastique est voisin de celui
du renfort ideal rigide et sans poids ce qui a pour effet de diminuer la grandeur
des moments flechissants dans la coque.

La precontrainte des zönes tendues reduit les deformations, maintient la
forme de la coque et ainsi augmente la securite au voilement.

Les consequenees pratiques de ces avantages sont:

— L'augmentation de la portee.
— La reduction des armatures et une diminution sensible du poids par suppres-

sion des surepaisseurs necessaires dans les zönes tendues et par reduction
du nombre de nervures.

— L'amelioration de l'etancheite par suppression des fissures.

— Eventuellement la possibilite de prefabriquer des coques completes ou
d'assembler des elements de coques prefabriquees.

Placement des cäbles

Comme les tensions de traction se produisent surtout aux retombees des

voütes, on avait pris l'habitude d'etablir des poutres fortement armees aux
retombees.

Tres naturellement c'est dans ces poutres de rive qu'on a d'abord introduit
la precontrainte mais cela presentait deux inconvenients:

— A moins de donner aux poutres de rive une hauteur excessive, il n'est guere
possible de donner une courbure aux cäbles; ils doivent etre rectilignes et
realiser une precontrainte uniforme des poutres de rive.

— Lors de la mise en precontrainte, les poutres de rive se raccourcissent et
entrainent la coque dans leur raccourcissement. Pour transmettre les effets
de la precontrainte ä la coque, il apparait d'importantes tensions de cisaille-
ment au raccord coque-poutre et il faut fortement armer cette zöne,

L'etape suivante a consiste ä introduire la precontrainte dans le corps de la
coque. En utilisant des cäbles courbes, on obtient un double effet (voir fig. 13):
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— Les efforts d'about introduisent des compressions dans la coque.
— Les efforts de courbure ou poussees au vide «portent» une partie du poids

mort et des surcharges. Ces efforts de courbure sont diriges suivant la normale
principale au cäble.

Mais un cäble courbe dans une coque cylindrique possede une double courbure

et l'effort q comporte une composante utile dans le plan tangent au voile,
une composante parasite dirigee suivant le rayon de la coque et tendant ä

aplatir celle-ci. Pour eliminer cette composante parasite et reduire les frotte-
ments du cäble, on epaissit progressivement la coque vers les retombees de
facon ä placer les cäbles dans un plan.

Si les composantes utiles de q deviennent süffisantes pour equilibrer le
poids mort, la coque est suspendue aux cäbles, les poutres de rive ne sont
pratiquement plus soumises qu'ä leur propre poids et peuvent etre supprimees.
(Voir fig. 14.)

Oj Resultante de la
contrainte

Resultante du poids

\j>outres de retombee
ä supprimer

Fig. 14.

Fig. 13.

epaississements

tangentiels

Dans le cas d'un shed, la poutre cheneau est indispensable. Si des cäbles
sont introduits dans la coque, celle-ci se raccourcit; il est tout ä fait logique,
ä la fois pour reduire les cisaillements au raccord coque-poutre et pour ame-
liorer le comportement de la poutre cheneau de la precontraindre egalement.
La Situation ideale est atteinte lorsque la resultante des efforts de courbure
dans la poutre cheneau, dans la partie superieure et la partie inferieure de la
coque, equilibre la resultante du poids mort et des surcharges. Par la dis-
position de nos cäbles, nous avons essaye de nous rapprocher de cette Solution
ideale. Toutefois, ä cause de la dissymetrie de la toiture, il est tres difficile
que Q, soit egal et directement oppose ä Q. (Voir fig. 27.)

Methode de calcul

Pour etudier les effets des cäbles, nous les decomposons en une serie d'efforts
fictifs Äquivalents: efforts d'abouts et efforts de courbure des cäbles du
cheneau, efforts d'abouts et de courbure des cäbles de coque. Aucun d'eux pris
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individuellement, ne pourrait exister mais la superposition de tous ces efforts
fictifs rend la sollicitation reelle de precontrainte.

Pour chacun de ces efforts, nous avons choisi la methode de calcul qui s'y
adapte le mieux.

Efforts de courbure des cäbles

1. Cäbles situes dans la poutre cheneau. Un cäble courbe place dans le cheneau
donne dans chaque section un effort normal, un moment flechissant et un
effort tranchant. Nous laissons provisoirement de cöte 1'effort normal envisage
lors de l'etude des efforts d'abouts. Dans la flexion du cheneau, il ne faut pas
sous estimer l'importance des moments secondaires de precontrainte dus ä

l'hyperstaticite du Systeme.
Nous inspirant de la disposition courante dans les poutres sur trois appuis

uniformement chargees, nous avons place les cäbles dans la poutre en v du
cheneau comme indique ä la fig. 15.

^^ 7^^^ L4

© ® ©© • cable

o cable resultant

2Z surface ou
evolue le cable
resultant *lg- 15.

Les cäbles de precontrainte sont en nombre egal dans la partie horizontale
et la partie relevee; leur mouvement dans chacune de ces parties est regle de
teile facon que le cäble fictif equivalent se deplace sur l'axe ym: nous n'avons
donc jamais de flexion autour de cet axe mais une precontrainte uniforme; les

deplacements du cäble fictif equivalent par rapport ä l'axe zm sont ceux d'un
cäble concordant. Comme les charges sont statiques et uniformement reparties,
nous connaissons de suite l'allure du diagramme des moments flechissants
dans la poutre sur trois appuis (voir fig. 16), un cäble tendu suivant un profil
semblable ä ce diagramme ne produit aucune reaction d'appui: il est concordant;

c'est ce profil que nous adoptons.
En pratique, nous avons cependant encore accentue l'excentricite dans la

section 4, ce qui ferait sortir le cäble de la poutre si le point anguleux n'etait
recoupe par un raccordement parabolique. II est evident aussi que le trait
unique dans chaque aile correspond ä un faisceau de cäbles et qu'il faut tenir
eompte de leur eneombrement.

L'excentricite du cäble etant specifique ä une poutre sur trois appuis se

prete au developpement en fonetions de base, et la fonetion 0 la represente



CONTRIBUTION AU CALCUL DES COQUES CONTINUES ET PRECONTRAINTESj 79

particulierement bien avec un seul terme. On en deduit sans peine le moment
M courant qui, en raison de la concordance, vaut l'excentricite multipliee par
1'effort de precontrainte, puis l'effort tranchant T' -j— puis les deplacements

u,v,w.. etc., et tout cela dans les fonetions de base appropriees qui per-
mettent le raccord avec la coque et la determination dans celle-ci des conse-

quences de l'effet de courbure des cäbles du cheneau.

J2§
8x'/8

Fig. 16.

Fig. 17.

^v>

V^s

T^

Efforts cable

Efforts tangents

\ Lttorts normaux

Efforts d'abouts

2. Cäbles situes dans la coque. Les efforts de courbure des cäbles de coque
sont repartis le long de ceux-ci. Mais il est ä peu pres impossible de tenir
compte de leur Situation exaete et il est couramment admis de transporter
aux bords les efforts normaux et les efforts tangents qui resultent de la courbure

(voir fig. 17). Quant aux efforts d'abouts ils sont traites separement.
La disposition des cäbles dans le cheneau s'est revelee rationnelle du point

de vue tensions et avantageuse du point de vue calcul; aussi, allons-nous nous
en inspirer pour placer les cäbles de coque (fig. 18).

Nous maintenons la resultante des cäbles places ä la partie inferieure et ä
la partie superieure sur l'axe zm du Systeme coque et cheneau. Compte tenu
de l'espace disponible aux appuis et ä mi-portee, ceci est pratiquement realise
en placant trois fois plus de cäbles ä la partie inferieure qu'ä la partie superieure.

Par rapport ä l'axe ym, nous essayons de faire en sorte que la resultante
se deplace suivant le mouvement d'un cäble concordant. Les cäbles sont inter-
rompus au droit de l'appui central; nous pouvons donc y conserver un point
anguleux. Mais l'espace disponible ne nous permet pas d'adopter le profil
concordant correspondant au diagramme parabolique des M sous charge repar-
tie. Le profil adopte est un profil parabolique derive du profil concordant par
une transformation lineaire comme indique sur la fig. 19. Le seul effet de la
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transformation lineaire est d'introduire des reactions d'appui additionnelles
qui n'influencent que le calcul des portiques de support.

Si, pour etudier le cheneau, nous avons envisage les elements de reduction
dans une section particuliere d'abscisse x, pour etudier la coque nous envi-
sageons la Situation representee ä la fig. 20. Les efforts normaux et tangents
developpes par la methode semi-graphique en fonetion F et 77, sont consideres

comme des charges exterieures N^ et N(px agissant aux bords de la coque.
Comme les deformations obtenues aux bords dans cet etat particulier de

charge sont incompatibles avec Celles du cheneau non charge, il faut une fois
de plus etablir le raccord coque-cheneau au moyen des coefficients d'influence.

Apput

portee

Appui

Mi-portee

+

Fig. 19.

S

—^
K\K\*v\

^
Appui

Fig. 18. Fig. 20.

Efforts d'abouts des cäbles

L'inclinaison des cäbles aux appuis est source d'efforts tangentiels T (voir
fig. 17).

Nous admettons que ces efforts sont directement transmis aux portiques
de support.

La representation de la composante normale des efforts d'abouts pose de

serieux problemes; pour simplifier leur expose, nous raisonnons sur le cas d'une
coque avec poutres de rives seules uniformement postcontraintes (fig. 21).

Pour la coque sur appuis simples, le Professeur Haas [8] propose de traiter
1'effort de compression S0 constant sur toute la portee comme on traite habi-
tuellement les charges reparties c'est ä dire par developpement en serie de

Fourier (voir fig. 22). L'effort et la tension dans une section courante valent:
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Alors qu'en general le fait de ne prendre que le premier terme du developpement

n'entraine pas de consequence grave, la representation des tensions est
ici tres mauvaise: sauf ä mi-portee oü ax est ä peu pres correct, on a partout
une valeur trop faible de ax\ l'ecart est maximum aux appuis oü on trouve

<jx 0, au lieu de ax -£. Avec plusieurs termes l'accord devient meilleur sauf

aux appuis oü la Situation reste inchangee.

Fig. 21.

/fnTrrrmrrrnv

ITTTTT-r^,

Diagramme de

<rx a representer

Representation
par 1 terme

Representation
par 3 termes

Diagramme de
"u" a representer

IIMI ^>V<UJI[ I | Representation

Fig. 22.

Par contre le deplacement u est assez bien represente par le premier terme
de son developpement

u J £
te _

4 S<

Edx + c --Wq
OO

Q ^ n oc„
cos oc„ x + 0.

Or, c'est par la compatibilite des deformations u dans la coque et dans la
poutre de rive qu'on peut tenir compte dans la coque de la precontrainte de
la poutre de rive. En ce qui concerne la coque, la methode, meme avec un seul
terme peut donner satisfaction.

Si la coque est continue, l'imperfection du developpement de ax subsiste
mais le developpement de u devrait faire intervenir une constante comme
indique ä la fig. 23.

Le mecanisme des simplifications dans l'equation de raccord coque-cheneau
et toute la suite de la Solution s'en trouveraient perturbes.

Les fonetions de base bien que specialement adaptees ä la continuite
n'arrangent pas du tout la Situation.

Pour assurer le raccord avec les efforts Nx dans la coque, 1'effort de
precontrainte S0 et les tensions ox doivent etre developpes en serie de fonetion 0.
Qu'on prenne 1, 3 ou davantage de termes, la representation d'un diagramme
de tensions constant par des fonetions 0 est extremement mauvaise (voir
fig- 24).

Pour les coques biappuyees, la Situation s'etait amelioree lors de la repre-
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sentation de u. Pour les coques continues, le deplacement u, le plus important
pour la transmission de la precontrainte du cheneau dans la coque, doit etre
exprime en fonetion jT. Pas plus que la fonetion cosinus, celle-ci ne convient

pour representer un deplacement variant lineairement de l'appui central vers
l'appui extreme; ceci s'explique si on remarque sur la fig. 6 que la difference
entre ces fonetions reside dans les termes hyperboliques qui diminuent d'impor-
tance quand l'ordre du terme augmente.

Diagramme de o"x a representer

L
Diagramme de

er» ä representer lllllllllllllll
^MTTKRepresentation

par 1 terme

Diagramme "'h-J--U4JLJJ| I I I I I I

de"u*ä representer "^^-JJJJJ Representation par 1 terme

Representation i m t i i | i

par 1 constante 11 1 I I 1 I I 1

+ 1 terme HTTTTr^.

Do)

""*^i-UJJ(2)

Representation
~^UUJ1U<3) Fig. 23.

Representation par 3 termes

Fig. 24.

Lors du probleme de la torsion, nous nous sommes tires d'embarras en

developpant le plus tard possible les seuls elements indispensables ä la suite
des calculs. Le meme procede, applique ä la precontrainte n'a donne aueun
resultat.

Donc, les developpements en serie conviennent mal pour representer les

efforts d'about surtout dans les coques continues.
En particulier, les fonetions de base sont parfaites pour representer des

courbes ou diagrammes dont l'allure est speeifique aux poutres continues mais

sont totalement inefficaces pour une charge S0 independante du mode d'appui.
Pour traduire les efforts d'abouts, nous utilisons le premier stade de la

methode de la poutre de Lundgren: nous considerons la coque et son cheneau

comme une poutre ä parois minces et ä section ouverte.
Le cas fondamental que nous remontrons est celui d'une poutre sur trois

appuis d'epaisseur e comprimee par un effort S excentre de ez et ey par rapport
aux axes prineipaux d'inertie.

Les reaetions d'appui valent: au centre

Les tensions valent

3M
L ' aux extremites —

3if
2L '

s_ a I 1 3x\ y a I 1 3z\
Se*(-2 + 2-L}-TsSe«(-2 + 2LJ'

0,

zeds.
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Les deplacements valent

— f ax~ J~E'u

EIyfdxt + C^ + Cz,

WJ -^fdx2 + C{x + C2;

les constantes d'Integration s'annulent
vu les conditions d'appui.

Les deplacements 8Z et S^ sont transformes en deplacements v et w de la
surface moyenne par protection sur la direction de ces derniers en chaque point.

Les deplacements S^ et 8Z d'un point de la section etant assimiles au deplacement

de l'axe, le shed subit des translations d'ensemble mais il n'intervient
pas de rotation §.

On peut montrer que cette Solution obeit aux conditions de compatibilite
et aux conditions de contour de maniere teile qu'elle constitue une Solution
satisfaisante du probleme des efforts d'about.

La restriction de Saint-Venant aux extremites de la poutre n'a pas grande
importance ici, car si nous parlons toujours d'un cäble de precontrainte, il y
en a en realite un grand nombre repartis sur la section.

C'est de cette facon qu'on calcule les effets d'abouts des cäbles du cheneau.
Les cäbles de coque, comme leur resultante passe par le centre de gravite

des sections d'appui de la poutre coque cheneau, n'introduisent qu'une com-
pression uniforme ax et un deplacement u.

Toutes les grandeurs dues aux effets d'about sont exprimees en polynömes
en x, tandis que Celles dues aux effets de courbure et aux charges exterieures
sont exprimees en fonetions de base. Pour representer un effort, Nx par
exemple, il ne suffit plus de tracer son evolution transversale dans une section
quelconque puis de representer son evolution longitudinale, ce que nous avions
fait aux fig. 10 ä 12; l'allure de la repartition transversale varie cette fois
d'une section ä l'autre et doit etre calculee dans chaque section oü eile est
desiree.

Choix des efforts de precontrainte

Si nous examinons les resultats obtenus sous poids mort et surcharge, nous
constatons que les tensions de loin les plus dangereuses sont les tensions axiales

ax. Dans le cas du poids mort et de la neige (voir fig. 10), elles varient

de — 195 ä +225 kg/cm2 sur l'appui central,
de + 129 ä - 149 kg/cm2 ä 5/8 L.

La precontrainte doit ä, tout prix reduire ou supprimer les formidables
tensions de traction et reduire les tensions de compression.

Jusqu'ä present, nous n'avons fixe ni la valeur de la precontrainte du
cheneau Fl9 ni celle de la coque F2. Nous allons le faire en nous basant sur
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Appui extreme

Poids mort
Neige
Vent
Precontrainte Fi
Precontrainte F2

_i_

5/8 L
Poids mort
Neige
Vent
Precontrainte Fi
Precontrainte Fi

\

Appui central
Poids mort
Neige
Vent
Precontrainte F\
Precontrainte F2

PI

PI PC

0

0
0

+9,260-10-^
-35,94-10-6^2

0

0
0

-5,042-10-6^1
-35,94-10-6^2

0
0

0

-52,23-10-e.Fi
-35,94- 10-6ir2

+100,95
+ 19,87

+ 3,611
-81,01-10-6^
+248,2.10-6i^2

i

i

-58,21
-11,18
+23,90

-31,86-10-6^i
+21,02-10-6i^2

T

o

o

0

-51,32-lO-6^!
-35,94-10-6i^2

+110,81
+ 17,46

- 31,91
-237,5-10-6^
-242,9-10-6i^2

-152,79
- 30,08
+ 76,29

-60,21-10-6^!
+174,9-10-6^2

+88,103
+16,928
-36,188

-142,3-10-6^i
-232,6-10-6^2

_i_

+10,50
+ 0,35

- 0,087
-145,8-10-6^!
-168,3-10-6i^2

-167,70
- 26,43
+ 48,30

+143,4-10-6^1
+166,9-10-6^2

_i_

-15,892
- 0,531
+ 0,132

+5,092-10-6^1
-88,49-10-6^2

Tensions en kg/cm2 permettant de choisir F\ et Fi

Fig. 25.

-39,66-
-35,94-

lO-6^!
10-6i^2

T

-131,81
- 18,16
+ 32,09

+65,66-10-6^1
+71,81-10-6i^2

\

+199,49
+ 27,49

- 48,56
-308,6-10-6^!
-309,4.10-6j^2

l'evolution de ux en cinq points de trois sections transversales # 0 (appui
central), x 25m (5/8 L), # 40m (appui extreme) (voir fig. 25). En chacun
des points, nous avons indique l'influence du poids mort, de la neige, de la
precontrainte F± (effets de courbure et d'abouts), de la precontrainte F2

(effets de courbure et d'abouts).
L'examen du tableau montre les inconvenients de cäbles places unique-

ment dans le cheneau:
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— Ils ne peuvent pas reduire les compressions au point II sur l'appui central.
— A moins de creer des tractions ou des compressions excessives respective-

ment aux points II de la coque, en PI et PC du cheneau dans la section
extreme initialement non chargee, ils ne peuvent pas eliminer les tensions
de traction au point II ä 5/8 L.

— En resume, ils sont efficaces dans le cheneau mais insuffisants pour les

points fort eloignes de celui-ci.

Les cäbles de coque, seuls, permettent d'ameliorer partout la Situation.
Mais n'utiliser que des cäbles de coque ne constitue pas une Solution interessante:

— Leur placement est plus difficile que le placement des cäbles dans le cheneau.

— Pour la validite de la loi de Navier, les cäbles doivent etre repartis de facon
ä peu pres egale sur toute la section du shed.

Apres tätonnements, nous avons trouve que des efforts Fx 300 000 kg et
i^2 450 000 kg permettent de maintenir partout ax compris entre 0 et —125

kg/cm2 pour les 3 cas: poids mort seul, poids mort + neige, poids mort + vent.
Nous avons constate ä posteriori que la disposition et le nombre des cäbles
etaient ä peu de chose pres identiques ä ceux obtenus ä Oosterhout par une
methode de calcul assez differente.

Nous donnons ä la fig. 26, les diagrammes de ax sur l'appui central, ä 5/8 L
et ä l'appui extreme.

Effets de la precontrainte

La precontrainte reduit tres fortement les efforts Nx. Ceci est un effet

prevu et desire: nous avons choisi F± et F2 pour le realiser au mieux. Mais
egalement en ce qui concerne les autres tensions et surtout les deformations,
la precontrainte a des effets tres heureux. Pour le mettre en evidence nous

comparons ci-dessous les valeurs maxima de tous ces elements dans les cas

poids mort + neige et poids mort + neige + precontrainte.

Poids mort + neige • •. + precontrainte Comparaison

Mvmax =- 455,84 kgm/m - 497,48 kgm/m tres legere aggravation
Nvmax =- 2 858,36 kg/m -1923,48 kg/m reduction de 1/3

Q„ =+ 475,35 kg/m - 308,56 kg/m reduction de 1/3

Nxvmax + 19 138,84 kg/m + 7853,97 kg/m reduction de 6/10

u>max =-0,784 cm — 1,555 cm valeur doublee

*W =-4,471 cm + 1,101 cm reduction de 6/10

WW =-8,120 cm -2,574 cm reduction de 7/10

Kmax +0,8012-10-*rad +1,418-10-2rad valeur ä peu pres doublee

Les efforts de precontrainte sont consideres comme appliques aux retombees

de la coque; il est normal que des efforts aux bords produisent des M(pmax

et des rotations 8(pmax plus grands que des forces reparties comme le poids mort
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Diogrommes de crx

Ech„ abscisse i—• Im
2 Legende PM + neige

Total+neige
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Fig 26
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et la neige. II est logique egalement que la precontrainte cause un raccourcisse-
ment de la coque et un deplacement umax sur l'appui extreme relativement
eleve: le portique extreme doit se deplacer de 1,555 cm perpendiculairement
ä son plan.

Toutes les autres tensions et deformations sont fortement reduites, en parti
culier le rapport ^-

1

(analogue au rapport nrkr+£a des poutres) passe de
portee 492

1550*
Cette amelioration d'ensemble s'explique si nous nous rappelons que les

cäbles courbes donnent non seulement une compression mais aussi une
composante verticale q capable de combattre efficacement l'effet du poids mort.
La fig. 27 montre que la composante verticale de la precontrainte q 2610 kg/m
equilibre assez bien la resultante p 3820 kg/m des sollicitations exterieures.

Aux figures 28 et 29, nous donnons 1'evolution de u et w dans la coque.

Armatures

Nous les avons calculees par la methode proposee par Flügge (fig. 30).
Des armatures ne sont pas necessaires dans le plan moyen. Un calcul des

facettes et tensions principales nous a montre que la precontrainte avait
redresse toutes les isostatiques parallelement aux axes x et cp; les tensions
principales a-, et a2 sont pratiquement egales ä ax et o^ et, en tout cas, ne
depassent pas les tensions admissibles.

1 surface s

surface m
Ep^-F i i

/ surface i jcz:
1 ?^=E

e

1

Fig. 30.

n

v/z/Af^rz/A
Surface "s" Surface "i"

Or

"T

30.,, 50

Fig. 31. Fig. 32.

Dans le plan i il faut un quadrillage de 5 barres 0 8 mm par m sur la moitie
superieure de la coque et, dans le plan s, il faut un quadrillage de 8 barres
0 8 mm par m sur la moitie inferieure, sauf dans une zöne specialement solli-
citee ou 4 barres supplementaires par m sont necessaires dans la direction cp

(fig. 31).
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L'armaturage des portiques de support et des zones d'ancrage des cäbles

ne represente pas de diffieultes speciales. Sur l'appui central, les cäbles se

croisent suivant le Schema dejä execute ä Oosterhout (voir fig. 32).
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Resunie

Apres un bref expose critique des methodes existantes pour traiter les

coques continues, l'auteur propose une Solution faisant appel aux fonetions
de base. Quoiqu'elle presente certains inconvenients: emploi obligatoire de

l'equation de Schorer, approximation dans la theorie de la membrane et dans
la torsion des poutres de rive, cette Solution convient bien pour rendre compte
des phenomenes de continuite dans les coques continues sur deux ou plusieurs
travees et dans les coques ä encorbellement.

Les fonetions de base sont aussi utilisees pour traduire les effets de courbure

des cäbles de precontrainte. Mais, pour les effets d'abouts, il est montre
que la methode de la poutre est preferable.

Des resultats numeriques et une disposition originale des cäbles sont donnes

pour un cas pratique: celui d'un shed de 2x40 m de portee precontraint par
des cäbles dans la coque et dans le cheneau.

Zusammenfassung

Nach einer kurzen Diskussion der bestehenden Methoden zur Berechnung
durchlaufender Schalen schlägt der Autor eine Lösung vor, die auf
Grundfunktionen beruht. Trotz einiger Schwierigkeiten (Verwendung von Schorers
Gleichung, Annäherungen in der Membrantheorie und der Verdrehung der
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Randträger) ist diese Lösung gut geeignet zur Untersuchung der über zwei
oder mehr Öffnungen durchlaufenden Schalen und der Schalen mit
überstehenden Enden.

Die Grundfunktionen werden ebenfalls zur Berücksichtigung der
Ablenkungskräfte der gekrümmten Spannkabel verwendet; der Einfluß der
Kabelendkräfte wird dagegen besser mit Hilfe der Balkenmethode untersucht.

Numerische Ergebnisse sowie eine neuartige Kabelanordnung werden für
einen praktischen Fall angegeben; es handelt sich dabei um eine Shedüber-
dachung von 2x40 m, die mit Kabeln in der Schale und im Rinnenträger
vorgespannt ist.

Summary

After a short appraisal of the existing methods for analysing shells continu-
ous over Supports, the author proposes a Solution founded on basic functions.
In spite of some difficulties: use of Schorer's equation, simplifications in the
membrane theory and in the twisting of the edge beams, this Solution is quite
suitable for taking account of the continuity phenomena in shells eontinuous
over two or more spans and for shells with cantilevered ends.

Basic functions are also used to describe the curvature effects of the pre-
stressing cäbles, but for anchorage effects it is demonstrated that treatment
by means of the beam method is preferable.

Numerical results and a novel arrangement of the cäbles are given for a

practical case: a north-light shed of 2 x 40 m, prestressed by cäbles in the shell
and in the edge beam.
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