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Flambement des arcs

Bogenknicken

Bückling of Arches

J. COURBON

Prof., Ecole Nationale des Ponts et Chaussees, Paris

Nous exposerons deux methodes de calcul de la poussee critique de flambement

dans son plan d'un are de section quelconque soumis ä des charges verti-
cales: la methode des approximations successives et la methode de l'energie.
Nous examinerons les divers types d'arcs classiques: are encastre, are a deux
articulations, are ä une seule articulation et are a trois articulations.

II existe une theorie elementaire du flambement des arcs fondee sur l'hypothese

simplificatrice qui consiste ä negliger la composante horizontale du
deplacement d'un point de la fibre moyenne. Cette theorie, qui ramene l'etude
du flambement d'un are a celle d'une poutre droite, n'est valable que pour
des arcs tres surbaisses; des que la fleche de l'arc est notable, la theorie elementaire

donne des valeurs beaueoup trop fortes pour la poussee critique.
II faut done tenir compte de la composante horizontale du deplacement

d'un point de la fibre moyenne. Dans ce cas, il convient de distinguer deux
modes d'application des charges:

A. Charges liees ä Varc: les charges sont appliquees aux points materiels de
l'arc. La ligne d'action d'une charge se deplace done en meme temps que le

point d'application de la charge.
B. Charges liees a Vespace: les lignes d'action des charges sont fixes dans

l'espace. Une charge appliquee initialement ä un point materiel de l'arc, n'est
done plus appliquee au meme point materiel de l'arc apres deformation de l'arc.

Ces deux modes d'application des charges conduisent, pour un are donne,
ä des valeurs legerement differentes de la poussee critique. C'est le cas des

charges liees ä l'arc qui presente evidemment le plus d'interet pour le construc-
teur.
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I. Etüde geometrique des deformations de l'arc

1. Les fonctions considerees dans la deformation d'un are

Les axes Ox et Oy etant reetangulaires, la fibre moyenne AB d'equation
y y(x) vient, apres deformation, en A' B' (fig. 1). Un point materiel P de

«p

Fig. 1.

AB de coordonnees (x,y) vient, apres deformation en un point P' de A'B' de

coordonnees (x + 8x, y + 8y).
L'axe Ox fait avec la tangente en P ä la fibre moyenne 1'angle 6 et avec la

tangente en P' ä la fibre moyenne deformee l'angle 9 + 8 6. Nous poserons:

8x u, 8y v, 86 cp.

Enfin il existe un point P" de A' B' qui a meme abscisse que P. Nous

poserons PP" z.

Les fonctions u, v, cp, z sont des fonctions de x que nous considererons

comme des infiniments petits au premier ordre. Nous allons montrer que la
connaissance de la fonetion v entraine celle des fonctions u, <p, z.

a) Calcul de la fonetion u. Un point Px de A B voisin de P a pour coordonnees

(x + dx,y + dy). Ce point vient en un point Px de A' B' voisin de P' de
coordonnees (x + u + dx + du, y + v + dy + dv).

En ecrivant que PPX P' Px nous obtenons:

dx2 + dy2 (dx + du)2 + (dy + dv)2

soit en designant par y', u' et v' les derivees de y, u et v:

u' + v'y' -\(u'2 + v'2).

uf + v' y' etant du second ordre, nous pouvons, au troisieme ordre, pres, rem-
placer dans le second membre de l'equation precedente u' par —v'y'. Nous
obtenons ainsi:

u' + v'y' -\(\+y'2)v'2. (1)

Lorsqu'on neglige les termes du second ordre, la relation precedente se

reduit a:
u' + v'y'= 0. (2)
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Done, si l'on se donne v(x), la fonetion u(x) a pour expression:

u(x)=u(a)-]v'(£)y'(£)d£ (3)
a

a designant l'abscisse de l'origine A de la fibre moyenne.

b) Calcul de la fonetion cp. Des relations:

tgd y', tg(0 + 9)=-£t£

on deduit sans difficulte, en negligeant les termes d'ordre egal ou superieur
au second, la relation:

cp v'. (4)

c) Calcul de la fonetion z. Au voisinage du point P', les equations para-
metriques de la fibre moyenne deformee s'ecrivent:

X x + u + (l+u')dx + \u"dx2-\
Y y + v + (y' + v')dx + \(y" + v')dx2+ • • •

Dans les expressions precedentes, dx est le parametre variable, x et y sont
les coordonnees du point P, et u, v, u', v', u", v" les valeurs des fonctions u, v

et de leurs derivees au point P.
Le parametre dx du point P" correspond k X x done:

u + (\+u')dx + \u" dx2+ • • • 0

d'oü il resulte que, en negligeant les termes d'ordre superieur du second:

dx —u + uu'.

On en deduit immediatement l'ordonnee Y de P" et la valeur de z=Y — y.
On trouve ainsi en negligeant les termes d'ordre egal ou superieur au second:

z v — uy'. (5)

d) Calcul de la Variation de courbure de la fibre moyenne. La courbure de la

fibre moyenne en P est -=- -r- et la courbure de la fibre moyenne deformee

en P' est ^ puisque les elements d'arc ont la meme longueur. La

Variation de courbure est done:

^
1 dcp dcp dx -
B ds dx ds

Si E est le module d'Young et / le moment d'inertie de la section, le moment
flechissant resultant de la Variation de courbure a done pour valeur:

M EI8-^ EIcp'cos6.
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En designant par J I cos 6 le moment d'inertie reduit de la section et
l'arc, et par D le produit E J nous avons done:

M ZV Dv". (6)

Cette relation peut egalement etre deduire des formules de Bresse, a
condition de negliger les deformations dues ä l'effort normal et l'effort tranchant.

2. Conditions aux limites verifiees par le deplacement vertical

Nous definirons la deformation de l'arc par la fonetion v(x). Dans chaque
cas particulier, cette fonetion doit verifier certaines conditions aux limites
que nous allons preciser.

a) Are encastre. Les axes etant choisis comme il est indique sur la fig. 2, la
deformation est definie par la fonetion v(x), x etant compris entre 0 et l portee
de l'arc. La fonetion est nulle pour x — 0 et x l; la formule (4) montre qu'il
en est de meme pour la fonetion v' (x). Enfin u (0) et u (l) sont nuls. II en resulte
le cinq conditions aux limites:

v(0) 0, v(l) =0,
v'(0) 0, v'(l) 0,

$v'y'dx 0
(V

la derniere resultant de la formule (3).

Fig. 2.

b) Are ä deux articulations. Les axes etant toujours ceux de la fig. 2, v (x)
est nul pour x 0 et x l; il en est de meme de v" (x) puisque le moment
flechissant est nul aux extremites de l'arc. Enfin u(0) et u(l) sont nuls. Nous
avons done les cinq conditions aux limites:

v(0) =0,
w"(0) 0,

v(l) =0,
v"(l) Q,

jv'y'dx 0.
(8)
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c) Are ä une seule articulation. Nous choisirons deux systemes d'axes Oxxxyx
et 02x2y2 comme il est indique sur la fig. 3. La deformation est alors definie

par:

_ jvx(x) pour 0^x^ax (OxA),
V W "" \v2 (x) pour 0 xSa2 (02A)

les fonctions vx(x) et v2(x) devant satisfaire aux huit conditions aux limites:

MO) =0,
v2(0) =0,

<(0) 0, v'{(ax) 0,

v'2(0) 0, vl(a2) 0,

ax a%

vx(ax) v2(a2), \vxyxdx+\v2y2dx 0.
o o

(9)

Vi
/

Vi

^

V2 N.

)fi

x2

32

02

Ol x1

ai Fig. 3.

Les sept premieres sont evidentes; la derniere exprime, d'apres la formule
(3), que le deplacement horizontal de 1'articulation A est le meme lorsqu'on
considere cette articulation comme appartenant soit ä OxA soit a 02A.

Les fonctions yx et y2 sont les ordonnees des arcs de fibre moyenne OxA
et 02 A rapportees aux axes Ox xx yx et 02 x2 y2.

d) Are ä trois articulations. En conservant les axes de la fig. 3, la deformation
est encore definie par:

jvx(x) pour 0f^xf^ax (OxA),
v\x> ~ \v2(x) pour 0<:X^a2 (02A)

les fonctions vx(x) et v2(x) devant satisfaire aux huit conditions aux limites:

MO) =0,
MO) =°>

<(0) 0, v'i(ax) 0,

M0) 0, vl(a2) 0,

a± «a

vL(ax) v2(a2), \vxy\dx+\v'2y'2dx 0.
0 0

(10)
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II. L'equation fondamentale verifiee par la composante verticale du deplacement

1. Cas des charges liees ä Varc

Prenons pour origine des axes Oxyle centre de gravite de la section d'extre-
mite de gauche (fig. 4), et supposons l'arc funiculaire de la densite de charge
p (x) qui lui est appliquee.

P(x)

p« p>

Fig. 4.

Designons par Q et B les composantes horizontale et verticale de la reaction
d'appui en O et par — A le moment par rapport ä 0 (compte positivement
dans le sens trigonometrique) de cette reaction d'appui. En ecrivant que le
moment flechissant au point P de coordonnees (x, y) de la fibre moyenne est
nul, nous obtenons:

m(x)+A + Bx-Qy 0 (11)

expression dans laquelle m (x) designe la part du moment flechissant due a la
densite de charge p (x):

m(x) -fp(£)(z-£)d€. (12)

Derivons l'equation (11) par rapport ä x, nous obtenons:

-?p(£)dg + B-Qy'(x) 0.
o

Une nouvelle derivation donne la relation classique:

Qy"(x) -p(x).
Si l'on fait x 0 dans (13), on obtient la relation:

B Qy'(0).

(13)

(14)

(15)

Donnons une deformation ä l'arc; le point materiel P de coordonnees (x,y)
vient au point P' de coordonnees (x + u,y + v). Les quantites A, B, Q deviennent
A+8A, B + 8B, Q + 8Q. Le moment flechissant M(x) au point P' de la fibre
moyenne deformee a pour valeur, en designant par m(x) + 8m(x) la part de
ce moment due a la densite de charge p(x):

M(x) =m(x) + 8m(x)+A+8A + (B + 8B)(x + u)-(Q + 8Q)(y + v)
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soit, en tenant compte de (11) et en negligeant les termes du second ordre:

M(x) =8m(x) + Bu-Qv + 8A+x8B-y8Q. (16)

Calculons 8m(x); puisque les charges sont appliquees aux points materiels de

Varc, nous avons:
X

m(x) + 8m(x) — J"p (g) [x + u (x) — g — u (g)]dg
o

done, en retranchant membre a membre l'equation (12) de l'equation precedente,

nous obtenons:
X

8 m (x) - J p (g) [u (x) - u (g)] dg
o

soit compte tenu de (14):

8m(x) QSy"(Z)[u(x)-u(£)]d{.
X

/:
0

Une integration par parties transforme l'equation precedente en:

8m(x) -Qy'(0)u(x) + Q$y'(g)u'(g)dg
o

soit en tenant compte des relations (2) et (15):

Sm(x) -Bu(x)-Qfy'*(g)v'(g)d$.
0

Reportons cette valeur dans 1'expression (16), nous obtenons:

M(x) -Q[v + ]y'2(g)v'(g)dg] + 8A+x8B-y8Q.

Et, puisque M Dv", la composante verticale du deplacement est une
Solution de Vequation fondamentale:

Dv" + Q[v + i/jx] 8A+x8B-y8Q (17)

dans laquelle iftx est une fonetion de x qui se deduit de la fonetion v(x) par
VOperateur lineaire Lx:

*i Lx\v\=$y'HZ)v'(S)d£. (18)
ü

La Solution generale de l'equation (17) depend de facon lineaire et homogene

de cinq constants: 8A,8B,8Q et deux constantes d'integration. En effet
v(x) est 1'integrale generale de l'equation differentielle lineaire du troisieme
ordre:

(Dv")' + Q(l+y'2)v' 8B-y'8Q

deduite de l'equation (18) par derivation.
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2. Cas des charges liees ä Vespace

Conservons les hypotheses et les notations du paragraphe precedent mais
calculons le moment flechissant M (x) au point P" (x, y + z) de la fibre moyenne
deformee qui a meme abscisse que P. Puisque les charges ont des lignes d'action
fixes, le moment des charges appliquees par rapport au point P" est egal au
moment m (x) de ces memes charges par rapport au point P. Nous avons done:

M(x) m(x)+A+8A + (B + 8B)x-(Q + 8Q)(y + z)

soit en tenant compte de (11) et en negligeant l'infiniment petit du second
ordre z 8 Q:

M(x) 8A+x8B-y8Q-zQ.
La relation M Dv" nous donne done l'equation:

Dv" + Qz 8A+x8B-y8Q.
En tenant compte des relations (2) et (5) que nous rappelons:

u' + v'y' 0 z v — uy'

nous voyons que les fonctions u et v sont des integrales du Systeme differentiel
lineaire du troisieme ordre:

Dv" + Q(v-uy') =8A+x8B-y8Q,
u' + v'y' 0.

La fonetion v (x) depend done de facon lineaire et homogene de cinq cons-
tantes: 8A, 8B, 8 Q et deux constantes d'integration.

Designons par i/j2 la fonetion —uy'; nous voyons que la composante verticale

du deplacement est une Solution de Vequation fondamentale:

Dv" + Q[v + i/j2] 8A+x8B-y8Q (19)

dans laquelle la fonetion <p2 est une fonetion de x qui se deduit de la fonetion
v(x) par VOperateur lineaire L2:

f* Li[v]=y'(x)]y'(€)v'(€)d€. (20)
0

3. Consequences des resultats precedents

Pour les deux modes d'application des charges envisages, la composante
verticale v(x) est une Solution de l'equation fondamentale:

Dv" + Q[v + i/j] 8A+x8B-y8Q (21)

dans laquelle i/j se deduit de v par 1'Operateur lineaire Lx dans le cas des charges
liees ä l'arc, et par l'operateur L2 dans le cas des charges liees a l'espace.

Le terme ifj est un terme correctif d'autant plus faible que l'arc est plus
surbaisse. Lorsqu'on neglige le terme ifs ce qui revient a negliger les deplace-
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ments horizontaux de la fibre moyenne, on retrouve l'equation differentielle
de la theorie elementaire du flambement des arcs.

a) Methode theorique de calcul de la poussee critique: Le calcul de la poussee
critique est aise lorsqu'on sait integrer formellement l'equation fondamentale.

Examinons d'abord le cas d'un are encastre ou d'un are a deux articulations
(fig. 2). La donetion v(x) depend de facon lineaire et homogene de cinq cons-
tantes. Les cinq conditions aux limites (7) ou (8) fournissent done cinq equations

lineaires et homogenes entre ees cinq constantes; l'elimination des cons-
tantes entre ces equations donne une equation en Q dont la plus petite racine
positive est la poussee critique.

Dans le cas d'un are ä une seule articulation ou d'un are ä trois articulations
(fig. 3), nous devons ecrire l'equation fondamentale pour chaeun des arcs
OxA et 02A. Le deplacement vertical depend done de facon lineaire et homogene

de dix constantes:

8AX,8A2,8BX,8B2,8QX,8Q2

et quatre constantes d'integration. Mais ces dix constantes se reduisent a huit,
car les equations d'equilibre de la statique exigent que:

8QX 8Q2 8Q, 8BX -8B2 8B.

Les huit conditions aux limites (9) ou (10) donnent alors huit equations
lineaires et homogenes entre les huit constantes; l'elimination des constantes
entre ces equations donne une equation en Q dont la plus petite racine positive

est la poussee critique.

b) Cas d'un are non funiculaire: Dans ce cas le moment flechissant 9Jt (x)
dans l'arc avant deformation n'est pas nul; l'equation (11) est remplacee par:

Wl(x) m(x)+A + Bx-Qy.
En reprenant les calculs qui nous ont conduit ä l'equation fondamentale,

nous trouvons que v(x) satisfait ä l'equation:

Dv" + Q[v + ifj] m(x) + 8A+x8B-y8Q.
La Solution generale de cette equation s'obtient en ajoutant ä la Solution

generale de l'equation fondamentale (21) une Solution particuliere de l'equation:

Dv" + Q[v + iP] Wl(x).

Les constantes qui interviennent sont, dans chaque cas, determinees par
les conditions aux limites. On obtient ainsi autant d'equations lineaires que
de constantes, mais ces equations ne sont plus homogenes. La poussee critique
est la plus petite valeur de pour laquelle le determinant prineipal du Systeme
d'equations precedentes s'annule. Le moment flechissant 9K(#) n'intervient
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done pas dans le calcul de la poussee critique. La poussee critique est done une
caracteristique de Varc qui ne depend pas des charges appliquees, mais seulement
de la fagon dont ces charges sont appliquees (charges liees ä l'arc ou charges
liees ä l'espace).

III. Methode des approximations successives

1. Calcul de la poussee critique par approximations successives

Nous allons d'abord definir un Operateur lineaire ü permettant d'associer,
ä toute representation approchee v0 (x) de la deformation au moment du
flambement, une representation plus precise vx (x).

Examinons d'abord le cas d'un are encastre ou d'un are ä deux articulations
(fig. 2). Donnons nous une fonetion de depart v0 verifiant les conditions aux
limites (7) ou (8); il lui correspond une fonetion </r0 par 1'Operateur Lx ou par
l'operateur L2 selon que les charges sont liees ä l'arc ou liees ä l'espace. La
fonetion vx est la fonetion qui verifie les conditions aux limites (7) ou (8) et
dont la derivee seconde a pour expression:

- _ -(vo + h) + hA + xhB-yhQvi- 5 •

II suffit pour determiner la fonetion vx d'integrer deux fois l'expression
precedente et de determiner 8A, 8B, 8Q et les deux constantes d'integration
au moyen des conditions aux limites (7) ou (8).

Dans le cas d 'un are ä une seule articulation ou d 'un are ä trois articulations
(fig. 3), nous nous donnons une fonetion v0 egale ä (vx)0 sur Ox A et ä (v2)0 sur
02A, les fonctions (vx)Q et (v2)Q verifiant les conditions aux limites (9) ou (10);
l'operateur lineaire Lx (ou L2) associe aux fonctions (vx)0 et (v2)0 les fonctions
(ifjx)0 et (i/j2)0. La fonetion vx est egale a (vx)x sur OxA et ä (v2)x sur 02A; les
fonctions (vx)x et (v2)x verifient les conditions aux limites (9) ou (10) et ont
pour derivees secondes:

-[(vx)Q + (i/jx)Q] + 8Ax + x8B-y8Q(*i)i'

(tfa)i

D

[(v2)0 + ^2)o\ + 8A2-x8B-y8Q
D

II suffit pour determiner les fonctions (vx)x et (v2)x d'integrer deux fois les

expressions precedentes et de determiner S^4l5 8A2, 8B, 8Q et les quatre
constantes d'integration au moyen des conditions aux limites (9) ou (10).

Nous avons ainsi defini dans tous les cas un Operateur lineaire Q permettant
de calculer vx connaissant v0:

vx=ü[v0]. (23)
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On peut done definir une suite de fonctions v0, vx, v2. vn telles que:

vx=Q[v0], v2=Q[vx), vn=£2[vn_x]9

Ceci pose, supposons que v0 (x) soit, a un facteur pres, la deformation qui
se produit au moment du flambement. Si nous multiplions v0 (x) par la valeur
Qc de la poussee critique, nous obtiendrons une fonetion:

&[Qcvo\ öcßKl Qcvi(x)

qui doit etre identique ä v0(x). Nous aurions done:

Q,=^. (24)Hc vx(x)
K }

Mais, puisque v0(x) n'est qu'une approximation de la deformation au
moment du flambement, le second membre de (24) n'est pas une constante.
On obtiendra cependant une valeur approchee de la poussee critique en
donnant ä x dans la formule (24) une valeur particuliere (celle qui correspond
par exemple aux plus grandes valeurs de v0 et de vx.

Si 1'approximation est jugee insuffisante parce que le second membre de

(24) varie trop, on utilisera un des rapports de la suite:

Ms) Ms) Vn-1 (%)

v2 (x)' v3(x)' '
vn (x) '

qui tend vers la poussee critique.
II resulte de ce qui precede que la poussee critique est la plus petite valeur

propre de l'equation:
v(x) QQ[v(x)]. (25)

II est possible de montrer, dans chaque cas particulier, que l'equation (25)
est une equation integrale de Fredholm dont le noyau a generalement une
forme assez complexe.

Des simplifications de calcul sont possibles dans le cas des arcs ayant un
axe de symetrie. On peut dans ce cas distinguer le flambement symetrique et
le flambement antisymetrique correspondant ä des deformations au moment
du flambement v (x) paires ou impaires, les abscisses x etant comptees ä partir
de Taxe de symetrie.

En general, la poussee critique d'un are encastre ou d'un are ä deux
articulations symetriques correspond au flambement antisymetrique, tandis que
la poussee critique d'un are ä une seule articulation ou d'un are a trois
articulations correspond au flambement symetrique.

2. Majoration des efforts dans un are non funiculaire

On demontre que l'equation integrale (25) a une infinite de Solutions non
identiquement nulles Vx, V2, Vi, pour une infinite de valeurs crois-
santes de Q: Qx < Q2 < < Qi < dont la plus petite est egale a la poussee
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critique Qc. Les Solutions VX,V2, .,Vt, appelees fonctions fundamentales

verifient done les identites:

VX QXQ[VX], V2 Q2Q[V2],..., Vt-QiQWl...
Ceci pose, reprenons l'equation (22) etablie precedemment

Dv" + Q[v + if;]=Wt(x) + 8A+x8B-y8Q (22)

et soit v0 (x) la deformation calculee par les theories classiques de la Resistance
des Materiaux, en negligeant les deformations pour ecrire les equations d'equi-
libre. Nous avons: Dv"0 3It (x)

et nous pouvons remplacer l'equation (22) par l'equation integrale lineaire:

v(x) v0(x) + QQ[v(x)]. (26)

Developpons v0(x) en serie de fonctions fundamentales:

v0 (x) ax Vx (x) + a2 V2 (x) + +aiVi (x) +
et cherchons v(x) sous forme d'une serie de fonctions fondamentales:

V(x) bxVx(x) + b2V2(x)+ +biVi(x)+
En reportant les expressions precedentes dans l'equation (26), on trouve

sans peine que a#

Qi
de sorte que:

v(x)=-\vx(x) + -^V2(x)+--.+-^Vi(x)+---
1_Öi~ l~Qi l~'Q~i

Les coefficients ai du developpement de v0 (x) sont done multiplies par des

facteurs superieurs a l'unite et tendant vers l'unite lorsque i augmente inde-
finiment.

Le terme ax Vx (x) etant le terme preponderant du developpement de v0 (x),
il en resulte, avec une bonne approximation que:

Dans un are de poussee critique Qc, les efforts et deformations calcules par les

theories classiques de la Resistance des Materiaux doivent etre multiplies par le

facteur ^- pour tenir compte de Vinfluence des deformations.

Qc

IV. Methode de Penergie

Considerons l'arc funiculaire en equilibre sous les charges qui lui sont
appliquees; cet equilibre sera stable si la fibre moyenne revient ä sa position
initiale d'equilibre apres avoir subi une deformation, done si le travail 8% des
forces exterieures est inferieur ä 1'energie 8 W emmagasinee dans l'arc au
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cours de la deformation. La poussee critique s'obtiendra done en ecrivant que
8 % est egal ä 8 W.

1. Cas des charges liees ä l'arc

Nous considerons un are quelconque, et nous lui donnons une deformation
compatible avec les liaisons imposees ä l'arc. Dans chaque cas particulier
etudie, la fonetion v(x) doit done verifier les conditions aux limites qui ont
ete indiquees precedemment.

Nous designerons par $ l'ensemble des fonctions v(x) verifiant les conditions

aux limites.
Calculons 1'energie 8 W emmagasinee dans l'arc au cours de la deformation;

nous avons, les integrales suivantes etant etendues d'une extremite ä l'autre
de l'arc:

_
:L CM2ds

_
1 f M2dx

_
1 r M2dx

2J EI ~2j EJ ~2]~~LT
et, puisque M Dv":

8W iJDv"2dx. (27)

Calculons maintenant le travail 8% des forces exterieures. Supposons l'arc
funiculaire des charges appliquees, ce qui, comme nous l'avons montre
precedemment n'a pas d'influence sur la valeur de la poussee critique. En designant
par p(x) la densite de charge appliquee ä l'arc, nous avons, les integrales qui
figurent dans les formules qui suivent etant etendues d'une extremite ä l'autre
de l'arc:

8% —jpvdx

et, puisque l'arc est funiculaire nous avons Qy" —p done:

8% Q\vy"dx.

Integrons par parties, nous obtenons, v etant toujours nul aux extremites
de l'arc:

8% -Q\v'y'dx
soit, compte tenu de la formule (1):

8% Q$[u' + ±(l+y'2)v'2]dx

et, puisque u est toujours nul aux extremites de l'arc:

8% iQ$(l+y'2)v'2dx. (28)

On remarquera qu'il est necessaire de tenir compte des termes du second
ordre pour calculer le travail des forces exterieures. Si l'on avait utilise 1'expression

(2) au lieu de 1'expression (1), on aurait trouve une valeur nulle pour le
travail des forces exterieures.
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Le flambement a lieu des que 8% depasse S W; il en resulte immediatement
que la poussee critique Qc a pour valeur:

„ _.. f jDv"2dx 1
Qc Minimum -j-— /t>. /e> 7

«5 U(l+y'2)v'2dx\ (29)

Si la deformation v(x), appartenant ä l'ensemble g, n'est pas exactement
celle qui se produit au moment du flambement, la formule (29) donne une
valeur par exces de la poussee critique. On obtiendra une grande precision en
choisissant pour v(x) les fonctions v0 (x), vx (x),. obenues par la methode
des approximations successives exposee precedemment; on utilise ainsi toutes
les valeurs des fonctions calculees.

Le calcul des variations permet de montrer l'equivalence de la methode
des approximations successives et de la methode de 1'energie.

2. Cas des charges liees ä Vespace

Conservons les definitions du paragraphe precedent; le calcul de 1'energie
8 W emmagasinee dans l'arc est inchange, et la formule (27) est encore exacte.

Par contre, le calcul du travail 8 % des forces exterieures souleve des diffi-
cultes parce qu'il est difficile d'imaginer une liaison permettant d'appliquer
ä l'arc, durant la deformation, une densite de charge dont les lignes d'action
sont liees ä l'espace. Par exemple, on pourrait etre tente de prendre pour
valeur de 8%:

8% —jpzdx Q\y" zdx.

Ce resultat est inexact, parce qu'il correspond ä la liaison indiquee sur la
fig. 5; cette liaison donne lieu ä une densite de charge verticale p et a une
densite de charge horizontale py'. Si l'on veut transmettre ä l'arc une densite

C D

py UV

pv1

Fig. 5. Fig. 6.
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de charge verticale au moyen de la liaison indiquee sur la fig. 5, il faut que
cette liaison soit une liaison avec frottement; il est alors necessaire de tenir
compte du travail negatif des forces de frottement dans l'evaluation de 8%.

Pour appliquer au moyen d'un pointeau coulissant verticalement une densite

de charge verticale a l'arc, on peut imaginer (fig. 6) qu'un element inde-
formable horizontal PH a ete soude en P ä la fibre moyenne. Apres deformation

cet element vient en Pr H'; P' est le meme point materiel que P, et P' H'
n'est plus horizontal, mais a une pente cp v'. Le pointeau s'abaissant de
PP'" v — uv' le travail 8X% des forces exercees par le pointeau sur l'arc est

8X% —\p(v — uv')dx.

Mais, au cours de la deformation, si la densite de charge verticale appliquee
ä l'arc reste egale a p, la densite de charge horizontale appliquee ä l'arc varie
(lineairement si la deformation est petite) de 0 a pv'. Le travail 8X% est done
la somme du travail 8% de la composante verticale p (c'est le travail que
nous cherchons), et du travail 82% de la composante horizontale:

82% \\pv' udx.

II en resulte que:

8% 8x%-82% -\p(v-\uv')dx
ou, l'arc etant funiculaire de la densite de charge p:

8% Ql(vy"-\uv'y")dx.
Nous avons montre dans le paragraphe precedent que:

]vy"dx \\v'2(\+y'2)dx

done, nous obtenons finalement:

8% ±Q$[v'2(l+y'2)-uv'y"]dx. (30)

Compte tenu de la valeur (5) de z, l'expression (30) peut egalement s'ecrire:

8% iSv'z'dx.

Dans toutes les formules, les integrales sont etendues d'une extremite a
l'autre de l'arc.

Le flambement a lieu des que 8 % depasse 8 W; il en resulte immediatement
que la poussee critique Qc a pour valeur:

^ ™- •
T \Dv"2dx 1 /rt,xQc Mmuoum [j[(l+y^2_^r]dx\ ¦ (31)

Le calcul des variations permet encore de montrer 1 'equivalence de la
methode des approximations successives et de la methode de l'energie.
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Conclusion

Nous avons donne deux methodes de calcul numerique de la poussee
critique d'un are, tant dans le cas pratique des charges liees ä l'arc que dans le

cas theorique des charges liees ä l'espace. La methode des approximations
successives donne lieu a des calculs d'integration numerique beaucoup plus
longs que la methode de 1'energie; eile parait cependant indispensable pour
trouver une deformation approchee v(x) correcte, et non choisie au hasard,
afin de pouvoir appliquer la methode de l'energie.

Dans le cas particulier d'un are de fibre moyenne quelconque et de loi
d'inertie quelconque, on obtiendra une valeur suffisamment precise de la

poussee critique en operant de la facon suivante:
a) En prenant pour fonetion de depart v0(x) la deformation de la theorie

elementaire de l'arc parabolique d'inertie reduite constante, on determinera,

par integration numerique, la premiere deformation vx (x) de la methode des

approximations successives.

b) On calculera la poussee critique par la methode de l'energie en prenant
pour deformation vx(x).

Nous avons applique les methodes precedentes aux arcs symetriques d'inertie

reduite constante J ä fibre moyenne parabolique. En designant par 2 a la

portee de l'arc et par / sa fleche, la valeur approchee de la poussee critique
peut se mettre dans tous les cas sous la forme:

Qc m
T2EJ

^k&
(32)

m et K etant des constantes donnees dans le tableau suivant:

Type d'Are m
K pour des charges liees

Observations
ä l'arc ä l'espace

Are encastre
Are ä 2 articulations
Are ä 1 articulation
Are ä 3 articulations

2,0458
1

1,1132
0,7527

3,35
6,14
1,15
1,99

4,01
6,95
1,36
2,27

Flambement
antisymetrique
Flambement
symetrique

Resume

La theorie elementaire du flambement des arcs neglige les deplacements
horizontaux des points de la fibre moyenne de l'arc; cette theorie ne donne
de resultats suffisamment precis que pour les arcs tres surbaisses. Des que la
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fleche de l'arc est importante, eile conduit a surestimer beaucoup la poussee
critique de l'arc et de ce fait est dangereuse.

Deux methodes correctes de calcul numerique de la poussee critique sont
donnees: la methode des approximations successives et la methode de l'energie,
tant dans le cas des charges liees a l'arc que dans le cas des charges liees ä
l'espace. Les differentes liaisons pouvant etre imposees ä l'arc ont ete examinees:
are encastre, are a deux articulations, are ä une seule articulation et are ä trois
articulations.

Zusammenfassung

Die elementare Theorie der Knickung von Bogen vernachlässigt die
waagrechten Verschiebungen der Nullachsen-Punkte des Bogens. Diese Theorie
ergibt nur für sehr flache Bogen genügend genaue Ergebnisse. Sobald die
Pfeilhöhe maßgebend wird, führt dies zu einer gefährlichen Überschätzung
des kritischen Horizontalschubes.

Es werden zwei fehlerfreie Methoden der numerischen Berechnung des
kritischen Schubes angegeben: Die fortgesetzte Annäherung sowie die
Energiemethode. Sowohl für den Fall der in der Bogenebene liegenden Belastung als
auch für räumliche Belastung. Verschiedene Bogenausbildungen wurden untersucht,

nämlich den eingespannten, den Eingelenk-, Zweigelenk- und Drei-
gelenkbogen.

Summary

The elementary theory of the buckling of arches neglects the horizontal
movements of the mean fibre of the arch; this theory gives sufficiently aecurate
results only for drop arches. As soon as the rise of the arch becomes
considerable, it leads to a marked overestimation of the critical thrust of the arch
and is therefore dangerous.

Two correct methods of numerical calculation of the critical thrust are
given: the method of successive approximations and the energy method, both
in the case of loads bound with the arch and in the case of loads bound with
space. The different connections that can be imposed on the arch were examined:

fixed arch, two-hinged arch, arch with a single hinge and three hinged
arch.
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