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Ordnungsstatistik in der Zuverlassigkeitsbeurteilung von Tragwerken unter
wiederholter Belastung

Order Statistics in Reliability Assessment of Structures under Repeated
Loadings

"Statistique d’ordre’’ pour I'appréciation de la fiabilité des charpentes
soumises & des charges répétées

G.l. SCHUELLER
Institut flir Massivbau
Technische Universitat Minchen
Minchen, BRD

1. BINFUHRUNG

Das Problem der Zuverlidssigkeitsbeurteilung von ermiidungsempfindlichen
Tragwerken wird vielfach durch die Anwendung derselben Konzepte behan-
delt, die fiir die einmalige Aufbringung einer Last (Bruchlast) aus-
reichend sind.

Die Zuverlidsgigkeit unter Ermiidungsbelastung kann durch diese
Methoden nicht befriedigend geltst werden und zwar aus dem einfachen
Grund, da die Verteilung von Ermiidungslebensdauer unter variablen
(und sogar unter konstanten) Belastungsamplituden nicht mit der Ver-
teilung der einer gewissen Lebensdauer zugeordneten Festigkeit, welche
tatsiichlich die Verteilung der "Residualfestigkeit" ist, in Beziehung
gebracht werden kann. .

Daher muB die Zuverlissgigkeit bei Ermiidungsbeanspruchung mit der
Verteilung der Ermiidungslebensdauer, mit der Vorhersage dgr Ordnungs-~
statistik, bekannt als die "Zeit bis zum ersten Versagen"“ und dem
mit dieser Vorhersage verbundenen Risiko in Zusammenhang gebracht wer-
den.

Die Zuverlissigkeitsanalyse, die auf dem Begriff der "Zeit bis
zum ersten Versagen" aufbaut, ist besonders relevant bei Tragwerken,
fiir welche die Vermeidung eines einzigen katastrophalen Versagens als
primidres Bemessungskriterium gilt. Das Versagenskriterium kann aber
hier auch allgemein als der Beginn einer RiBbildung cder die Errei-
chung eines bestimmten Zerstdrungsniveaus festgelegt werden,

Das vorhin erwdhnte Verfahren, das schon seit einiger Zeit =zur
Flugtragwerksbemessung verwendet wird, ist aber auch im Bauingenieur-
wesen von groBer Wichtigkeit, da das Auswechseln von ermiidungsgeschi-
digten Konstruktiongselementen z.B. bei Briicken oder Hochhiusern zum
Teil mit viel groBeren Schwierigkeiten und Kosten verbunden ist als
bei Flugtragwerken. o

Das Konzept der Zeit bis zum ersten Versagen hat mehrere prakti-
sche Vorteile. Diese sgind u.a,., die Moglichkeit der tatsiHchlichen
Uberpriifung wihrend des Betriebes, die starke Beeinflussung der Exr-
gebnisse durch verschiedene Verteilungen der Lebensdauer, die auto-
matisch die Unterschiede der verschiedenen Versagensmechanismen re-
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flektieren,und die Abhingigkeit von der Anzahl der betrachteten Kon-
struktionsdetails.

2. WAHRSCHRINLICHKEITSVERTEILUNG DER ERMUDUNGSLEBENSDAUER

Die Anzahl der Material- und Lebensdauerversuche von Tragwerken, die
technisch und wirtschaftlich durchfiihrbar sind, schliefit eine Ablei-~
tung einer Verteilungsfunktion der Ermiidungslebensdauver aus Beobach-
tungen mit Methoden der statigstischen Inferenz aus,

Bs ist daher notwendig, aufgrund physikalischer Uberlegungen
probabilistische Modelle auszuwihlen, die den physikalischen Phinome-
nen entsprechen. Erst dadurch wird eine Extrapolation von einer klei-
nen Anzahl von Versuchsergebnissen auf die fiir die ZuverliZssigkeits-
analyse wichtigen niederen Bereiche vertretbar.

Die physikalische Annahme der mit zunehmender Anzahl von Lastauf-
bringungen zunehmenden RifRbildung kann in die probabilistische Form
einer mit zunehmender Zeit % ansteigenden "Risikorate"?

f t
2(t) = =257 (1)
gebracht werden.

In G1.(1) ist f£(t) die Wahrscheinlichkeitsdichte und F(t) die
Summenverteilung.

Die Risikofunktionen verschiedener Verteilungsfunktionen haben
einen sehr unterschiedlichen Charakter. Wihrend die Funktion z.B. filr
eine Gammaverteilung asymptotisch zu einem konstanten Wert ansteigt,
nimmt die Risikofunktion der Lognormalverteilung nach anfinglicher Zu-
nahme wieder ab und konvergiert mit zunehmender Zeit langsam zu Null,
Die zwei-Parameter-Weibullverteilung (asymptotische Verteilungsfunk-
tion der kleinsten Werte),

F(y) =1 -exp [ - (£)*] fitr unbekannte «, 8>0, (2)

hingegen weist eine mit zunehmender Zeit monoton ansteigende Risiko-
funktion auf und entspricht daher den physikalischen Gegebenheiten am
besten, da sich mit zunehmender Zeit, die eine zunehmende Rlelldung
hervorruft, das Versagensrisiko erhoht

Daher wurde den weiteren Ausfiihrungen die Weibullverteilung
als Modell der Ermiidungslebensdauer zugrunde gelegt.

5. FORMULIERUNG DES ORDNUNGSSTATISTISCHEN PROBLEMS

Aufgrund eines umfassenden experimentellen und analytischen Programms
wurde in Ref.4 festgestellt, daB fiir eine groBe Mannigfaltigkeit von
Tragwerken oder Tragwerksdetails und Belastungsarten die Streuungen
der Logarithmen der Zeiten bis zum Versagen nahezu konstant sind.
Dies bedeutet, speziell auf G1.(2) bezogen, daB der streuungsbestim-
mende Formparameter o der Weibullverteilung einen konstanten VWert
fir eine Reihe von verschiedenen Bedingungen hat. Dieser unbekannte
Wert der Weibullform o wurde durch eine Versuchsreihe von mehr als
tausend anwendbaren Stichproben geschitzt und. seine direkte Abhin-
gigkeit von der Art des Vaterials festgestellt (fﬁr Aluminium o = 4).
Wenn dieser Formparameter genan festliegt, kann er fiir die weiteren
Berechnungen als konstanter Wert angenommen werden.

Die zentrale Tendenz der Grundgesamtheit oder Gridfenparameter 8§
in ¢1.(2) wird vorteilhaft durch Ermiidungsversuche an Modellen in
OriginalgrdBe bestimmt. Von den verschiedenen fiir die statistische
Schitzung der Parameiter der Weibullverteilung anwendbaren HMethoden
wird won Mann? die "Maximum Likelihood" Schitzung als die beste re-
kommendiert. Die Punktschéitzung der charakteristischen Weibull-
Lebengdauer 8 mit bekanntem o ists
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f 1/
~ _ -_.]—_- o
B = [nf (iil Yi)] (3)

hierin bedeuten n, die Anzahl der Versagensbeobachtungen in einer
Versuchsstichprobe und Yi die Variable der Zeit bis zum Versagen.

Gl.(}) ergibt eine Schitzung mit minimaler Varianz und ohne bias
mit bekannter Stichprobenverteilung. In diesem Fall kann auch, wenn
gewiinscht, der niedere Grenzwert der Intervallschitzung berechnet
werden, Die Stichprobenverteilung der Weibullschitzung B wird dann in
Form eines Vertrauensniveaus, das auch die StichprobengriBe in Be-~
tracht zieht, angegeben.

Wenn nun die Zuverlissigkeit R eines aus einer Grundgesamtheit
willkiirlich gewdhlten Tragwerks oder Tragwerkdetails als ein geeigne-
tes MaB fiir die Sicherheit oder reparaturfreie Periode beurteilt wird,
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wiirde die Angabe eines akzeptierbaren Wertes R geniigen, um eine "siche-

re Lebensdauver" zu gewdhrleisten. Als "sichere Lebensdauer" wird hier
jene Lebensdauer betrachtet, bei welcher die Wahrscheinlichkeit des
anfidnglichen Auftretens von Ermiidungsrissen in einem Detail gentigend
klein ist.

In vielen oder méglicherweise allen PFillen ist die willkiirliche
Festlegung eines annehmbaren Wertes R eine nicht ausreichende Grund-
lage fiir die Bestitigung einer sicheren Lebensdauer fiir eine Anzahl
von Details oder Tragwerken.

Im Hinblick auf den sicheren oder reparaturfreien Betriedb von
Tragwerken oder Details erwartet man fiir die ganze oder nahezu ganze
Anzahl von Elementen eine akzeptierbare Zuverlissigkeit.

. In Bezug zur sprichtwiérilichen Kette, die nicht stidrker als ihr
schwichstes Glied sein kann, ist es nur eine Frage der Definition,
die Zuverlédssigkeit der Mehrheit der Elemente mit der Zuverlissigkeit
des schwichsten der (angenommenen) unabhingigen nominell identischen
Elemente gleichzusetzen. Es ist daher notwendig, die Verteilung der
Ermiidungslebensdauer dieses schwidchsten Gliedes zu bestimmen und aus
dieser dann eine sichere Lebensdauer abzuleiten. Diese neue Zufalls-
variable ist ein Beispiel einer Ordnungsstatistik.

Gliicklicherweise ist bei Unabhingigkeit der Versuche die genaue
Berechnung der ordnungsstatistischen Verteilung von irgendeiner an-
genommenen, geschitzten oder bekannten Verteilung der Grundgesamtheit
relativ einfach.

Aus grundlegenden ordnungsstatistischen Betrachtungen erhilt man

. N
L= Py v = - Fy) (4)
wobei FY die Summenverteilung der. Zeit bis zum ersten Versagen,
1
Fy die Summenverteilung der Grundgesanitheit und N die Anzahl der be-
trachteten Details oder Tragwerke bedeuten.
Speziell fiir die Weibullverteilung (G1.2) ist
1 (y,) - 219"
e :E‘ yr - exp -— e
b By (5)
et
hierin bedeutet 81 = 8N %, Dies zeigt, daB fiir diese Verteilung die

Funktion (1 - R (ya)) selben Extremaltyps ist wie (1 - FY(y)) und
1

zwar mit identischem Formparameter a, aber mit einem um
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=1

(N %) reduzierten charakteristischen Wert 8.
Gl.(5) ergibt nach y, aufgeldst:
1

B, {4n(——t sk
Y, & n 6
1 1 1- FYl(yl))} (6)
Setzt man nun fiir 1 - FY (y1) = R in die obige Gleichung, so erhdlt
man:? 1
1 1l/a
vp = By {en(m)} (7)

wobei YR gleich der sicheren lebensdauver fiir eine bestimmte Zuver-

lissigkeit R ist. G1.(7) kann auch als "umgekehrte Zuverlidssigkeits-
funktion" bezeichnet werden.

DER STREUUNGSFAKTOR

Die im Kapitel 3 entwickelten Formulierungen finden in der Bemessung
ermiidungsbeanspruchter Tragwerke oder Degails in Form eines sogenann-
ten "Streuungsfakitor” ihren Niederschlag®. Dieser ist das Verh&dlinis
zwischen getesteter oder berechneter Durchschnittslebensdauver oder
charakteristischer ILebensdauer und der Bemessungs- oder sicheren Le-
bensdauer.,

Der fiir die Anzahl der ermiidungsbeanspruchten Details und spezi-
fizierte Zuverlissigkeit Rechnung tragende Streuungsfaktor ist

_B_ (8)
YR

g

wie auch in Bild 1 gezeigt wird.
ERGEBNISSE UND SCHLUSSFOLGERUNGEN

Die zur Durchfiihrung der Analyse notwendigen experimentellen Daten
wurden aus Ref.4 entnommen, Bild 2 zeigt jene Einfliisse an, welche die
Anzahl der Details, das Zuverlidssigkeitsniveau und der Formparameter
der Weibullverteilung auf den Streuungsfaktor ausitiben. Hierbei wird

die starke Abhdngigkeit des Streuungsfaktors von der Anzahl der Details,

die im Betrieb der Ermiidungsbeanspruchung ausgesetzt sind, ersicht-
lich., Zus#itzlich sei hier bemerkt, daB dieses Verhdltnis logarithmisch
linearer Natur ist. Die Ergebnigse zeigen weiterhin deutlich die Mog-
lichkeit und den Vorteil einer direkten Einflufnahme auf das Risiko-
niveau bei der Bemessung ermiidungsbeanspruchter Tragwerke.

Das zur Bestimmung des Formparameiters « in Ref.4 fiir Aluminium
durchgefiihrte Versuchsprogramm (o = 4.0) sollte auch auf konventionelle
Baustihle ausgedehnt werden.

LITERATUR

PREUDENTHAL, A.M, und E.J. GUMBEL: "The Physical and Statistical
Aspects of Patigue", Advances in Applied Mechanics, Vol.4, Academic
Press, 1956.

FREUDENTHAL, A.M.: "Reliability Analysis Based on Time to the First
Failure", Aircraft Fatigue, Pergamon Press, London-New York, 1972,
pp 13 - 48.



PROBABILITY OF FAILURE £ = 1 - RELIABILITY

G.l. SCHUELLER

PROCEDURE:

{1} ASSUME FATIGUE LIFE IS A RANDOM VARIABLE WITH A 2-PARAMETER WEIBULL DIST.
{2} REGARD SHAPE PARAMETER AS FIXED
(3) ESTIMATE SCALE PARAMETER £ FROM FULL SCALE FATIGUE TEST(S) BY MLE
(4) SPECIFY RELIABILITY LEVEL
1 {5} CALCULATE Yy FROM DISTRIBUTION OF TIME TO FIRST FAILURE IN A FLEET

{6) CALCULATE SCATTER FACTOR

DISTRIBUTION OF,

Y, TIME TO FiRST
R FAILURE IN
A FLEET OF
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POINT ESTIMATE OF
{OF POPULATION)

TRUE WEIBULL DIST.
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ZUSAMMENFASSUNG

Eine ordnungsstatistische Methode der Risikobeurteilung von Tragwerken,
die wiederholten Belastungen ausgesetzt sind, wird vorgeschlagen. Die zwei-
Parameter Weibullverteilung (asymptotische Verteilung der kleinsten Werte) wird
als probabilistisches Modell der Ermiidungslebensdauer verwendet. Der Begriff
der "Zeit bis zum ersten Versagen" wird fiir die Berechnung der sicheren Lebens-
dauer angewandt. Das Verhiltnis dieser beiden Variablen wird als "Streuungsfaktor"
bezeichnet und in der tatsichlichen Bemessung verwendet. Ein numerisches Beispiel
zeigt das gegenseitige Verhaltnis zwischen dem Formparameter der Weibullver-
teilung, der Anzahl der einer Ermiidungsbeanspruchung ausgesetzten Details und
der Zuverlissigkeit auf.

SUMMARY

An orderstatistical approach in the risk assessment of structures which are
subjected to repeated loadings is proposed. The two-parameter Weibull distribution
(asymptotic distribution of the smallest values) is utilized to model fatigue life. The
concept of the time to first failure is applied to calculate the certifiable life. The
ratio of these two variables is then termed as "scatterfactor', to be used in actual
design. A numerical example shows the interrelationship between the shape para-
meter of the Weibull distribution, the fleetsize and the reliability.

RESUME

On propose dans ce travail une méthode de statistiques d'ordre pour juger
les risques auxquels est soumise une structure sous l'action de charges répétées.
La répartition & deux paramétres de Weibull (répartition asymptotique des plus
petites valeurs) est utilisée comme modeéle probabiliste de la résistance 4 la
fatigue. Le concepte de "temps jusqu'a la premiére fissure' est employé pour le
calcul de la durée de vie la plus sOre de la structure. Le rapport de ces deux
variables est appelé coefficient de dispertion et est utilisé pour le dimensionne-
ment réel. Un exemple numérique montre le rapport réciproque entre le para-
métre de forme de la répartition de Weibull, le nombre d'éléments soumis 4 un
effort de fatigue et la slireté de 1la méthode.
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