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Zur zuverlässigen Bemessung von Bauteilen mit Hilfe der ersten und zweiten Momente
der Zufallsvariablen von Last und Festigkeit

For a Reliable Design of Structural Elements by Means of the First and Seconds Moments
of the Random Variables of Load and Strength

Vers un dimensionnement sûr des éléments de construction à l'aide des premiers et
deuxièmes moments des variables statistiques de la charge et de la résistance

Horst SCHÄFER
TH Darmstadt, BRD

1. Einleitung
Aufgabe des Ingenieurs ist es, Bauwerke wirtschaftlich und zuverlässig

zu erstellen, so daß sie die ihnen zugedachten Punktionen
erfüllen können und nur mit einer sehr kleinen, akzeptierten
Wahrscheinlichkeit versagen. Pür den entwerfenden Ingenieur ist der
Teil der Versagenswahrscheinlichkeit, der aus den Streuungen der
Beanspruchungs- und Beanspruchbarkeitsparameter herrührt, für die
Bemessung ausschlaggebend. Wenn auch bisher noch keine befriedigende

Philosophie für die Ermittlung von Grenzwerten für die
zulässigen Versagenswahrscheinlichkeiten in Abhängigkeit von den
Versagensfolgen besteht, so sind sich doch alle Beteiligten einig
in der Forderung nach gleicher Versagenswahrscheinlichkeit für
vergleichbare Bauwerke und Bauteile. Die Berechnung der
Versagenswahrscheinlichkeit als Maß für die Sicherheit einer Konstruktion
hat die Schwächen bisheriger Bemessungsverfahren zutage gefördert,
und es besteht der dringende Wunsch nach einem praktikablen neuen
Bemessungsverfahren, das die Mängel des auf Kennwerten basierenden

Verfahrens mit stark schwankenden Versagenswahrscheinlichkeiten
vermeidet. Die Standardabweichung a ist ein brauchbares Maß

für die Streuung der Zufallsvariablen. Ist neben dem Mittelwert x
auch die Standardabweichung a einer Zufallsvariablen mit einer
gewissen Aussagewahrscheinlichkeit bekannt, dann führt die
Berücksichtigung dieser zusätzlichen Information, auch wenn die genaue
Form der Dichtefunktion der Zufallsvariablen unbekannt ist, zu
viel ausgeglicheneren Sicherheiten (Versagenswahrscheinlichkeiten)
als wenn man nur mit dem Mittelwert x oder einem Fraktilwert x
rechnet. p

Das Bestreben, dimensionslose Größen zu verwenden, führte
auf die bevorzugte Verwendung der Variationskoeffizienten Vs_=
og/xg und Vr Or/sr der Beanspruchungs- und Beanspruchbarkeits-
parameter in den bisher vorgeschlagenen Bemessungsgleichungen, z.
B. [1] bis [6]. Dabei wurde zum Teil übersehen oder in Kauf genommen,

daß die Variationskoeffizienten der meisten Parameter nicht
konstant, sondern eine Funktion des Mittelwertes sind. Aus der
Definitionsgleichung des Variationskoeffizienten V ü/x erkennt
man, daß bei konstantem Variationskoeffizienten Vq die Standard-
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abweichung eine lineare Punktion vom Mittelwert ist, die für kleine
Mittelwerte die Streuung der Parameter unterschätzt.

Dies sei am Beispiel der lastexzentrizität einer Stahlbetonstütze
näher erläutert. Erwartet man bei einer Stütze für die last

die Exzentrizität ë 0, dann bedeutet dies noch nicht, daß die
Stütze wirklich mittig belastet wird. In Abhängigkeit von der
Streuung der Exzentrizität e, charakterisiert durch die
Standardabweichung ae, wird die einzelne Stütze in Wirklichkeit mehr oder
weniger exzentrisch belastet. Rechnet man mit konstantem Variati-

onskoeffizienten Voe, dann erhält man für
ë->o auch ae=^e-e-»0. Die Beanspruchung der
Stütze wird unterschätzt. Da schlanke
Stützen aber sehr empfindlich gegen
exzentrische Beanspruchungen sind, erhält
man eine große Schein-Sicherheit p8.jDurch
die Vorgabe einer konstanten, ungewollten
Exzentrizität eu wurde das Problem in der
deterministischen Sicherheitsanalyse
gelöst. Eine stochastische Analyse erfordert

jedoch eine Berücksichtigung der
streuenden Eigenschaften der lasten und
der Exzentrizität. Bei anderen Parametern
wie läge der Bewehrung, Querschnittsabmessungen

und den Festigkeiten von Beton und Stahl liegen die
Verhältnisse ähnlich. Deshalb wird nachfolgend ein Vorschlag für eine

bessere Erfassung der Streuungen der Parameter unterbreitet.
2. Vorschlag für eine wirklichkeitsnahe Erfassung der Streuungen

von Beanspruchungs- und Beanspruchbarkeitsparametern
Um die Abhängigkeit der Standardabweichung vom Mittelwert zu
erfassen, werden die folgenden linearen Funktionen angenommen mit
denen die Streuungen der meisten Parameter ausreichend genau
beschrieben werden können:

-er o +o

Abb.1 :"Mittig"belastete
Stahlbetonstütze

(1
Festigkeit: oR üoR + VoR r, VR VoR + aoR/r
last: as a0g + V0s • s, Vs VoS + aoS/s

Darin sind ooR, VoR, o0g, V0g konstante Werte, die mit Hilfe der
linearen Regressionsanalyse in Abhängigkeit vom Mittelwert der
untersuchten Parameter bestimmt werden können.

Li.

" arc tgVoR
übliche Annahme -

a) Beanspruchbarke it (R) b)Beanspruchung (S]
Abb. 2: Standardabweichung und Variationskoeffizient in Abhängig¬

keit vom Mittelwert.
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Die bei konstanten Variationskoeffizienten V R, V q bisher
stillschweigend vorausgesetzten Beziehungen sind g§str?fehelt in Abb. 2

eingetragen. Sollte eine lineare Beziehung nach Gl. (1) bei der
Beschreibung der Streuung für einen Einzelparameter einmal nicht
ausreichen, dann kann durch eine bereichsweise Linearisierung(punk-
tierter Linienzug in Abb. 2a) eine gute Annäherung erzielt werden.
An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, daß die Variationskoeffizienten

VjD>V„ für kleine Mittelwerte r, s über alle Grenzen
anwachsen. "In diesen Bereichen darf das bei der Ermittlung der
Streuung von Funktionen Z=f(X1,XZ ,,X„) von unkorrelierten Zufallsgrößen

X. aus der TAYLOR-Entwicklung gewonnene GAUSS'sehe
Fehlerfortpflanzungsgesetz r--i | \a __ zSi ~ ^ [Ot/Oxi Jx^.Xxr-.Xn) • (2)
das nur für kleine Werte von er -«x oder x V «. 1

x
(in praxi =— Vx<0,3) gilt, nicht angewendet werden.

2.1 Ermittlung der Standardabweichung aQX und des Variationsko-
effizienten VQx einer Zufallsgröße X

Vorausgesetzt wird die Auswertung einer großen Zahl von
Zufallsexperimenten (Versuchen), wobei jeweils für einen erwarteten
Mittelwert x die Standardabweichung bestimmt worden sei. Trägt
man die a über x auf (Abb. 3), dann läßt sich meist mit guter

Näherung eine Ausgleichsgerade durch
diese Punkte zeichnen. Numerisch
gewinnt man Schätzwerte für die
Regressionskoeffizienten a und Vö ox ox
mit den Mitteln der linearen Regr-
essionsanalyse (Fehlerquadratmini-
mum,Maximum-Likelihood-Methode),
die der Fachliteratur
entnommen werden können.

Nachfolgend soll versucht werden, die Standardabweichung der
für die Stützenbemessung wesentlichen Parameter anzugeben. Hierzu
sind weitere Untersuchungen erforderlich,
2.2 Standardabweichung der Last

Während die Streuung des Eigengewichts im allgemeinen vernachlässigbar
sein wird, kommt einer richtigen Einschätzung der Streuung

der Verkehrslast eine große Bedeutung zu. Größe, Verteilung und
Streuung der Verkehrslast ist für die verschiedenen Lastarten sehr
verschieden C? D. Ihre Transformation zu den Schnittgrößen, z. B.
zum Biegemoment S. und zur Normalkraft Sp exzentrisch belasteter
Stützen kann bei linearen Systemen durch die folgenden Gleichungen

beschrieben werden CS 3;

S1 2 aH • Soi ' S2 S a2i ' Soi ^i*"« i»1
Darin sind die SQi die einzelnen Lasten und die a^, a2^ system-
und steifigkeitsabhängige Zufallsgrößen, die aber infolge der dabei

durchgeführten Integrationen meist deterministisch angenommen
werden können. Da die Lasten oft mehr oder weniger streng korreliert

sind, ist die Ermittlung der Streuungen der Schnittgrößen

Abb. 3 zur Ermittlung einer
Ausgleichsgeraden
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aufwendig [5 ]. Die Lasten sind am wenigsten erforscht. Ihrer
besseren Erfassung kommt daher eine große Bedeutung zu.

2,3 Standardabweichung der Lastexzentrizität
Die Exzentrizität der Stützenlast setzt sich aus zwei Anteilen
zusammen, der Lastexzentrizität an der Lasteinleitungsstelle und den
geometrischen Imperfektionen der Stütze. Der erste Anteil hängt
mit den im vorigen Abschnitt besprochenen Problemen zusammen. Der
zweite Anteil, bisher ebenfalls wenig untersucht, kann näherungsweise

aus den Neigungen der Stützen ermittelt werden. Angaben über
Pertigteilstützen finden sich inC83, mit deren Hilfe die in Abb.4

dargestellten Standardabweichungen
ermittelt wurden. Die geometrischen
Imperfektionen sind unabhängig von ë.
Die Gesamt-Standardabweichung ergibt
sich zu _ -v/T 2 2 '

G — V CT ^ + CT 0 «

e I e1 e2
Bei Ortbetonstützen ergeben sich
wahrscheinlich größere Werte. Die Stahlbetonnorm

der BRD schreibt eine unge-

42 ' LEft-ElSül k=4m

1 h=3m

h=2m

h=Stüt zenhöhe

Abb, 4: Geometrische Im¬
perfektionen von
Pertigteilstützen

wollte Exzentrizität e. V500
Abstand der Wendepunkte der Knickbiegelinie)

vor. Dieser Wert ist sehr
gering; er darf aber nicht separat,

sondern muß im Rahmen des gesamten Sicherheitssystems der Norm
betrachtet werden, e 1 cm + 0,03'd S5cm 08] entspricht der Wirklichkeit

wahrscheinlich besser.
2.4 Standardabweichung der Betonfestigkeit
Die Abhängigkeit der Standardabweichung von der Betondruckfestigkeit

wurde in [9] für Normalbetone eingehend untersucht .Im
interessierenden Eestigkeitsbereich kann eine konstante Standardabwei-

50 kp/cm^ angenommen werden.chung von
Sßb •

• -

• # d • c

"

*
« •• • Vi •

»50^ Ml* ^ ** f od "in '•?. 1 •

r* fr' p ; 't4 * « •

^ « » 3Ay y i * f Od
'

•

„ • •• *
«0» ••

!• * i *

" • •

>/o£ kxo m mmm w smssoaata mm
Abb. 5: Standardabweichung der Betondruckfestigkeit
Die Standardabweichung des Betons hängt sehr stark von der Sorgfalt

bei der Herstellung, Verdichtung und Nachbehandlung des
Betons ab. Aus Abb. 5 erkennt man auch, daß jede Aussage über die
zu erwartenden statistischen Kennzahlen nur mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit möglich ist.

Die Betonzugfestigkeit streut noch stärker als die
Druckfestigkeit. In Abb. 6 sind die Standardabweichungen über den Mittelwerten

aus 648 unter Laborbedingungen durchgeführten reinen
Zugversuchen aufgetragen C103. Die relativ geringe Zahl erlaubt noch
keine endgültigen Schlüsse. Im Gegensatz zur Druckfestigkeit
scheint bei der Zugfestigkeit eine lineare Abhängigkeit der Stan-
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648 Prüfkörper

c=oQuerschnitt :

7x7,10x10,13x13
[cmxcml

<

dardabweichung vom Mittelwert
gegeben zu sein.

o io ao 30

Abb. 6: Standardabweichung der
Zugfestigkeit (Labor)

zJt A.

To~ 2o 3ö^
/8s

40

l Stahl n ßs % Lit.
• St37 4000 28,1 2,34 [111
BSt42/50 48 2,40 L 6]

It 47,3 2,84 [121
I PEE22 1367 28,9 2,37 [131

Caron 11373 49,6 2,00 [131
ASTM A7 3124 27,7 2,20 [141
B.S.785 1050 33,0 3,01 [15]

2.3 Standardabweichung der
Stahlstreckgrenze

Der Stahl kann bei
Druckgliedern infolge der
geringen Betongrenzstauchung
und bei biegebeanspruchten
Bauteilen wegen der
erforderlichen Begrenzung der
Bißweiten meist nur bis zur
Streckgrenze ausgenutzt
werden. Die Streuung der
Streckgrenze ist relativ

rtykilgut erforscht. Aus Abb. 7
' gpn-F hervor, daß die Stan-

fa) - dardabweichung nur wenig
Beton- von der Stahlgüte abhängt

(ü0ßs 2,4 kp/mm2). Natürlich
kann man für die

einzelnen Stahlgüten auch Variationskoeffizienten

festlegen und damit rechnen

(punktierte Linien in Abb. 7).
Man erkennt jedoch, daß diese
Vorgehensweise nur bei Größen mit diskreten

Mittelwerten sinnvoll ist.

2.6 Standardabweichung der Quer-
schnittswerte

Abb. 7: Standardabwei¬
chung der
Stahlstreckgrenze

Die Streuungen der Betonquerschnitte
können aus den Streuungen der Quer-
schnittsabmessungen ermittelt werden.
An 1068 Pertigteilstützen wurden die
in Abb. 8 dargestellten Streuungen der
Stützenabmessungen gemessen [8],
Ortbetonstützen dürften erheblich stärker

streuende Querschnittsabmessungen
besitzen. Die geringen Streuungen der
Querschnittsfläche der Bewehrungsstähle

wird man meist vernachlässigen können.

Je nach Prüfvorschrift sind sie
auch in den Streuungen der Stahlstreckgrenze

enthalten.
Bei den Querschnittswerten ist

die Lage der Bewehrung im Querschnitt
bei biegebeanspruchten Bauteilen von
großem Einfluß auf die Traglast. Hierbei

muß mit noch größeren Streuungen
gerechnet werden, als bei den
Querschnittsabmessungen von Ortbeton -
stützen.

d

Abb. 8: Standardabweichungen der Querschnittsabmessungen



222 III - BEMESSUNG VON BAUTEILEN MIT HILFE DER ERSTEN UND ZWEITEN MOMENTE

3. Bemessungsgleichungen für normalverteilte Lasten und
Festigkeiten

Für die folgenden Bemessungsgleichungen sei vorausgesetzt, daß die
Beanspruchungen und Beanspruchbarkeiten durch jeweils eine
eindimensionale, normalverteilte Zufallsgröße ausreichend genau
beschrieben werden können. Diese Voraussetzung ist oft nur näherungsweise

erfüllt.
Nach Dt], C3] erhält man die Versagenswahrscheinlichkeit Pf

als Funktion der ersten und zweiten Momente von Beanspruchung und
Beanspruchbarkeit _g/sj

Pf ' J e*P Œ 4* fS/Gz) Œ <fi(ß)
mit ß * r-S2 V 6-r1 - Ss* "

Bei einer_ maximal zulässigen Versagenswahrscheinlichkeit von zul.
Pf_muß ß=ß=0 (zul. Pf) sein. Die erforderlichen ß-Werte können

Abb. 9 entnommen werden. Damit ergibt sich die
- Bemessung in der Form _

y- s + ß~ * ^

Werden die Ansätze für die Standardabweichungen
(1) eingesetzt, erhält_man

F ^ S+ß -VCGToR + Voe rj'-fCGis+VoS-5)a' (6)
Für die Ermittlung der erforderlichen Beanspruch-

-j, 3 g »rbarkeit r ist diese Gleichung ungeeignet, weil r
Abh Q* P -ß- links und rechts vom Gleichheitszeichen steht.

Das Bemessungsproblem ist auf verschiedenen We-
i? lliXK! o 1 on

gen losbar:
a# beschlossene Lösung *

>_5î \> a- ^ _[4 f +ß'

b. Iterative Lösung "
Man setzt in erster Näherung auf der rechten Seite von Gl. (6)
r s und ermittelt r aus Gl. (6) neu; usw.

c. Näherungslösung _Setzt man r s/{ 1 -ß • V0r) in die Lösung des ersten Iterationsschrittes
nach b. und diese in Gleichung (6), dann erhält man

als Bemessungsgleichung
r « s + ß VLWVo*(s+£-y(6;R+V„^^ (8)

Diese Näherung liefert ausreichend genaue Ergebnisse. Für konstante
Standardabweichungen, d. h. V0r 0, V0g 0, erhält man

folgende einfache Bemessungsgleichung
F« §+ ß V t G5sa

1

In dieser Form ist die Gleichung invariant gegen Koordinatentransformationen.
Hängen die Standardabweichungen linear vom Mittelwert

ab und ist a0R 0, a0g 0, dann erhält man die Bemessungsgleichung

in der von CORNELLÖ3angegebenen Form.

F è. §•{[/! +ß>]'vi + Vol -ßzVol Vos '] /[l-ßZVof]} (10)
Der Ausdruck in der geschweiften Klammer kann als Sicherheitsfaktor

gedeutet werden. Diese Schreibweise kommt der Vorstellung
entgegen, daß eine Last mit einem konstanten Faktor zu erhöhen sei,
um ausreichende Sicherheit zu erhalten. KIRCHNER p6lschlug vor,
bei kleinen Mittelwerten die Streuung direkt additiv zu berück
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sichtigen, wie es in Gl. (9) zum Ausdruck kommt. Die vorangehenden
Beziehungen lassen die Zusammenhänge von additiven oder mul-

tiplikativen Sicherheitszuschlägen gut erkennen. Ein Sicherheitssystem
mit ausgeglichenen Versagenswahrscheinlichkeiten erfordert

eine unterschiedliche Beaufschlagung der streuenden Parameter:
Parameter mit a0 ^ 0, V0 0: additiver Zuschlag
Parameter mit a0 0, Vo / 0: multiplikative Erhöhung
Parameter mit aQ Vo • ~ : kombinierter Zuschlag

Ein solches System wird für die praktische Anwendung recht
kompliziert. Demgegenüber erscheint die direkte Anwendung der
Bemessungsgleichungen (5 )v( 10)als eine mögliche Alternative. Wenn die
Standardabweichungen ctr und og aus den Streuungen weniger Parameter

relativ mühelos ermittelt werden können, kann für eine gegebene

Last s die erforderliche Beanspruchbarke it r bestimmt und damit

z. B. die Bemessung der Bewehrung vorgenommen werden, Eür das
anzustrebende Sicherheitssystem ist es von untergeordneter Bedeutung,

ob mit Erwartungswerten oder Eraktilwerten gerechnet wird,
wenn der Informationsgehalt der verwendeten Größen gleich ist.
4. Ermittlung der Kenngrößen von Beanspruchungen und Beanspruch-

barkeiten

Beanspruchung und Beanspruchbarkeit sind meist Punktionen einer
großen Zahl von Zufallsvariablen. Wird der Vergleich von
Beanspruchung und Beanspruchbarkeit auf der Basis von Spannungsresultanten

der Koordinatenspannungen durchgeführt, dann handelt es sich
zudem meist um mehrdimensionale Probleme, deren einfache rechnerische

Handhabung nur möglich ist, wenn ihre Reduktion auf ein
eindimensionales Problem gelingt Ü5H

nachfolgend sollen einige Transformationsgleichungen mitgeteilt
werden, die für normalverteilte Zufallsvariable Xp meist

streng und für Variable mit anderen Dichtefunktionen näherungsweise
gelten. n

Summe von Zufallsvariablen Xp : Z £] Xp

i'l & «£4*1
Produkt von Zufallsvariablen XpJfrJ : Z ."Jj Xp

2 X ** y 6* X
5. Vergleich mit Bemessungsverfahren von BASLER oder GORHELL

(11

(12)

30 '30 tm
A%

An einem einfachen Beispiel sei ein
Vergleich durchgeführt. Eine mittigbelastete Stütze wurde mit dem
vorgeschlagenen Verfahren Gl. (7) für eine
Versagenswahrscheinlichkeit Pf 3 * 1 0 5

bemessen. Pür verschiedene Variations-
koeff. Vg, Vr wurde nun die
Versagenswahrscheinlichkeit nach [2],[3] ermittelt.

Abb. 10 zeigt die starke
Abhängigkeit von Pp von der Betongüte bei
einer Bemessung mit konstanten
Variationskoeffizienten. natürlich kann man
Übereinstimmung erzielen, wenn man die

Variationskoeffizienten in Abhängigkeit von der Betongüte festlegt

m
Abb. 10

&
iüö 600[KP/cm*•]

Pf in Abhängigkeit
von der

Betongüte
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ZUSAMMENFASSUNG

Für eine zuverlässige Bemessung von Bauteilen mit Hilfe der
ersten und zweiten Momente der Zufallsvariablen von Last und
Festigkeit werden Bemessungsgleichungen angegeben. Die Streuung
der Zufallsvariablen wird durch eine lineare Funktion vom
Erwartungswert beschrieben. Für einige Parameter werden Streuungen
mitgeteilt. Die angegebenen Transformationsgleichungen erlauben
die Ermittlung der Momente von Funktionen. Am Beispiel der mit-
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tig belasteten Stütze wird eine Vergleichsuntersuchung durchgeführt

SUMMARY

Design equations are given for a reliable design of structural
elements by the means of the first and second moments of the

random variables of load and resistance. The standard deviation
of the random variable was chosen a linear function of the
expected value. For some parameters the standard deviations are
given. The presented transformation equations allow the computation

of the moments of random functions. A comparison is made by
an exeample of a centrically loaded column.

RESUME

Pour un dimensionnement sûr des éléments de construction à
l'aide des premiers et deuxièmes moments des variables statistiques

de la charge et de la résistance, on indique des équations
de dimensionnement. La dispersion des variables statistiques est
écrite par une fonction linéaire à partir de la valeur probable.
Pour quelques paramètres, on indique les dispersions. Les équations

de transformation indiquées permettent d'obtenir les
moments des fonctions statistiques. On effectue un calcul
comparatif pour l'exemple d'une colonne soumise à une charge centrée.

Bg. 15 VB
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