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THEORIE

DES

GROUPES DE TRANSFORMATIONS A UN PARAMETRE

Par H. KREBS, PrivAT- DOCENT

Soient
I3 g s sonnliny s o (s By s 5 § B By w5, Jo (Lo B 15 1 5 By 1)

n fonctions uniformes des n variables indépendantes z,, z,, ..., €,
et dans lesquelles entre le paramétre arbitraire «. Nous sup-
posons de plus que ces fonctions f; (z,, Zq, ..., Zs, @) sont analyti-
ques, donc dérivables et continues, par rapport aux variables z
et au paramétre a, et en outre que le déterminant fonctionnel

[) (fi’ /._.j_n ---ﬂ/.l'ft)

DBt By eyl

n’est pas identiquement nul, condition nécessaire et suffisante
pour que ces fonctions soient indépendantes. En égalant ces
fonctions respectivement a n nouvelles variables /', &'y, ..., 2/,
on obtient une transformation définie par les formules

o= (Bys Bgs 5505 B, A)  (8=1,2, s, B, (1)

et que nous représenterons par le symbole S.

La transformation la plus simple est évidemment celle qui
conserve les variables. Elle est dite transformation identique
ou unité et se représente par l'unité: 1.

Pour simplifier ’écriture, nous désignerons fi (2, @g, ..., Zn)
par [i(z), puis [fi(z,, x5, ..., 20, @) par fi(z, @) et enfin
D(fhf%"'ﬂfﬂ) yar D(/:)

D (z, gy z0) L D(x)

A chaque valeur du paramétre a correspond une transfor-
mation déterminée; en faisant varier ce parameétre, nous
obtiendrons une infinité de transformations différentes. Sup-
posons que l'on effectue successivement deux transforma-
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tions S et T de I’ensemble, correspondant aux valeurs a et b
du parametre. La plemlere transformation S conduit du sys-
téme de valeura (€, Xy, ..., ;) au systéme de valeurs
(), &g, ..., #'s) définies par les formules (1); Ia qewnde trans-
formation T conduit du deuueme systéme (z'y, 2y, ..., 2'5) au
troisieme systeme (2", "5, ..., 2") défini par les formules

o ves fila, by - fiesl, 2., ey 1), (2)

Remplacons dans ces formules les &' par leurs valeurs (1);
nous aurons
Bee G bp 0, 0) (=212 .. l) (3)

Ces formules définissent encore une transformation dépen-
dant des deux paramétres a et b; elle est dite le produif des
transformations S et T et s’indique par le symbole ST.

2. Groupes de transformations.

Nous dirons que I'ensembie des o<! transformations (1)
forme un groupe de transformations a un paramétre si le pro-
duit de deux transformations quelconques de I’ensemble est
encore une transformation du méme ensemble.

Pour cela il faut et il suffit que les formules (3) soient de

la forme
l‘”i:fi(.ﬁ(},(}) (i:i,%,...,n), (4)
¢ étant une valeur du parameétre ne dépendant que de a et b.
g o (a,b).

Un tel groupe est dit confinu pour exprimer que mnous
supposons les f; analyliques, et par suite continues, par rap-
port aux z el aw paramélre a.

Exemple. — Considérons dans le plan les rotations autour
d'un point. Ce point étant pris pour origine d’un systeme de
coordonnées cartésiennes, ces transformations sont données
par les formules

x —xzcosa — Y sinda
) ly = sin a -y cosa.

Effectuons successivement deux telles transformations cor-
respondant aux valeurs a et & du paramétre. La premiere
conduit du point (z, y) au point (&, %) défini par les formules



précédentes. La seconde conduit du point (z’,y’) au point
(z”,y"”) donné par
®) V" =27 cos b— 1y sinb
(y”::z:’ sin b 41’ cos b.

D’ot en éliminant «’, 3 entre («) et (8),

V"' = cos (¢ -+ b) — y sin (a 4 b)
[y = sin (a - b) -+ ycos(a—b).

En posant

c=a-b,

on obtient bien une transformation appartenant a 'ensemble
des transformations («). Les rotations autour d’un point du
plan forment donc un groupe, ce que l'on pouvait du reste
prévoir.

On verrait de méme que les transformations

¥=x+a, y'=y;
=ax, Y =y;
¥=z+a, Yy =y+2a, = 3a;
=azx, Y=oy, =

donnent des groupes a un parametre.
Par contre la famille de transformations

gx’:x—}—a
U =y 2a°
ﬁz’ =1z -+ 3a?
ne forme pas un groupe, car le produit de deux de ces trans-
formations,
gx" e o

=y 2
"2 =12 4 3 (¥4 b63),

ne fait pas partie de la famille. En effet, pour avoir un groupe
on devrait avoir, en prenant c=a - b,

(a4 0)* = a2 b?
(a + b)3=a3 b3,




3. Equations différentielles auxquelles donne lieu un groupe
de transformations & un paramétre.

Considérons les équations de condition

fix',b)=fi(z,¢) (1=1,2,...,n) ©)

résultant des équations (3) et (4).

Des deux systemes de variables z et #' nous pouvons
choisir soit les unes soit les autres comme variables indépen-
dantes; des trois parameétres a, b, ¢ nous pouvons en regarder
deux comme indépendants. Nous envisagerons z,, % ..., Zu, @, ¢
comme des variables indépendantes et & comme une fonction
de a et ¢ définie par la relation c=¢(u, b). Les 2’ sont des
fonctions des z et de a définies par les formules (1).

En dérivant les relations (5) par rapport a @, nous aurons

8ft (933"4+ 6](@ 31’2_}_+8fl aﬁ’n+&f1&[):0 (6)

o'y, da ox'y da ox, ou db da
(t=1,2,...,n).

D’autre part, on tire de méme de c==¢(a, ).
do &_@&b_o
da Jdboa '

On voit donc par la que g—? ne dépend que de a et b et
«
peut se mettre sous la forme

ob
— =4 (a,b).
oua _?( )

Les équations (6) sont résolubles par rapport aux , car

le déterminant de leurs coefficients est

D[fi(«, b)]
D[]

?

qui, par hypothése, n’est pas identiquement nul; ces quan-
tités seront exprimées par des fonctions linéaires et homo-
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génes des derniers termes figurant aux premiers membres

=~

: ; , ob
des équations (6) et P sera facteur commun.
(!

Par conséquent on obtient des expressions de la forme

0T 4, )@, B (=12, ..., n). (7)

oa

Or les «’ ne dépendant pas de b, il doit en étre de méme
des ; et de ¢; de sorte que les équations (7) sont de la forme
suivante :

da;

—=d(a) (@) (¢=1,2,...,n). (8)

“da

Nous pouvons donc énoncer le théoreme fondamental sui-
vant:

St les équations

Wa=fm, 0y, A=, &y .. )

définissent un groupe & un parametre, les x’, considérés comme
fonctions des x el de a, satisfont & wn systeme & équaltions différen-
tielles de la forme

da’; Y rE
— el (') Pe=1,2, ..., 0]
da ‘
4. — Supposons que le groupe considéré contienne la

transformation identique, c’est-a-dire que pour a=a, les for-
mules (1) se réduisent a

o=y (1=1,%, ... 1)

Cela étant, nous allons maintenant démontrer la récipro-
que du théoreme que nous venons d’énoncer :

St Uon a un ensemble de o' {ransformations définies par les
formules (1), qui satisfont @ un systéme d’équations différentielles
tel que celuv défini par les relations (8), Uensemble conlenant la
transformation tdentique, le systéme de transformations donné
forme un groupe continu a un parametre.

Elablissons d’abord le lemme suivant :
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Soit un systeme de n équations différentielles ordinavres o une
seule variable indépendante x et a n fonctions y,, Yo, ..., Yu

AdYi :
7’&*1‘*‘(&‘, YisYor s ) (F=1.2,om),
a.r

On peut mettre, d'une maniére et d'une seule, son iniégrale
générale 7
Yol Gos, Gz omes Gn)  (F==1 2y weos 1) (1)

sous une forme lelle que pour wne certaine valeur x, de x, les v;
se réduisenl a des fonctions données de n constantes arbitraires

o= (€) s Gy wos B - (b= B 1 . s W),

—Dﬂ) ne saurait étre
| D ()

identiquement nul, parce que, dans le cas contraire, les cons-
tantes arbitraires qui figurent dans le systéme (1) pourraient
se réduire a moins de n. 1l s’ensuit que les équations

Observons d’abord que le jacobien

hi (o, Gy Goy ooy Gn) =i (e, € vy ) (t=1,2,...,n)
peuvent se résoudre par rapport aux G
G == By B srs 1G] (=, B s o),
de sorte que le systéme () devient
=i [t 03 (o4 By, 1 159:00)5 w2+ s Wl By €58 wan s B} ] =1, B sons )
ou simplement
==, 0, gy s Gn) (8==71,2, o )

les H étant des fonctions parfaitement déterminées. Notre
lemme est démontré.

Ceci posé, considérons le systéeme (8). (’est un systéme
d’équations différentielles ordinaires dont les équations (1)
forment un systéme intégral, les x,,,, ..., 2, étant des cons-
tantes arbitraires. Mais il est clair que les équations différen-
tielles (8) ne définissent pas un groupe unique de transforma-
tions, comme par exemple celui défini par les formules (1),



car les ' ne sont pas déterminées comme fonctions des x
par les équations (8). D’aprés le lemme précédent, pour que
les équations (8) définissent un groupe unique, il suffit qu'on
se soit donné une transformation déterminée du groupe, ou,

d’'une maniére plus précise, que, pour a=a,, les &’ se rédui-
sent a des fonctions données des x

B (B Xy -y B) (2=1,2, ..., 1) (9)

Cherchons la forme des intégrales (8). Pour simplifier,
nous introduirons un nouveau paramétre ¢ en posant

| t:JhQa () da. (10)

o
Ces équations (8) prennent la forme réduite

dax';

Loy =1,2,...,n), 11
E—t@) ) (1)

et, dans ce systéme, la variable indépendante ne figure plus
explicitement. Ecrivons ce systéme

dx'y  dady  day
§() @) w@)
Si on prend les n premiers rapports, on a un systeme de

(n—1) equatlonq différentielles a n variables dont I'intégrale
générale peut s’écrire

=114

Qi(x’ivx’ib _.,,,’L"n)xl}g‘ [221’ 2: ,(?’L -""/])]1

les ¢; étant des constantes arbitraires. Ceci suppose que les
(n—1) fonctions 2 sont indépendantes, c’est-a-dire qu’un au
moins des déterminants fonctionnels par rapport aux varia-
bles " ne soit pas identiquement nul. Admettons donc pour
fixer les idées que ce soit celui relatif aux (n —1) premiéres

variables o,
D (e, @, ..., @ _
(’15 ’9_, ﬂ 1) $0
D(m,i,xgv . xn___l)
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Nous pouvons alors résoudre le systéme précédent par rap-
port a &'y, oy, ...,2'n_1, ce qui nous donne

x’i:ﬂi(x’m Cyy Cgy oevy C?l——l) [t:1797 7(”’“1)J

Pour obtenir la n*m intégrale du systéme proposé, nous
considérerons I’équation différentielle

ﬁif_ii =il

& (') o

ol nous remplacerons les (n—1) variables 2';,2's,...,2"» -1
par les valeurs obtenues. Elle devient

dax’,

En [Tc‘i (QC’R) C,“ CQ’. tey Cn), ﬂ@(x’n, 01,. sey Cn), ey Tcﬂ —— 1(5()'7;, 0‘17' sy 67]_)7 x’n]

dt.

Les variables étant séparées, I'intégration est immédiate et
donne

Q(SC’H,C“CQ, ...7Cn_.1):t’*|"0n.

Remplagons dans cette relation les ¢; par les ;. Nous
obtenons pour 2 une fonction des seules variables ' et que
nous désignerons par ,. Il suit de la que I'intégrale générale
du systéme différentiel (11) sera représentée par les n équa-
tions

2, (&Y=,

2, l(x,) ==Cp—1

0, (x)=1t-cn.

Pour obtenir un groupe unique nous devons particulariser
ce systéme de transformation en nous donnant une transfor-
mation du groupe. Choisissons la transformation unité, en
supposant qu’elle fasse partie du groupe (ce qui n’est pas
toujours le cas). Dans ce cas les équations (9) sont

i—=wil=1.2,...,1)

et la valeur correspondante de ¢, en vertu de (10), est {=0.
Pour t=0, nous avons -

B (o 0 gy, mey ) =B, Bigs oo o D) == [£ =038, wuns (R —A )y}
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Le groupe est ainsi parfaiternent déterminé et les équa-
tions qui le définissent sont

0 (7, . rg,, vong ,j)u_sz (2 B < o -’L‘n),

i . X} ;
aszn 1(11 4,9{ 9y <o n)---un_1(x4, o,...ﬂxn, (12)
SZH(.I 1, L Q'! e 'I"’?i)—slfl(Iq,vJ{/Q, P 71)+ t.

Ces formules (12) définissent bien un groupe, car si l'on
fait le produit des transformations S, définie par la valeur ¢,
du paramétre, et T, définie par la valeur {, de ¢, on obtient
la transformation ST, définie par la valeur ¢, -} {, du para-
metre.

De plus, il est évident que le produit TS représente la
méme transformation que le produit ST: on exprime cela en
disant que les deux transformations S et T sont permutables.

Enfin, deux transformations étant dites inverses quand leur
produit est I'unité, on reconnait immédiatement que les trans-
formations définies par les valeurs 7 et —¢ du parameétre
jouissent de cette propriété.

5. Interprétation géométrique.

Il est facile d’interpréter géométriquement ces groupes de
transformations & un paramétre dont fait partie la transfor-

mation unité.

Dans l'espace a n dimensions, les (n —1) premiéres équa-
tions (12) représentent chacune une surface, et leur ensemble
définit une ligne. Pendant la transformation, chaque point
de 'espace reste situé sur la ligne qui lui correspond.

Faisons un changement de variables. Posons

== 2 (), ooy Yo == 90 (&)

Nous transformons I'espace = & n dimensions, de coordon-
nées x, en un espace ¥ a n dimensions, de coordonnées y.
Les équations (12) prennent la forme

U= s ¥'a == Yay s 530 ==Yu—1;

qui est dite la forme normale du groupe. Ces équations expri-
ment qu’a toute transformation de I'espace = correspond dans
I'espace =’ une itranslalion parallele au nim¢ axe de coordon-
nees.
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Probléme I. — Soit 4 ramener a la forme normale le groupe
des rotations autour d’un point du plan

ga:’:xcost——ysint
Yy =wxsin -}y cost.

On déduit de ces formules

dw’ﬂ_ ,
dt ’
, _
dy — .
dt
D’ou
! 4
da :dy —df.
___yf CC’

En prenant les deux premiers rapports on obtient

=2
Puis, I'équation
’
ay __ 4
x’
nous donne,
’
Sy

Nous en tirons

' B

arc smi—_—t—I—c’.
7

Les équations du groupe peuvent donc s’écrire

51/96’2+y’9—1/£2+y

( arc sin ==81C Bl —|—

Vot ty® , w+ ‘

Y sont les variables canoniques.

a2 2 et arc sin:
Vatiy T

15) BULL. SOC. SC. NAT. T, XXXVIII
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En posant
V=
: Y
arc sin — ==,
Vot

nous obtenons la forme normale du groupe

{ p'=—p

R yp— —-I— L.
Probléme II. — Ramener le groupe
\ X'=ux
y'=aly
=03

a la forme normale.
Les équations du groupe donnent

da'  dy'  di  da

’

x' 2y 32 a

d’otl
yo oy
x’g xg
2! 74
ag’3 ——_.x3

Log x' = Logx-}-t, avec t=Loga.

On le raménerait a la forme normale en prenant les variables

; Y 2 .
canoniques ~—, — et Logx pour nouvelles variables.
@@

Application aux équations difiérentielles ordinaires.

6. — Soit 'équation différentielle ordinaire d’ordre n

F(w,y,dy. dnﬂ)zo. )

&;7 ”’d_([,'"
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Supposons que cette équation soit identique a I’équation
obtenue en effectuant sur les variables x et y le changement
de variables défini par les équations

X! :f(xy Y, OZ)
{y’ =g(x,Yy,a) e

d’un groupe connu de transformations, quelle que soit la valeur
du paramétre a. Nous dirons, pour abréger, que I'équation (1)
admet le groupe (2). La connaissance d’un tel groupe permet
de simplifier I'intégration de 1’équation (1). Ramenons par un
changement de variables le groupe (2) a la forme normale

%u’:u

v =v-L.

- Le méme changement de variables, appliqué a I’équation
différentielle (1), la transforme en une nouvelle équation du

méme ordre 3 P
Fy (’U/,’U,—v,. U>:Oa

h
du dun

qui doit admettre le groupe u'—=u,v'=v-{, c’est-a-dire ne
doit pas changer quand on remplace v par v—-¢, quelle que
soit la valeur du paramétre {. Or ceci ne peut évidemment
avoir lieu que si I, ne contient pas v explicitement. Par suite
I’équation transformée sera de la forme

F, (u,@, g o ==,
du dur

Si # > 1 on abaissera I'ordre de 'équation d’'une unité en
- g dv
prenant pour nouvelle fonction inconnue Tt
0

Si n=1 on obtiendra Iintégrale de l’équation par une
quadrature.

Exemple 1. — Soit une équation différentielle ordinaire
d’ordre n homogéne par rapport a x,y,dx,dy,d?y, ..., dwy.
Elle ne change pas quand on remplace « par cx, y par cy
et, par conséquent, admet le groupe de transformations défini
par les formules ,

vy
ORE I
| Logx'=Logx ¢,
ou {=Logc.
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/

En posant 5 ey
| v =Log x,
c’est-a-dire

. aQ =—gev
(‘T) % Yy —u ev,

on sera conduit & une nouvelle équation dont on pourra
abaisser 'ordre d’'une unité.

Si, en particulier, n=1, nous serons ramenés a une
équation qui s’intégrera par une quadrature.

Ainsi, considérons 'équation différentielle

@) 972+ 3wy 2090,

homogéene par rapport a x, y, dx,dy. Elle admet le groupe («);
par suite, le changement de variables défini par les formules (y)
nous ramene a une équation dont les variables se séparent:

u® du
ut4-3u22°

et qui s’intégre par une quadrature.
L’intégrale de I'équation (3) peut se mettre sous la forme

20ty —oy/ T,

¢ étant une constante arbitraire.

dy——

Exemple II. — Supposons qu’'une équation différentielle
ordinaire ne change pas quand on remplace x par kx ety
par k"y. Elle admettra donc le groupe

g m’ == lam
: . y' =Fky
quon peut ecrire:
¥
(@) o

' Log ' = Log x-}-1.

; ; ' 1
Les variables canoniques seront et Log « et nous poserons
x?l

® )

Logx =w.

(1
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Nous en tirons inversément

§ = e¥

D’aprés ce que nous avons vu, par ce changement de
variables, nous pourrons abaisser I'ordre de I'équation d’une
unité.

Prenons, par exemple, 'équation différentielle du second

ordre
@) wty" —x @421y +4y*=0.

Comme on le vérifie immédiatement, elle ne change pas quand
on remplace x par kx et y par k2y. Dans ce cas n=2, et
nous ferons le changement de variables

|
"1
Yy

k Log X==1,
d’ou

fr=—2¢"

| g ==ue,

L’équation (8) devient

v

" 1201 —u)—0,
p'2

ou v a disparu, et dont l'intégration est immédiate. Nous
obtenons

,J .
— 4+ 2u—ur=C.
vt

Le calcul s’achéve aisément.

Eaxemple I11. — Soit encore ’équation linéaire
d
@ "L+ py+Q=0.
dx
Considérons d’abord I'équation

@ ry—0,
o
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homogéne par rapport a y et (L—j-y- Elle admet le groupe
(8
[ ==y
Ly’ =cy,

que I'on peut écrire
B ==
| %Logy’:Logert,
ou {=_Logc.

D’aprés ce que nous avons vu, cette équation s’intégrera
par une quadrature en prenant pour fonction inconnue Logy,
et en conservant x pour variable indépendante. Soit y une
intégrale particuliére de (B). L’équation (z) admet, comme on
le vérifie, le groupe

§ e’ ===

’ —_— I
Ly =y +cy,.
Nous pouvons mettre ces formules sous la forme

ix'::}:
Yy oy
}-——:——{—c.
o Yy

Par suite nous prendrons comme nouvelles variables « et

? . ) r . . [
Y et nous serons conduits & une équation intégrable par une

1
quadrature.

1. — La théorie des groupes continus de transformations
a4 un paramétre de Lie permet donc de rattacher a un seul
point de vue ces procédés d’intégration des équations diffé-
rentielles ordinaires du premier ordre et les cas d’abaissement
des équations d’ordre supérieur. Ces méthodes particuliéres
qul nous paraissaient des artifices de calcul sans lien entre
eux ne sont au fond que des cas particuliers de la méthode
précédente.

8. — Jusqu’icl nous avons supposé que nous connaissions
le groupe de transformations. Nous sommes donc amenés a
résoudre le probléme trés important suivant:

Reconnaitre si une équation différentielle donnée admet wn ou
plusieurs groupes continus de transformations & un paramétre et
délerminer ces groupes. |



o B

Pour résoudre ce probléme, il nous faudrait étudier les
transformations infinitésimales, ce que je ne ferai pas ici.
Je me contenterai de faire remarquer que l'on peut par-
fois prévoir qu’'une équation admet un groupe déterminé.
Par exemple, on reconnait immédiatement que [’équation
différentielle des projections sur le plan des xy des lignes de
courbure ou des lignes asymptotiques, d’une surface de révo-
lution d’axe OZ admet le groupe des rotations autour de I’ori-
~gine. En effet, il est évident que si une courbe C du plan des
ay répond a la question, il en est de méme des courbes obte-
nues en faisant tourner (. d’'un angle quelconque autour de
lorigine; leur équation différentielle devra donc étre de la

w

forme F (p, E—) —( et s’intégrera par une quadrature.
e

2F
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