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Les transformées réciproques
PAR

Sophie PICCARD

INTRODUCTION

Nous dirons que deux substitutions S et î1 portant sur les
mêmes éléments sont des transformées réciproques si l'on a

(I) STS^TST~\
les substitutions successives de la composition étant effectuées de
droite à gauche.

C'est à l'étude de ces substitutions qu'est consacrée la
présente note.

Dans le premier chapitre, nous établissons la condition nécessaire

et suffisante à laquelle doivent satisfaire deux substitutions
circulaires pour être des transformées réciproques.

Le second chapitre traite des conditions nécessaires et suffisantes
pour que deux substitutions de second et de troisième ordre soient
des transformées réciproques.

On voit immédiatement que si deux substitutions sont des
transformées réciproques, elles sont semblables.

Chapitre I

§ 1. Soit S et T deux substitutions circulaires de n éléments

S (aia2... an), T=(ah a^... a.J,

iv i2, in étant une permutation des nombres 1,2, ...,«,
et supposons que l'on a

(i) sra_1= tst-\
Pour obtenir STS~l (TST^), il suffit, comme on sait, d'effectuer

sur le cycle de T (S) la substitution S (T), le résultat étant également

une substitution circulaire.



— 82 —

Soit STS-*= TST~i=(a. a. ...a.),
Îv h-, - - ¦¦> in étant une permutation des nombres 1, 2, ...,«, et
supposons que S substitue à l'élément a. l'élément a., tandis que

T substitue à l'élément a. l'élément a,. Pour qu'il en soit ainsi, il
suffit de choisir convenablement les notations et cette hypothèse ne
nuit pas à la généralité des raisonnements qui suivent.

On a donc (II)

et (III)

s= X
Vi=(«i a2... «„)

T= \ a. a

a \

v=(\ a....

t sans peine les égalités

\+v aJ %A' • • • Vi"!-îaj-

un indice if-j-l devant être remplacé par le reste de sa division
par n, s'il est supérieur à n.

Il en résulte

(IV)

U=vMI ./1 "1

/2" VM

i )n=tn\^-:
les nombres i(-|-l (1 ^t^n) devant être réduits mod. n, s'ils sont
supérieurs à n.

De (III) on déduit :

a.. —a. a. — a. a. =a. a. a.\ 3h s 3H 'n Jin-1 i Jin

d'où il résulte
(v) ;2=jv *3=iy • ••. *»=./w *i=;v

De (IV) et de (V) on déduit immédiatement

(VI) i.-j~ 1 ia, i, +1 *;, iin+1 iv
Les égalités (VI) constituent une condition nécessaire pour que

les deux substitutions S et ï1 soient des transformées réciproques.
Montrons que cette condition est aussi suffisante.

Soit donc S (a, a„... ad) et T=(a. a. a. deux substitu-
tions circulaires des mêmes éléments, telles que les égalités (VI)
soient satisfaites.

Montrons que l'on a (I) STS *= TST~\
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Comme iv i2, in est une permutation des nombres 1,2, n,
il existe, pour tout entier l compris au sens large entre 1 et n, un
indice l(t) (i^l(t)^n), tel que t il(f).

Donc S —(a. a„... a (a. a. a.

T=(a. a. a. (a. a. a.

STS~i=(ai. a.. a
VD+1 *î((2)+1 \(n)+V

et rsr_1=(o. a. ...a.v *((i)+i «i(2)+i *((n)+r

chaque indice supérieur à « devant être réduit mod. n.
Or, des égalités (VI) il résulte que

On a donc bien STS'^ TST'1
et la condition énoncée est suffisante.

§ 2. Soit (VII) iv i%, in

une suite formée des nombres entiers 1, 2, ...,.n pris dans un
ordre déterminé qui n'est pas l'ordre naturel, et soit

(Vin) ih+1=i2, ihA i i3, iinA i- h

(les nombres supérieurs à n étant partout remplacés par leur reste
mod. n).

Remarquons d'abord que (VII) iv i2, i étant une permutation

quelconque des nombres 1, 2, n, quel que soit le nombre
entier i(l^j^n), si l'on forme la suite des nombres

(*) ij, \i *,, -..,**._
J-J

qui tous appartiennent à (VII), 1} désignant le plus grand nombre
entier, tel que la suite (*) soit composée de 1} termes distincts deux
à deux, on a :

i^, =;•

Partons de l'élément ii de la suite (VII) et formons la suite

(1) a{ it, a2 ih, aS »v a^l^ =i,
«i

at étant le plus petit entier, tel que a^ — 1.
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Il est manifeste que a^^n, puisque chaque élément de la suite (1)
appartient à la suite (VII) et que ces éléments sont distincts deux
à deux.

Montrons que l'élément i2 n'appartient pas à la suite (1). En
effet, supposons le contraire et soit t un entier compris au sens
large entre 1 et ai et tel que i2 a\.

On en déduit immédiatement que

tvf=zat+v \=af+2' • • •' h.
_

==at-v

les indices supérieurs à a1 devant être réduits mod. ar
Ainsi la suite

(**) «? h. «1 \, • • •, <% — h.
_

«1

est une permutation circulaire de la suite (1). Elle se compose, par
conséquent, de at termes distincts et l'on a ct2a =2.

Des égalités (VIII) et des définitions précédentes, il résulte sans
peine que a^-L-l^a? aj+il quel que soit i i, 2, n, les
indices supérieurs à at devant être réduits mod. av ce que nous
écrirons al., „ ,4-1 — a? —aj,. „2t(mod. a^) i * t-|-i—1 (mod. «]}

Or, si i t — 1, on a

/yl ^^ /j.l
l"2« (mod. aj) "''Zt- 2 (mod. Clj)'

A A

(+«-1 (mod. a^ a2f-2 (mod. axy

Donc rt1 -f-1 —/7I
u2i—2(mod.a1)T^ x u2t-2 (mod atf

ce qui est impossible. On est ainsi conduit à une contradiction. Par
conséquent, l'élément i2 n'appartient pas à la suite (1) et a^<dn.

Il en résulte sans peine que les suites (1) et

(2) a\ i2, al ih, a% it^ 2,

«2
où a2 est le plus petit nombre entier, tel que a\ =2, n'ont aucun
élément commun.

Des relations ad2i
(mod a }-|-1 d\ qui ont toujours lieu en vertu

de (VIII), il ressort que si at est pair, a2 A et que si a^ est impair,
«2=«r

Montrons que a2=ar
Formons, pour tout nombre entier y compris au sens large entre

1 et n, la suite
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(j) a{ i}, ai iif ai==iit

ctj désignant le plus petit entier, tel que aJa=j.
Des égalités (Vili) et de ces définitions, il résulte sans peine que

2i(mod.«,)+l =a/+Kmod.„) (<==1) g, a.. ; j \, % «).

On en déduit que, quel que soitj l, 2, n, aj+i=~, si aô est

pair, que ai+1=aj, si a. est impair, j-\-i devant être remplacé par
1, si j n, et, d'autre part, que a^a^o^i^ ^«„^^. Donc

a1=a2= =an=a et ce nombre a est impair.
En outre, a>l. En effet, si a l il en résulte que ^=1,

i3=2, in—n, contrairement à notre hypothèse sur la suite (VU).
Donc a ^3.

On vérifie aisément qu'à deux valeurs distinctes ji et j2 de l'entier

j (1 ^j^n) correspondent soit deux suites disjointes (/,) et (/2),
soit deux suites (/.,) et (?'2) composées des mêmes éléments de (VII)
et dont l'une est une permutation circulaire de l'autre. Donc n est
un multiple de a. Soit n ka. Le nombre A; est ^ 2. Donc « ne
peut pas être un nombre premier.

Je dis que les k premières suites (j), ,/ 1,2, k, contiennent
tous les éléments de la suite (VII).

En effet, soit l le plus petit nombre entier, tel que la suite (Z)
soit une permutation circulaire d'une des suites précédentes, soit
de la suite (t),(t< l) : a[ afr, al2 a{ri_v aln adr_v Alors, des

égalités «L(mod.„,+ 1 «l+1 et a|i(mod.a)+l=a^S » résulte que la
suite (/ + 1) est une permutation circulaire de la suite {t-\-\)\ d'où
on déduit de la même façon que la suite (£-f-2) est une permutation
circulaire de la suite (£ + 2) et ainsi de suite, la suite (n) est une
permutation circulaire de la suite (t-\-n — T). Donc aucune suite (;'),
oùj^-l, ne contient d'éléments de la suite (VII) qui n'appartiennent

pas à une suite (/), où /< Z. Comme, d'autre part, tout
élément de la suite (VII) appartient à l'une des suites (J), par définition
de ces suites, on doit nécessairement avoir l k-\-l et notre assertion

est démontrée.
Ainsi, nous avons décomposé la suite (VII) en k suites distinctes

(1) a\, a\, a\ \
(2) a\, al, ...,a| 2

(k) a\, a\, aka k,

pour lesquelles on a

<(„«,*.«)+1==«!'+1 0' 1, % 3, ¦*., Aï i=l, 2, 3, a).
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On en déduit successivement les égalités

a2i(m0d.a)~^^==aì

ai i (mod. a)"T~l=a22i(mod.a)l^:
ali (mod. o)~T

1 a28i (mod. a)~\~ 3 :

a2ï (mod. «)H^ * — "^fe-1* (mod. a)T^ ft * — ai

Il ressort de ces égalités qu'on obtient, à l'ordre près, tous les
éléments de la suite (j), j 2, 3, n, en ajoutant j — là chaque
terme de la suite (1).

Si donc la suite (1) contient un nombre fi, les suites (1), (2),..., (k)
n'ayant deux à deux aucun élément commun, (1) ne peut contenir
aucun des nombres fi+j (J — l, 2, k — 1).

Comme, d'autre part, tous les nombres de la suite (1)
appartiennent à la suite des nombres 1, 2, n et que la suite (1)
contient le nombre 1, on voit qu'à l'ordre près, les termes de la suite (1)
doivent nécessairement prendre les valeurs 1, l-j-ft> 4-f-2fc,
i + (a — l)k.

La suite (& + 1) a\+\ ak+\ ak+l

est une permutation circulaire de la suite (1). En effet, nous avons
vu que cette suite est une permutation circulaire d'une suite

Si j4>-13 toute suite (j) aj, a1,, aJa, oùj~>k, et en particulier
la suite (n), est une permutation circulaire d'une des suites

Oi)) 0i+ 1)' • • •' (ft)- û en sera donc de même de la suite (1), en
vertu des égalités a"(mod a)-j-4 — a\, i l, 2, a, ce qui est
impossible. On a donc bien j1 i.

Or, des égalités

<i (mod. «)+ * «k (mod. «)+ * «f* (i 4, 2, tt)

et du fait que la suite (Zc-4-1) est une permutation circulaire de la
suite (1), il résulte qu'il doit exister un nombre entier r, compris
au sens large entre 1 et a et tel que

/ a^+ft ar+i
l «¦2.2fe+ k ar_|_2

(ix> b;;+^av <mod-n>
1.2"? I r-\-%

tous les indices supérieurs à a devant être réduits mod. a. Comme
les termes de la suite (1) prennent, à l'ordre près, les valeurs
1, l-\-k, 1 -(-2k, 1 —j—(ce —1)&, nous pouvons poser
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a\ 1 -f- Qt k

al=[-\-Q.2k
(X) '•, (mod. n)

««=4 + 9« ft

où ç15 ç2, ça_1 sont, à l'ordre près, les nombres 1, 2,

a — 1 et Qa=a.
Soit

"

2fc=£ (mod. a), 0^i<a.
Comme a est un nombre impair, on a t^i et les nombres entiers
t et a sont premiers entre eux.

En tenant compte de (X), on obtient de (IX) les égalités

/ Qt+Ì==Qr+l
\ ?2t+i=?r+2

(xi) r---

les nombres supérieurs à a devant être réduits mod. a.
Deux cas peuvent se présenter :

a) t — i.
Il résulte alors de (XI) que

?i+4 ?r+1

Ç2~M =?r+2

'",',, (mod. a)

?a+4=4 çr

On en déduit successivement

/ *

^2r=or+l=2
<XII>

^ - il-;?lr—?(»—l) r-n- J- — *

les indices supérieurs à a étant toujours réduits mod. a.



Comme la suite des nombres or, q2r, çar, où les indices
doivent être réduits mod. a s'ils sont supérieurs à a, est composée
de a termes distincts 1,2, à, il doit en être de même de la
suite des nombres r, 2r, 3r, ar, réduits mod. a, s'ils sont
supérieurs à a. Par conséquent, r et a doivent nécessairement être
premiers entre eux.

Qi ÇV r
92=Q9,r

D'autre part, de (XII) on déduit (XIII)

Qa 9par
les indices > a devant être réduits mod. a.

Il en résulte immédiatement que
/

Q±r i (mod. a)

ç2r 2 (mod. a)

Qir i (mod. a)

Qar o (mod. a)

d'où on déduit les congruences
r (C2— Qi) r (<?3— QÙ ¦ ¦ • r (»i— Qi-i)

...==r(Qa—Qa_J l(mod.a).
Comme reta sont premiers entre eux et comme 4 ^ q. — çi. < a

quel que soit i 2,3, a, on déduit de ces congruences les égalités

(XIV) q2— q1=qs— q2= ...=Qt— Qi_i= .=Qa~ Qe^—A,
A désignant la valeur commune de toutes ces différences.

Montrons que A or
En effet, des égalités (X) on déduit, en tenant compte de (XIV),

a\ i-\-Qik,
«2 4 + Q2k l-\r(<)1AQ2-Qi)k i+{rQl-{-A)k,

et en général, quel que soit le nombre entier i > 1 et ^ a, si l'on
suppose que

all l + Qi_ik l + [ç1+(i~2)A]k,
on a al=l+ Qik l + (Qi_1AQ-Q._i)k=l-\-[QlA(i-l)A]k.

En particulier, pour i — a, on a

oj, 1 1 + [Çi -f (a — 1) A] k (mod. n).
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Donc [^-{-(a—1)A]A; 0 (mod. n).
Or fi — l? r*

On a donc (XV) ?1-f (a — 4) A 0 (mod. a).
Or, l^ç^a — 1 etl^A^a — i.
La congruence (XV) n'est donc possible que si ^=4, c. q. f. d.

Par conséquent, qì=ìqì (mod. a), (i l, 2, a), et comme

çr=l, on doit avoir rçt 4 (mod. a). Il résulte de cette dernière
congruence que qi est premier avec a.

Inversement on établit sans peine, en tenant compte des
considérations qui précèdent, que pour tout nombre entier n de la forme
n fca, où k est un entier ^ 2, a est un entier impair ^ 3 et

2=4 (mod. a), il existe des suites de la forme (VII) qui satisfont
aux égalités (VIII). Il suffit de prendre à cet effet pour q± un nombre
entier quelconque compris au sens large entre 4 et a — 4 et
premier avec a, puis, les notations étant les mêmes que ci-dessus, de

poser
a| 4-f-^ fc,

«i^^y-i'mod.«^'-1
(*' 1, 2, a; j % 3, k), tous les nombres a\, a\
supérieurs à n devant être réduits mod. n.

b) Soit à présent t>l.
Partons des égalités (XI).
On a oa=a Qr+a_r=Q{a_r)t+ i.
VowQat-tr^v-l-
0r>Qat-tr=Qr+at-(t+ì)r=Q[at-(t+mt+ì' d'0Ù 0n COnclut <IUe

<?«t2-V+t)r=« — 2.

D'une façon générale, quel que soit le nombre entier £>4 et
f^a — 1, si nous supposons que Qati-i_{ti-i+ti-*M..+t)r==a — i-\-l,
on a :

Paf«-1-((*-1 + ''~2 + -- -r0»-==9r+a!*-1-((»-1+ti-2+. .+t+i)r
==Çati-(ti+ti-1+..--rt)r^~^==a~i'^~^-

D'où l'on déduit (XVI) Qali_(ti+li-i+...+t)r=a — i.
En particulier, pour «"=«—1, on a ?aîa_i_({a-i+ta-2++t)r==4 4>r.

Donc af-1— (*a-4+ f-2A ...+t)r r (mod. «),

f— 4
ou encore r 0 (mod. a)

Donc aussi (XVII) r(*a— 4) 0 (mod. a).
Montrons que a ne saurait être un nombre premier. En effet,

supposons le contraire. Alors comme t n'est pas un multiple de a,
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on a en vertu du petit théorème de Fermât, ta~l— 1=0 (mod. a),
donc aussi t— t 0 (mod. a) et de (XVII) on déduit: ^—1 0
(mod. a).

En soustrayant membre à membre ces deux congruences, on
trouve t — 4=0 (mod. a).

Or, \^-t — 4<Ca. La dernière congruence ne peut donc pas
avoir lieu, ce qui prouve bien que a ne saurait être un nombre
premier.

La Suite qa, Qat_tr, Qat2_(t2+t)r, • • -, Çata-i_(ta-i+ta-2+ +t)r, où
les indices supérieurs à a doivent être réduits mod. a, étant
composée de a nombres distincts 1, 2, a, il doit en être de

même de la suite des indices a, at — tr, at2 — (t2-\- t)r,
af'1—(ta~i-\-ta~2-{-.. .-\-t)r, ces indices devant être réduits
mod. a s'ils sont supérieurs à a.

Donc la suite des nombres t, f-\-1, f~~l-\-1"~2+ ¦ • • -M>
réduits selon le module a, doit contenir a — 4 nombres entiers
distincts, à savoir 4, 2, ...,a — 4.

Il en découle que r et a sont premiers entre eux. En effet,
supposons le contraire et soit ô un nombre entier > 4 qui est diviseur
aussi bien de r que de a, avec a aiô, r — r^d.

La suite des nombres t, t2-\-1, f~ij\- ta~2A •••+*> réduits
mod. a, comprenant tous les nombre 4, 2, a — 4, il existera un
terme de cette suite qui est égal à o,. Soit i', l^i'^a— 4, le
nombre entier, tel que f-\- f~1-|- -f-1 a{ (mod. a).

On a alors (tl'-\- f~l-\- t)r^aiôri^o (mod. a).

Donc a f— (f'+ f~*+ -f t) r o (mod. a).

Or cela est impossible puisque la suite des nombres

a,at — tr, a t"'1— ({a_1-f £a_2+ ¦¦¦+t)r,
réduits mod. a s'ils sont supérieurs à a, à laquelle appartient le
nombre at1'—(f-{- f~l-\-... -\-t)r et dont il n'est pas le premier
terme, est composée de a nombres distincts 4, 2, a et que le
premier terme de cette suite est déjà égal à a.

Ainsi r et a sont bien premiers entre eux.
De (XVII) on déduit donc (XVIII) ta— 4 =0 (mod. a)

ou, en tenant compte du fait que 2fc t (mod. à)

(XVIII') 2fca— 1 0 (mod. a).

Désignons par ß le plus petit nombre entier, tel que
(XIX)

' 2* 1 (mod. a).
On a ß < a.
De (XVIIP) et (XIX), il résulte (XX) ka=fiß,

où fi est un nombre entier ^ 1.
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Soit D(a,ß) d- le plus grand commun diviseur de a et ß.
Si # 1, en vertu de (XX), fc doit être un multiple de ß.
Soit k k'ß. Mais alors 2fc=4 (mod. a), ce qui est contraire à

notre hypothèse que t~>l. On ne saurait donc avoir # 4. Par
conséquent, #>4.

D'autre part, comme ß<Ca, on a #<a.
Soit a atd-; ß ß{&, (a,>l, ft^l).
Comme a est un nombre impair, il en est de même de # et de a,.
On déduit de (XX): ka ka{d- [iß fißtd; d'où il résulte que

fca, — /ißi.
Comme D(av ^) —4, on doit avoir k kißi, où k{ est un

nombre entier ^1. Donc dans ce cas, le nombre n d'éléments de
la suite (VII) qui satisfait aux égalités (VIII) est de la forme

n ka — k1ßlaid-=ki ßax.

De la congruence (XIX) il résulte, comme a a{d-:
2^ 1 (mod. a,), et, quel que soit le nombre entier v, on a également

les congruences 2^ 1 (mod. a) et 2vß 4 (mod. a,).
En particulier, pour v kt, on a aussi 2fcl/î 1 (mod. at).
Nous en concluons que quelle que soit la suite (VII) qui satisfait

aux égalités (VIII), le nombre n d'éléments de cette suite est
un produit de deux nombres entiers nt et n», dont le premier est
impair ^3, le second est ^2, et qui satisfont à la congruence
2*2 4 (mod. nt).

Si l'on se borne à considérer les nombres entiers n compris au
sens large entre 4 et 342, on vérifie aisément que pour n 6, 42,
48, 20, 21, 24, 30, 36, 40, 42, 48, 54, 60, 63. 66, 72, 78, 80, 84, 90,
96, 100, 102, 105, 108, 140, 114, 420, 126, 432, 136, 438, 440, 144,
147,150,156,160, 162, 168, 174, 180, 186, 189, 192, 198, 200, 204,
210, 216, 220, 222, 228, 231, 234, 240, 246, 252, 258, 260, 264, 270,
272, 273, 276, 280, 282, 288, 294, 300, 306, 312, 345, 348, 320, 324,
330, 336, 340, 342, il existe des suites de la forme (VII) qui satisfont
aux conditions (VIII) et qu'il n'en existe aucune pour toute autre
valeur de n comprise dans le domaine envisagé.

Voici quelques exemples de suites de la forme (VII) qui satisfont
aux égalités (VIII):
a) 3, 6, 5, 2, 4, 4
b) 5, 4, 4, 6, 3, 2
c) 3, 42, 11, 8, 1, 4, 9, 18, 17, 14, 7, 10, 45, 6, 5, 2, 13, 46
d) 47, 4, 13, 42, 9, 2, 5, 40, 4, 48, 45, 8, 44, 46, 7, 6, 3, 44
e) 15, 18, 5, 44, 43, 40, 3, 6, 41, 2, 1, 46, 9, 12, 47, 8, 7, 4
0 44, 10, 7, 48, 3, 8, 47, 16, 13, 6, 9, 14, 5, 4, 1, 12, 15, 2
g) 9, 6, 17, 2, 7, 16, 15, 12, 5, 8, 13, 4, 3, 18, 11, 14, 1, 10
h) 5, 16, 1, 6, 15, 14, 44, 4, 7, 42, 3, 2, 17, 40, 43, 18, 9, 8
i) 7, 14, 9, 16, 14, 48, 43, 2, 45, 4, 47, 6, 4, 8, 3, 40, 5, 42
j) 43, 8, 45, 40, 47, 42, 4, 44, 3, 16, 5, 48, 7, 2, 9, 4, 14, 6
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Pour les suites a) et b), on a : n 6, fc 2, a 3, 2fc 4 (mod. a).
Pour les suites c), d), e), f), g), h) on a: n 18, fc 2, a 9,

2* 4 (mod. a).
Pour les suites i) et j), on a : n 48, fc 6, a 3,2fe 1 (mod. a).
Ce sont là tous les cas possibles pour n 6 et n 18.

Chapitre II

Soient à présent S et î1 deux substitutions de second ordre portant

sur les mêmes n éléments chacune.
Montrons que la condition nécessaire et suffisante pour que ces

deux substitutions soient des transformées réciproques est que n
soit un nombre de la forme

fcf + 2fc2 + 3fc3 + 6fc4)

où fc4, fc2, fc3, fc4 sont des nombres entiers non négatifs, l'un au moins
des nombres ks, fc4 étant ^ O, si S^T, et que les n éléments de
S(T) forment k{ groupes d'un élément chacun, cet élément constituant
un cycle de premier ordre commun à S et à T, fc2 groupes de deux
éléments chacun, ces deux éléments formant une transposition
commune à S et à T, k3 groupes de trois éléments chacun, ces trois
éléments formant un cycle de premier ordre et une transposition
aussi bien dans S que dans T, mais ces deux cycles étant distincts
pour les deux substitutions, et fc4 groupes de six éléments chacun,
ces six éléments formant trois transpositions aussi bien dans S que
dans T et dont aucune n'est commune à ces deux substitutions.

a) La condition est nécessaire.
Soient S et T deux substitutions de second ordre et soit

(1) STS'1^ TST'1

Ces deux substitutions sont semblables et ne peuvent contenir
que des cycles de premier et de second ordre.

Soit (a4) un cycle quelconque de premier ordre de S.
Deux cas peuvent se présenter:
Ou bien le cycle (a,) figure aussi dans T. Il fait donc partie de

srs_1= TST~\
Ou bien T possède une transposition, dont l'un des éléments

est a(.
Soit (a,a§) cette transposition. Dans ce cas, TST'1 contient le

cycle (a2). Mais alors, en vertu de l'égalité (1), il doit exister dans T
un cycle (a3) de premier ordre, tel que a^ at et que S contienne
la transposition (a3aü). Ainsi, les trois éléments a{, a2, a3 forment
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un cycle de premier ordre et une transposition aussi bien dans S
que dans T et ces deux cycles sont distincts pour les deux
substitutions.

Soit, à présent (at a2) une transposition quelconque de S.
Les cas suivants pourraient avoir lieu :

1) T contient également la transposition (a4a2). Alors (a,a2)
appartient aussi à STS_1= TST'1.

2) T contient les cycles (a4) et (a2). Alors la transposition (a4 a2)

appartient à TST-1. Elle doit donc aussi appartenir à STS~l en
vertu de l'égalité (1). Or, c'est impossible, car il devrait exister
dans Tune transposition (a3a4), a3^ah, a2; ak^aK, a%, et dans S
deux transpositions (a3a{) et (a4a2), ce qui ne saurait avoir lieu
puisque S contient la transposition (a{aî) et que cette substitution
est de second ordre. Le cas 2) ne peut donc pas se présenter.

3) T contient le cycle (at) [(%)] et une transposition (a2a3)
[(ada3)]. Alors TST"1 contient la transposition (ata3) f(«3a2)] qui
doit également appartenir à STS"1 en vertu de l'égalité (1). Or, S
transforme a2 en a4 [a, en a2]. Donc T doit contenir une transposition

(a%aj^ [(a4a4)J qui, transformée par S, donne (%%) [(«3«2)]
et, comme T contient déjà la transposition (a2a3) [(ata3)], on doit
avoir aK=a3. Donc S doit contenir le cycle (a3).

Ainsi donc les éléments au a.2, a3 forment un cycle de premier
ordre et une transposition aussi bien dans S que dans T et ces
deux cycles sont distincts pour les deux substitutions.

4) T contient deux transpositions (a^) (aj«4), les éléments
a4, at, a3, ai étant distincts deux à deux.

Alors, (a4a2) appartenant à S, la transposition (a3aA) appartient
à TST-1. Elle doit donc aussi appartenir à STS"1, d'où il découle
que T doit contenir une certaine transposition (a5aR), telle que S
contienne les transpositions (a5a3) et (a6ö4). Comme S contient déjà
la transposition (a4a2), les éléments a5, a6 doivent nécessairement
être distincts de at, a3, a3, ah. Il existe donc dans ce cas six éléments
at, a2, a3, a4, a5, a6 qui forment trois transpositions aussi bien dans
S que dans T, aucune de ces transpositions n'étant commune à S
et à T.

Il résulte sans peine de ces considérations que la condition
énoncée est bien nécessaire pour que les substitutions S et T soient
des transformées réciproques.

b) La condition est suffisante. Supposons qu'elle est satisfaite.
Chaque cycle de premier ou de second ordre commun à S et à T
appartient évidemment aussi bien à STS-1 qu'à TST~*.

Soit ai, at, a3 un groupe de trois éléments formant dans S les
cycles (a{) (a2a3) et dans T les cycles (a4a2) (a3) [(a4 a3) (a2)]. En
effectuant sur les éléments des cycles (a4) (a2a3) la substitution T,
on obtient les cycles (a2) (a4 a3) [(a3) (dM^)] et en effectuant sur les
éléments des cycles (aja2)(a3) [(a, a3)(a2)] la substitution S, on trouve
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les cycles (a2)(a4a3) [(a4a2)(a3)], identiques à ceux que nous avons
obtenus précédemment.

Soit, à présent, a4, a-2, a3, a4, a5, a6 un groupe de six éléments
formant dans S les transpositions (a4a2) (a.4«4) (a5a6) et dans T un
quelconque des huit groupes de transpositions

{a^j {a^ah) (a4a6)
(a4a3 (a2a6)(a4a5)
(a^H«^^«^)
(aiai) (aqa6) (a3a5)
(a4as)(a2a3)(a4a6)
(«!«5) (a2«i)(«3«6)
(«1«6)(«2«3)(«4«5)
(a4a6)(a2a4)(a3a5),

par exemple (a,a4) (a2a6) (a3a5).
Si l'on effectue sur les éléments des trois transpositions en question

de S la substitution T, on obtient les transpositions (a4«6)
(a5a4) (a3a?) et si on effectue sur les éléments des transpositions
correspondantes de T la substitution S, on obtient les transpositions
(aia3)(aiai) (aia6) que l'on peut aussi écrire (a4a6) (a5a4) {a^-ò-

Si nous posons S^^a^^a^^sC^) et Tt (aiai)(aa_a6)(a3a5),
on a donc 211S17,1_1=SiriSt_1. On vérifie aisément que le résultat
est le même si les éléments a„ a2, a3, a4, a5, a6 forment dans T l'un
quelconque des sept autres systèmes signalés de transpositions.

Si donc la condition énoncée est satisfaite, on a bien

(4) srs~*= rar-1,
et la condition est suffisante, c. q. f. d.

Passons maintenant aux substitutions de troisième ordre.
Soit C un cycle quelconque de troisième ordre d'une telle

substitution et soit al un élément arbitraire de ce cycle, l'indice X

pouvant prendre l'une des valeurs 4, 2, 3. Convenons de désigner
par a^ l'élément du cycle C qui précède acÀ et par «^+1 l'élément
du cycle C qui suit a% les indices X — 4 et i-f-4 devant être au
besoin réduits selon le module 3, de façon à prendre toujours l'une
des valeurs 1, 2, 3.

Par un raisonnement analogue à celui effectué pour les
substitutions de second ordre, on établit sans peine que la condition
nécessaire et suffisante pour que deux substitutions S et T de
troisième ordre soient des transformées réciproques est que le nombre
n des éléments de ces substitutions soit de la forme

n *,-f 3fc2+7fc3+21fc4,
où fc4, fc2, fc3, fc4 sont des nombres entiers non négatifs, l'un au
moins des nombres k3, fc4 étant ^ O, si S ^ T, et que les éléments
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de S(T) forment fc4 groupes d'un élément chacun, cet élément
constituant un cycle de premier ordre commun à S et à T, k2

groupes de trois éléments chacun, ces trois éléments formant un
cycle de troisième ordre commun à S et à î1, fc3 groupes de sept
éléments chacun, ces sept éléments formant deux cycles de
troisième ordre et un cycle de premier ordre aussi bien dans S que
dans T et tels que si l'on désigne par a] un élément arbitraire de
l'un de ces deux cycles de troisième ordre de S, par a? un élément
arbitraire du second de ces cycles de troisième ordre de S et par
a*11 l'élément du cycle envisagé de premier ordre de S, il existe
deux éléments a], a1}, tels que T contient les cycles (add) (a' aj1«™)

(al-iaf-\ aji-i)> les cycles correspondants de S pouvant être écrits
sous la forme (af1) (aj_4^a{+1) (al^afaf+i), enfin fc4 groupes de
"21 éléments chacun, ces 21 éléments constituant sept cycles de
troisième ordre aussi bien dans S que dans T et tels que si l'on
numérote les cycles en question de S, pris dans un ordre arbitraire,
au moyen des nombres I, II, III, IV, V, VI, VII et si l'on désigne par

a] un élément arbitraire du cycle 1

af » » » II
a™ » » » III
aIV

m
» » » IV

K » » » V

«J1 » » » VI
a™ » » » VII

il existe sept éléments a1, a?1, a!11, aIV, av, aVI, a7n, tels que T Gori¬ly x1 i ' l " ni7 r~ s " t " ^
tient les cycles (é.afaf) K+1«) («U«") («JL,<Li<Ii)
(af+iaj!_\a^+1) (aA+la™4a™) (a^aj.^aj^), les cycles correspondants
de S pouvant être écrits sous la forme (a]_ 4 a) ali+1) (aV_t af af+i)
(a™, a"1«™) (aIV „aIvaIV' (av iayav_L.)(àn.â'nàvll) (a™ aYua?]}.).v (—1 i i-j-l/ v »n-1 m m-\-i.' V r—1 r r-J-1/ V s—1 s s-|-la \ t—1 t-(-l/
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Dernières épreuves corrigées le 8 octobre 1936.
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