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Les transformeées réciproques

PAR

Sornie PICCARD

INTRODUCTION

Nous dirons que deux substitutions S et T portant sur les
memes éléments sont des fransformées réciprogques si I’'on a

(D) STS '—=TST™,

les substitutions successives de la composition étant effectuées de
droite a gauche.

Cest a I’étude de ces substitutions qu’est consacrée la pré-
sente note.

Dans le premier chapitre, nous établissons la condition néces-
saire et sullisante a laquelle doivent satisfaire deux substitutions
circulaires pour étre des transformées réciproques.

Le second chapitre traite des conditions nécessaires et suffisantes
pour que deux substitutions de second et de troisiéme ordre soient
des transformées réciproques.

On voit immédiatement que si deux substitutions sont des trans-
formées réciproques, elles sont semblables.

Chapitre |

8 1. Soit S et T deux substitutions circulaires de n éléménts

S=(aa,...a,), T=(a, a,...q),

i), 4y, ..., & étant une permutation des nombres 1, 2, ..., n,

et supposons que l'on a
(T) STS™'=T1ST7".
Pour obtenir STS™ (TST™), il sulfit, comme on sait, d’effectuer

sur le cycle de T (S) la substitution S (T'), le résultat étant égale-
ment une substitution circulaire.
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Soit STS"=TST __(aj1 a .- a; ),

Ji» Jas -y J,, €tant une permutation des nombres 1, 2, ..., n, et

supposons que S substitue a 'élément a;, 1'élément a; , tandis que

T substitue a I'élément a, I'élément a, Pour qu’il en soit ainsi, il

sulfit de choisir convenablement les I]OtdthI]S et cette hypothese ne
nuit pas a la généralité des raisonnements qui suivent.

a, a; ...aq
On a donc (II) S——( Lt “):(adaz...an)

aj a’12 ajn
‘a, d, ... a4A
) 1 72 n
et I11 T:( —(a, a,...a )
( ) a. a .« w0 a'- ( ?'1 ?’2 3n)
N A In

De (II), on déduit sans peine les égalités

a- a =da a

; " 8
Jy z -|—1’ Jy 1 +1’ * i 17

un indice 7,--1 devant étre remplacé par le reste de sa d1v1510n
par n, s’il est supérieur a n.

Il en résulte / Jy=1,41
(IV) S Ja="yF1
\ ]n: Zn_|_ /1 ?

les nombres ¢ -1 (1 =t <n) devant étre réduits mod. n, s’ils sont
supérieurs a n.
De (III) on déduit:
e, o == ;... 0= A

i . )y Yy ,
n Yiy, 1 1 Tiy,

d’ou il résulte
(V) 7:2:]-51; ig":jg2a R in:jin_17 31:]%
De (IV) et de (V) on déduit immédiatement
(VD ¢ -+1=iy, i, 4-1=4, ..., ¢ +1=4,.
1 2 n

Les égalités (VI) constituent une condition nécessaire pour que
les deux substitutions S et T soient des transformées réciproques.
Montrons que cette condition est aussi sulflisante.

Soit done S=(a, a, ... a,) et T=(a, a, ... ain) deux substitu-

tions circulaires des mémes éléments, telles que les égalités (VI)
soient satisfaites.

Montrons que I'ona (I) STS '=TST™".
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Comme 4,, i, ..., i, est une permutation des nombres1,2, ..., n,
il existe, pour tout entier ¢ compris au sens large entre 1 et », un

indice (1) (1 < 1(t)<n), tel que t=71,,,
Donc S:_(aa @ ... an):(aita)ail(ﬂ) T ait(ﬂ))’
T Z(“@l Q- - - “q:n): (%L (ﬁaql @ a%(m :
STS ™= (aiiz(1)+1 aiiz(a)‘H e Yy, (n)+1)
et TST ™= (ailu)ﬂ Yy ail(n)Jrl)7

chaque indice supérieur a n devant étre réduit mod. #.
Or, des égalités (V1) il résulte que

a. —da. a. =, ooy O =, .
Uy qay41’ til(2)+1 Y@’ ’ %‘“n)—l—’l 1

On a donc bien STS'=1ST™"
et la condition énoncée est suffisante.
§ 2, Soit  (VII) by By wvrn B,
une suite formée des nombres entiers 1, 2, ..., n pris dans un
ordre déterminé qui w’est pas 'ordre naturel, et soit
(VILL) iﬁ-{—l =y, G- 1=y .., %"‘1 ==h,

(les nombres supérieurs a n étant partout remplacés par leur reste
mod. n).

Remarquons d’abord que (VII) 4, 4, ..., ¢, étant une permuta-
tion quelconque des nombres 1, 2, ..., n, quel que soit le nombre
entier ij (1=j=mn), si I'on forme la suite des nombres

(*). e DN A R
qui tous appartiennent a (VII), I désignant le plus grand nombre

entier, tel que la suite (%) soit composée de I; termes distincts deux
a deux, on a:

i, .
.
i
\I}\J |
Partons de I'élément 4, de la suite (VII) et formons la suite
(1) =1, Wy =1, , agzz'iil, cees alezii__ —x %
@y

a, étant le p'1us'petit entier, tel que afxl:i.



— 8% —

Il est manifeste que e, < n, puisque chaque élément de la suite (1)

appartient & la suite (VII) et que ces éléments sont distincts deux
a4 deux.

Montrons que I'élément 7, n’appartient pas a la suite (1). En
effet, supposons le contraire et soit { un entier compris au sens
large entre 1 et e,

On en déduit immédiatement que

il ) _—n 1
U= o b, =y,
~_ 2
Q€
les indices supérieurs & e, devant éire réduits mod. e,.
Ainsi la suite
K 2._q 2 )y
(##) W ==1Tgy A3==1s5 « ..y Qg = zé_-
RN
&y
est une permutation circulaire de la suite (1). Elle se compose, par
conseéquent, de e, termes distincts et 'on a af =2.

——
t41° %2— LATIIEE

Des égalitéq (VIII) et des définitions précédentes, il résulte sans
peine que aj} —{—’l——a?—t:z“rz _4 quel que soit 1=1, 2, ..., n, les
indices supemews a a, devant étre réduits mod. &, ce que nous

1 — 2
ECrirons ag; .4 « )+1 L a’t—|—z~1 (mod. &)"
Or, sii=t—1, on a
1 —
a’m(mod o) a’t 2 (mod. ¢&4)’

|
at—l—i—'l (mod. &)~ a’2t -2 (mod. &4)"

1 —
Done ah—z (mod, Otl)_|—/1 a2t —2 mod @)’

ce qui est impossible. On est ainsi conduit a une contradiction. Par
conséquent, |’élément %, n’appartient pas a la suite (1) et e, <<n.
Il en résulte sans peine que les suites (1) et

°__; o9z 2 __» .
(2) af =1y, O5=1,, ..., Q3 =1, =9,

®q
ou e, est le plus petit nombre entier, tel que o2 =2, n’ont aucun

element commun.
9 1 — 2 o
Des relations af; . 1 o T 1==a; qui ont toujours lieu en vertu

, ) @,
de (VIII), il ressort que si e, est pair, a,= 5, et que si e, est impair,
622: al .

Montrons que a,—e,.

Formons, pour tout nombre entier j compris au sens large entre
1 et n, la suite
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(7) =1, Gj=1,, ..., ¢h=1, =],

j ] Ty .
=]

Q)
«; désignant le plus petit entier, tel que agj: 7
Des égalités (VIII) et de ces définitions, il résulte sans peine que

agi(mod.ai)_'—i =af+“m°d' n (i=1; 2; .qass @;; ]-——1 2, n).
On en déduit que, quel que soit j=1, 2, ..., n, a._H———%a sl @; est
palr que ;=@ si e; est impair, j -1 devant étre remplacé par
1, si j=n, et, dautre part que ¢, >@a,>a,> ... >¢ >¢,. Donc
¢, =a,—...=a,~a et ce nombre « est zmpcm

En outre, a>1. En effet, si =1 il en résulte que 7,=1,
i,=2, ..., i,=n, contrairement & notre hypothése sur la suite (VII).
Donc e~ 3. )

On vérifie aisément qu’a deux valeurs distinctes j, et j, de I'en-
tier j (1 =j =) correspondent soit deux suites disjointes (j,) et (j,),
soit deux suites (j,) et (j,) composées des mémes éléments de (VII)

et dont I'une est une permutation circulaire de I’autre. Donc n est
un multiple de e. Soit n==Fke. Le nombre & est > 2. Donc n ne
peut pas étre un nombre premier.

Je dis que les k premiéres suites (7), j=1, 2, ..., k, contiennent
tous les éléments de la suite (VII).

En eflet, soit I le plus petit nombre entier, tel que la suite (I)
soit une permutation circulaire d’une des suites précédentes, soit
de la suite (¢), ({<<1): a}=da!, a! b=y gy - ooy Gy =0 . Alors, des
egalités af, . 4 1=alt" et agz(mod o 1=a, il résulte que la
suite (I-}-1) est une per mutation ecirculaire de la suite (t-+1); d’ou
on déduit de la méme fagon que la suite (I-4-2) est une permutation
circulaire de la suite ((-}2) et ainsi de suite, la suite (») est une
permutation circulaire de la suite (¢4 n— I). Donc aucune suile (1),
ou >/, ne contient d’éléments de la suite (VII) qui n’appartien-
nent pas a une suite (j'), ot j/<<!. Comme, d’autre part, tout élé-
ment de la suite (VII) appartzent i Pune des suites (7), par définition
de ces suites, on doit nécessairement avoir I=~%-}1 et notre asser-
tion est démontrée.

Ainsi, nous avons décomposé la suite (VII) en £ suites distinctes

(1) a}: aéa ? a}}t:’l
@) B Y
(k) | aicv algca 3 aﬁ:ka
pour lesquelles on a
Wi moa. ey T 1=0ait (G=1,2,3, ...,k i=1,2,3, ..., o).
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On en déduit successivement les égalités
al .
21 (mod. a)+ 1= a’
3
2z(mod a)+ 1= 221,(m0d a)+2 @;
1 A
291 (mod. a)—|_ l=a 23 (mod. a)—l— 3= O'/

------------------------------

k—1 | 4} — gk
a’2z {mod. a)_i_ 1= a'Qk_l?; (mod. a}+ k 1= a’i

Il ressort de ces égalités qu'on obtient, a 'ordre prés, tous les
éléments de la suite (), 7=2, 3, ..., n, en ajoutant j —1 a chaque
terme de la suite (1).

Sidonc la suite (1) contient un nombre g, les suites (1), (2), . . ., (k)
n’ayant deux a deux aucun élément commun, (1) ne peut contenir

aucun des nombres u+7j (j=1, 2, ——’1)
Comme, d’autre part, tous les nombres de la suite (1) appar-
tiennent a la suite des nombres 1,2, ..., n et que la suite (1) con-

tient le nombre 1, on voit qu’a I ordre pres les termes de la suite (1)
doivent nécessairement prendre les valeurs 1, 1-+k, 1+ 2k, .
14 (e —1)k.

La suite (k1) akt!, aktt, ..., okt
est une permutation circulaire de la suite (1). En effet, nous avons
vu que cette suite est une permutation circulaire d’une suite
() ap, aft, ..., air (I=j,=h)

Si j,>1, toule suite (j) ai, al, ..., al, ot j>F, et en particu-
lier la suite (n), est une permutation circulaire d’une des suites
(s Gyt 1), ..., (k). Il en sera donc de méme de la suite (1), en
vertu des eO‘ahtes 0 mes. ey T 1=05, 1=1,2, ..., @, ce qui est
impossible. On a donc bien j,=1.

Or, des égalités
ke —nal — nqkH e ¢
@5 (mod. oc)+ | = ;s moa. oy T F =10t (=1,2, ..., 0

et du fait que la suite (k-}-1) est une permutation circulaire de la
suite (1), il résulte qu’il doit exister un nombre entier r, compris
au sens large entre 1 et « et tel que

| dytk=a),,
a%-z’CJV k= a}v-i-z
[y o " ronne mems i (mod. n)

°?

--------------

tous les indices supérieurs a ¢ devant etre réduits mod. ¢. Comme

les termes de la suite (1) prennent, a l'ordre prés, les valeurs
1,14k 142k ..., 14 (a—1)k, nous pouvons poser



al=1-o,k
al=1-+o,k
(X) a} :: 1 +(’] k (mod. n)
( ag=1-+ ¢,k
o 9, Qg ---y 0,4 Sont, a l'ordre pres, les nombres 1, 2, ...,
a—1 et o,=a.
Soit =1t (mod. @), 0=t <.

Comme « est un nombre impair, on a {>1 et les nombres entiers
{ et @ sont premiers entre eux. _
En tenant compte de (X), on obtient de (IX) les égalités

: Qt—|_ /1 = Qr+1

................

\ Qa;AI"l:i:Qf;?

les nombres supérieurs a ¢ devant étre réduits mod. «.
Deux cas peuvent se présenter :

a) t=1.
Il résulte alors de (XI) que
J 91+ = Q)41

o t1=0.,
e L (mod. o)
o,+1= (T,
0t 1=1=0¢,

On en déduit successivement
o,—1
921"_— ‘Qr+ /1 ==

-----------------

Qar: Qa: a’

les indices supérieurs a a étant toujours réduits mod. e.
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Comme la suite des nombres ¢, 0,,., ..., Qa> ou les indices

doivent étre réduits mod. ¢ sils sont supérieurs a e, est composée
de e termes distincts 1, 2, ..., @, il doit en étre de méme de la
suite des nombres 7, 2r 3r ..., ar, réduits mod. e, s’ils sont
supérieurs a . Par conséquent, r et a doivent nécessairement étre
premiers entre eux.

9'& - le r
92 992 P
D'autre part, de (XIT) on déduit (XIIT) [~~~ """
' 0= Q@iﬂ"
\ Q“:Q'?av

les indices > a devant étre réduits mod. «.
Il en résulte immédiatement que

[ 90,7 =1 (mod. )
0,7 =2 (mod. a)

---------------

0,7 =0 (mod. a)
d’ot on déduit les congruences
(@ —0)=r(e—e)=...=7r(e,—e._,)

= ...=7(0,—0,_o) =1 (mod. a).
Comme # et ¢ sont premiers entre eux et comme 1=<¢,— 9, , <a

quel que soiti=2, 3, .. ., e, on déduit de ces congruences les égalités

(XIV) Q0= 03—Q— ... =—0;— 0 4= .. =0y Qa—'l:A’

A désignant la valeur commune de toutes ces différences.
Montrons que A —g,.

En effet, des égalités (X) on déduit, en tenant compte de (XIV)
a;=1-+ok
af?: 1 9215_1 + (ot 0, 0 k=1 +(o,+A)k,

et en général, quel que soit le nombre entier ¢ > 1 et < «, si 'on
suppose que

a_ =1+ g, =1 [o,+(i— 2 ATk,
on a a::1_|‘9ik_1+(9i_1+Qi_Q@_i)k—1+[91+(i*1)A]k-
En particulier, pour i=ua, on a
~+ (e — 1) Ak (mod. »).




PURIS © {0 e

Donc [g, (¢ —1) A}k =0 (mod. n).

Or, n=1ka. '

On a donc (XV) ¢, +(@—1)A =0 (mod. ).

Or,1=g=a—1etl=A=a—1. _

La congruence (XV) n’est donc possible que si g,= A4, c. q. f. d.
Par conséquent, ¢,=tg, (mod. ), (i=1, 2, ..., @), et comme
o,=1, on doit avoir ro,=1 (mod. ). Il résulte de cette derniére
congruence que g, est premier avec a.

Inversement on établit sans peine, en tenant compte des consi-
dérations qui précédent, que pour tout nombre entier » de la forme
n==kea, ou k est un entier >~ 2, ¢ est un entier impair > 3 et

Gr= 1 (mod. ), il existe des suites de la forme (VII) qui satisfont
aux égalités (VIII). Il suffit de prendre a cet effet pour ¢, un nombre

entier quelconque compris au sens large entre 1 et « —1 et pre-
mier avec e, puis, les notations étant les mémes que ci-dessus, de

poser \ ,
at=1-1ig,k,
e s )
a% - a’i2~7 -1 (mod. a)_l_] 1
(t=1,2, ..., e;j=2,3, ..., k), tous les nombres a}, aj supé-

rieurs a n devant étre réduits mod. n.
b) Soit & présent ¢ >1.

Partons des égalités (XI).

On a Qa:a:Qr—{—a—r: Q(a—r)t+ L.

Donc ¢, ,,—=a—1. ,

Or, Cortmtr™Cr i (14— Q[at—(t+1)r}t+1’ d’ot on conclut que
Qa2 —(4or— @ ' . P

D’une fagon générale, quel que soit le nombre entier i>1 et
= a—1, si nous supposons que Qali_lm(ti_1+ti_2.__+t)r:a“*-7/—}—1,
on a:
Qusi—t 14 vi—24  4ir™ Qrjart-1(@i-14d—24. Jega)yr

— Qari i1y .—|—t)r+ l=ae—i+1.

D’on1 'on déduit (XVI) Quri—iq =1 gy — b

En particulier, pour i==a—1,0n a g« S1_geiy _2+___+m_:1=gr. ,

Done at“ " —(* 1P ... )r=r (mod. a),

_ t“—1
ou encore r P— =0 (mod. «)
Done aussi (XVII) r(t*—1)=0 (mod. ).

Montrons que ¢ ne saurait étre un nombre premier. En effet,
supposons le contraire. Alors comme ¢ n’est pas un multiple de e,
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on a en vertu du petit théoréme de Fermat, t*'— 1 =0 (mod. a),
donc aussi t*—t=0 (mod. &) et de (XVII) on déduit: {*—1=0
~(mod. «).

En soustrayant membre a membre ces deux congruences, on
trouve { —1 =0 (mod. a). ‘

Or, 1=t—1 <e. La derniére congruence ne peut donc pas
avoir lieu, ce qui prouve bien que ¢ ne saurait étre un nombre
premier. _

Ija s_mte Q0 Qut—trr Cal—(240)rr *« 2 Q@1 (@1 @24 L)y ou
les indices supérieurs & « doivent étre réduits mod. e, étant
composée de e nombres distincts 1, 2, ..., «, il doit en étre de
méme de la suite des indices a, at — tr, at> — (4 t)r, ...,
at* ' — ("t ...+t r, ces indices devant étre réduits
mod. « s’ils sont supérieurs a a.

Donc la suite des nombres t, £4t, ..., t* - t* "} ... 4,
réduits selon le module e, doit contenir ¢ —1 nombres entiers dis-
tincts, a savoir 1, 2, ..., a —1.

Il en découle que r et ¢ sont premiers entre eux. En effet, sup-
posons le contraire et soit 6 un nombre entier > 1 qui est diviseur
aussi bien de r que de «, avec ¢ =¢,d, r=1,d.

La suite des nombres ¢, £*4-¢, ..., t* " t*"*} ... 4, réduils
mod. @, comprenant tous les nombre 1, 2, ..., « —1, il existera un
terme de cette suite qui est égal & e;. Soit i', 1 =i'=a—1, le
nombre entier, tel que 4"+ ... 4t =, (mod. ).

On a alors (46" ... )r = 6r,= 0 (mod. a).
Done at’ — (" ..+ bH)r=o0 (mod. ).

Or cela est impossible puisque la suite des nombres

@, at—tr, ..., al® " — ({4 LD,
réduits mod. « s’ils sont supérieurs a e, a laquelle appartient le
nombre at'— (4" ...} t)r et dont il n’est pas le premier
terme, est composée de ¢ nombres distincts 1, 2, ..., e et que le

premier terme de cette suite est déja égal a a.
Ainsi r et ¢ sont bien premiers entre eux.

De (XVII) on déduit donc (X VIII) 1 =0 (mod. a)
ou, en tenant compte du fait que 2= (mod. «)

(XVIIT') 2 1 =0 (mod. a).
Désignons par 8 le plus petit nombre entier, tel que
(XIX) 26 =1 (mod. @).
Onag<a.
De (XVIII") et (XIX), il résulte (XX) ke = ug,

ol u est un nombre entier > 1.
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Soit D(a,)=1% le plus grand commun diviseur de « et 3.
Si =1, en vertu de (XX), k doit étre un multiple de 3.

Soit k:k’ﬁ. Mais alors 2°=1 (mod. &), ce qui est contraire
notre hypothése que {>1. On ne saurait donc avoir 4 =1. Par
consequent, & >1.

D’autre part, comme 3 <<ea, on a 4 <a.

Soit e=a,4; f=4,%, (e, >1, g, =>1).

Comme @ est un nombre impair, il en est de méme de 9 et de «,.

On déduit de (XX): ka=rkea,; 9 =upf=up,¥, d’ou il résulte que
ka, = ug,.

'Comme D(ey, p;)=1, on doit avoir k=K 8,, ou k, est un
nombre entier > 1. Donc dans ce cas, le nombre »n d’éléments de
la suite (VII) qui satisfait aux égalités (VIII) est de la forme

n=ka=k ey 9=k,fa.

De la congruence (XIX) il résulte, comme a=e,9:
26 =1 (mod. e,), et, quel que soit le nombre entier », on a égale-
ment les congruences 2% =1 (mod. ) et 2* =1 (mod. «,).

- En particulier, pour »==£,, on a aussi 2“4 =1 (mod. «,).

Nous en concluons que quelle que soit la suite (VII) qui satis-
fait aux égalités (VIII), le nombre n» d’éléments de cette suite est
un produit de deux nombres entiers 7, et n,, dont le premier est
impair >3, le second est >~ 2 et qui satisfont a la congruence
2" =1 (mod. n,).

Si 'on se borne & considérer les nombres entiers 2 compris au
sens large entre 1 et 342, on vérifie aisément que pour n—=26, 12,
18, 20, 21, 248036404248546063667278808490
96, 100 102 105 108 MO 114 120 126 132, 1%6 138 140 144
147 150 156 160 162 168 174 180 186, 189 192 198 200 204
.2’10 216 220 222 228 231 234 ‘240 246 252 258 260 264 270
27.., 273 276 280 282 288 294 300 306 312, 315, 318 320 324
330, 336 340, 34‘2 il existe des su1teq de la forme (VII) qui satisfont
aux conditions (VIII) et qu’il n’en existe aucune pour toute autre
valeur de n comprise dans le domaine envisagé.

Voici quelques exemples de suites de la forme (VII) qui satisfont
aux égalités (VIII):

a) 3,6,5 91,4

b) 5. 41,6, 3, 2

¢) 3,192, 11, 8,1, 4, 9, 18, 17, 14, 7, 10, 15, 6, 5, 2, 13, 16
d) 17, 4,13, 12, 9, 2, 5, 10, 1, 18, 15, 8, 11, 16, 17, 6, 3, 14
e) 15, 18, b, 14, 13, 10, 3, 6, 11, 2, 1, 16, 9, 12, 17, 8, 17, 4
£y 11, 10, 7, 18, 3, 8, 17, 16, 13, 6, 9, 14, 5, 4, 1, 12, 15, 2
g) 9,6, 17,2, 7,16, 15, 12, 5, 8, 13, 4, 3, 18, 11, 14, 1, 10
by 5, 16, 1, 6, 15, 14, 11, 4, 7, 12, 3, 2, 17, 10, 13, 18, 9, 8
i) 7,14, 9, 16, 11, 18, 13, 2, 15, 4, 117, 6, 1, 8. 3, 10, 5, 12
i) 13, 8, 15, 10, 17, 12, 1, 14, 3, 16, 5, 18, 7, 2, 9, 4, 11, 6

?

~

’
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Pour les suites a) et b), on a: n="6, k=2, ¢ =3, 2" =1 (mod. a).

Pour les suites ¢), d), e), f), g), h)yon a: n=18, k=2, ¢ =9,
2" =4 (mod. ).

Pour les suites i) et j), on a: n =18, k=6, e =3, 2 =1 (mod. ).

Ce sont 14 tous les cas possibles pour n=6 et n=18.

- Chapitre 1l

Soient a présent S et T deux substitutions de second ordre por-
tant sur les mémes n éléments chacune.

Montrons que la condition nécessaire et suffisante pour que ces
deux substitutions soient des transformées réciproques est que n
soit un nombre de la forme

n="Fk, - 2, 3k; - 6k, ,

ou ky, ky, kg, k, sont des nombres entiers non négatifs, I'un au moins
des nombres ky, k, étant = 0, si S== T, et que les n éléments de
S(T)forment k, groupes d’un élément chacun, cet élément constituant
un cycle de premier ordre commun a S et a T, k, groupes de deux
éléments chacun, ces deux éléments formant une transposition
commune a S et a T, k; groupes de trois éléments chacun, ces trois
éléments formant un cycle de premier ordre et une transposition
aussi bien dans S que dans T, mais ces deux cycles étant distincts
pour les deux substitutions, et k, groupes de six éléments chacun,
ces six éléments formant trois transpositions aussi bien dans S que
dans T et dont aucune n’est commune a ces deux substitutions.

a) La condition est nécessaire.
Soient S et T deux substitutions de second ordre et soit

) | STS™'— 78T~

Ces deux substitutions sont semblables et ne peuvent contenir
que des cycles de premier et de second ordre.

Soit (@) un cycle quelconque de premier ordre de S.

eux cas peuvent se présenter:

Ou bien le cycle (a,) figure aussi dans 7. Il fait donc partie de
STS™'=TST .

Ou bien T posséde une transposition, dont 'un des éléments
est a,.

Soit (a,a,) cette transposition. Dans ce cas, TST ™" contient le
cycle (a,). Mais alors, en vertu de I’égalité (1), il doit exister dans T'
un cycle (a;) de premier ordre, tel que a,~ a, et que S contienne
la transposition (aya,). Ainsi, les trois éléments a,, a,, a, forment
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un cycle de premier ordre et une transposition aussi bien dans S
que dans T et. ces deux cycles sont distincts pour les deux
substitutions.

Soit, & présent (a,@,) une transposition quelconque de S.

Les cas suivants pourraient avoir lieu:

1) T contient également la transposition (a,a,). Alors (a,ag)

appartient aussi a STS™'— ST,
2) T contient les cycles (a,) et (a,). Alors la transposition (a1 ag)

appartient a TST ™", Elle doit donc aussi appartenir & STS™
vertu de l'égalité (1). Or, c’est impossible, car il devrait ex1ste1
dans T une transposmon (a3a,,) Ay Uy, Oy ; Wy Ay, Ay, €8 dans S
deux transpositions (a;a,) et (a,a;), ce qui ne saurait avoir lieu
puisque S contient la transposition (@, a,) et que cette substitution
est de second ordre. Le cas 2) ne peut donc pas se présenter.

3) T contient le cycle (a,) [(ay)] et une transposition (a,as)
[(a,a3)]. Alors TST™" contient la transposition (a,a,) [(a3a,)] qui

doit également appartenir & STS™" en vertu de I'égalité (1). Or, S
transforme a, en a, [a, en a,]. Donc T doit contenir une transpo-
sition (a,a,) [(% 1)J qui, transformée par S, donne (a,a,) [(a;a,)]
et, comme T contient déja la transposition (agaa) [(a,a3)], on doit
avoir a;=—a,. Donc S doit contenir le cycle (ay).

Ainsi donc les éléments a,, a,, a; forment un cycle de premier
ordre et une transposition aussi bien dans S que dans T et ces
deux cycles sont distincts pour les deux substitutions.

4) T contient deux transpositions (a,a;) (a,a,), les éléments
a,, 0y, a4, a, étant distincts deux a deux.

Alors, (ar,1 a,) appartenant a S, la transposition (a;a,) appartient

a TST~". Elle doit donc aussi appartenir & STS™ —, d’ou il découle
que T doit contenir une certaine transposition (a5a6), telle que S
contienne les transpositions (aya,) et (aza,). Comme S contient déja
la transposition (a,a,), les éléments a,, a; doivent nécessairement
étre distincts de a,, a,, a,, a;. Il existe donc dans ce cas six éléments
@y, Ay, A, @y, A5, g qui forment trois transpositions aussi bien dans
S que dans T, aucune de ces transpositions n’étant commune & S
eta T.

Il résulte sans peine de ces considérations que la condition
énoncée est bien nécessaire pour que les substitutions S et T soient
des transformées réciproques.

b) La condition est suffisante. Supposons qu’elle est satisfaite.
Chaque cycle de premier ou de second ordre commun a Seta T
appartient évidemment aussi bien 4 STS™ qu’a TST™.

Soit a,, ay, a, un groupe de trois éléments formant dans S les
cycles (a,) (a,a,) et dans T les cycles (a,a,) (as) [(a,a5)(az)]. En
elfectuant sur les éléments des cycles (a,) (a,a,) la substitution T,
on obtient les cycles (a,) (a,a,) [(a,) (g )] et en effectuant sur les
éléments des cycles (a, a,)(as) [(a, a,) (ag)] Ia substitution S, on trouve
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les cycles (ay) (a,a,) [(a,a,)(a,)], identiques & ceux que nous avons
obtenus précédemment,

Soit, a présent, a,, d,, as, a,, @, a; Un groupe de six éléments
formant dans S les transpositions (a,a,) (a.a;) (a;a,) et dans T un
quelconque des huit groupes de transpositions

(agay) (agas) (a,aq)
(ayas (aqaq) (ayas)
(aya4) (aqas) (aza)
(ayay) (aya5) (a5a;)
(aya5) (agag) (a,aq)
(aya5) (agay) (agaq)
(a4 ag) (ag0) (ay05)
(ay ag) (a2 ay) (a305),
par exemple (a,a,) (a,a) (azas).

Si 'on elfectue sur les éléments des trois transpositions en ques-
tion de S la substitution T, on obtient les transpositions (a,as)
(asay) (aza,) et si on effectue sur les éléments des transpositions
correspondantes de 7' la substitution S, on obtient les transpositions
(agay) (aya5) (a,ag) que I'on peut aussi écrire (a,aq) (asa,) (a;a,).

S1 nous posons S, =(a, a,) (asa,) (asa,) et Ty=(a,a,)(as05) (a5 as),
on a donc TS, T1_1: S, Tisf. On vérifie aisément que le résultat
est le méme si les éléments a,, a,, a,, a,, as, ag forment dans T 1'un
quelconque des sept autres systémes signalés de transpositions.

Si donc la condition énoncée est satisfaite, on a bien

(1) STS™'=TST™,

et la condition est suffisante, ¢. q. f. d.

Passons maintenant aux substitutions de troisiéme ordre.

Soit ¢ un cycle quelconque de troisiéme ordre d’une telle
substitution et soit a§ un élément arbitraire de ce cycle, I'indice 4
pouvant prendre 'une des valeurs 1, 2, 3. Convenons de désigner
par a4 'élément du cycle € qui précéde a$ et par a4q I'élément
du cycle € qui suit a$, les indices 1 —1 et A1 devant étre au
besoin réduits selon le module 3, de facon & prendre toujours I'une
des valeurs 1, 2, 3.

Par un raisonnement analogue & celui effectué pour les substi-
tutions de second ordre, on établit sans peine que la condition
nécessaire et suffisante pour que deux substitutions S et T' de troi-

sieme ordre soient des transformées réciproques est que le nombre
n des éléments de ces substitutions soit de la forme

n=k— 3ky+ Tk,+ 21k,
ou ky, ky, ks, k, sont des nombres entiers non négatifs, 'un au
moins des nombres kg, k, étant 50, si S== T, et que les éléments
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de S(T) forment k, groupes d'un élément chacun, cet élément
constituant un cycle de premier ordre commun a S et a T, k,
groupes de trois éléments chacun, ces trois éléments formant un
cycle de troisiéme ordre commun a S et & T, ky groupes de sept
éléments chacun, ces sept éléments formant deux cycles de troi-
sieme ordre et un cycle de premier ordre aussi bien dans S que
dans T et tels que si I'on désigne par a} un élément arbitraire de

|y isiém ; 1€
I'un de ces deux cycles de troisiéme ordre de .S, par a;I un élément

arbitraire du second de ces cycles de troisiéme ordre de S et par
af! 'élément du cycle envisagé de premier ordre de S, il existe

deux éléments a}, o', tels que T' contient les cycles (a}) (¢ 0 )
(a;_yai' yalt,), les cycles correspondants de S pouvant étre écrits
sous 1’a forme (aff) (al_,alal 1’) '(a;ﬂia}la}j_i), _enfm k, groupes de
21 éléments chacun, ces 27 éléments constituant sept cycles de
troisieme ordre aussi bien dans S que dans T et tels que si 'on
numérote les cycles en question de .S, pris dans un ordre arbitraire,
au moyen des nombres I, 11, III, IV, V, VI, VII et si I'on désigne par

al un élément arbitraire du cycle 1

a? » » » 11
a}“ » » » 111
af;’ » » » v
aff » » » \Y
aY! » » » V1
ay!l » » » VII

il existe sept éléments al, al!, a1, al¥

1 Tm?

ay, a¥t, a¥u, tels que T con-

1 I A4II AIIT [ IV 4V I VI o VII 11 v VI
?eﬁnt les cycles (aiaj al ) (a.z Lo a,r) (a_i_ia,s a; ) (aj_iot,m_lazs_1
ol

VII 4V VI IIT A VIL VI v I )
el al, ) (et ot af 1) (ag @ 1), les cycles cort espondants

A AT \ . 1 I I 1L IT 4IT
de S pouvant étre écrits sous la forme (a!_, alal -H) (@', o' o +1)

@@ amly) (@) jayar, ) @ alaly) @ el al,) (@70 alh).

Manuscrit recu le 28 février 1936.
Derniéres épreuves corrigées le 8 octobre 1936.
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