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Du rachat des terres par l'Etat. Variation de la somme
due pendant la période d'amortissement.

22. Après la question de savoir si l'amortissement au

moyen du fermage est possible, c'est-à-dire si la courbe de

la somme restant due en fonction des années écoulées coupe
l'axe horizontal, une question très importante aussi est de

savoir si la somme empruntée augmente par emprunts
nouveaux avant de diminuer par amortissement, c'est-à-dire si

la courbe est croissante avant d'être décroissante. Pour
traiter cette question de la manière la plus complète,
reprenons l'équation [19]

(l_|_An_(l i z)n
An zz A (1 +0" - a ^_iL ki±J_

I — z

et faisons-y successivement nzzO, 1, 2, 3 et 4, il viendra
successivement

A0zzA,

A, zz A (1 + 0 — «

a„ r,- -*N l+Zi+ f— 1—2z — Z°-

A2 zz: A (1 +2« + ts) — a — !—:

A5zzA(l+3*+3i2+;5) — a

A (l+2,-+.-»)-fl [2+ (»+*)],

l+3i+di"-+ P—1 — 3z— 3z2—z3

:A(1+3î+3ï2 + î3) — a[3 + 3(i+z) + (i*+iz+z*)~],
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l+U+6i*+M3+i'—1—4«—6z2—4z3-z4i^l+ii+^+U'+i^—a -

=(l+4«+6i2+4i3-|-i4)—a[4+6(«+z)+4(i'ä+iz+z2j+(t,-r-i22+w2-+-23>]-

Posons, pour plus de simplicité,

azzi + z

ßzzi*+iz+z* zz itx+z*

yzziz+ih+iz*+z*zziß+z3,

â — l*+ l'3z + iV+ ù5 + z" zz iy+z\
il vient

An — A

A, A(l+0-fl,
Aszz A(l+2«+?) —« (2 + a),

A3 —A(l+3i+3?'2+i3) —o(3 + 3a+/9),

Ail=IA(l+4^'+6^2+4^¦3 + ^'',)—a(4 +6«+4^+y).

Si on se reporte à la loi du développement du binôme de

Newton, celle du développement de notre formule devient

évidente, et il est clair que, si on pose

x =r«'"-' + ('"-?z +?'"-V+...+z"-1,

kzz î'" + *'"-'z+t'"-sz2+ ...+zn zz î'x+z"

fi zzt'"+i+î'nz+i"-1z5+...+z"+' zz ü+zn+l,

rzzin+s+in+iz+inz2 + ...+zn+'2zz /,u+z"+2,
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il vient

A„ A [l+^i+!i^^+^l^'3+ ...+>"]

-4^+^"+(w+;iîlrv...+A],

An+2=A[1+^.+(n±^),+(^

fn+2 (n+2)(n+l) (n+2)(n+l)n /1
L 1 + 1.2 + 1.2.3 P-r--W*J «

An+3zzA[l +^,+l!ì±|I^±ÌÌ^+ (^3^+|fn+l) ^^....^^a]

p+3 (n+3) (n+2) («+3) (>H-2) (n+1) 1

0[——+ YJ K+ 1.2.3 /ï-+-...-l-vj.

23. Cela posé, formons les différences premières
z/AoZzAi—A0, z/A4zzA2—A4, z/As=z:A3—A2, ^A5=zA^—A5...
^AnzzAn+i—An, z/An+izzrAn+2—An+i, JAa+»zzAn+s—An+s,

nous aurons

JA0 zz: Ai — a,

JAlzzA(i+ii) — a(l+a),
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JA2 zz A (i+W+f) — a (1 +%<x+ß),

^A33:A(^+3^2+ 3r,+^',) —fl(l + 3«+3iS+)'),

V¦ n -» n(n— 1) ,,1
z^An A[e+ j i2+ v

1 - ; t* + + l"+'J

[, n n(n — 1) .1
1 + T« + —^—/^+- +/J,

.a J. n+1 (n+l)n ,,~l^A„+d=a \i + -y-12 + K—j~-*° + + 'n+-1

- a [l+ ^i+i « + -1±J^ ^ +--. + ^]

^An+3 A[i + 2±» * + ™±i} + *"-]

Pour que, dès le début, les différences premières ne soient

pas positives, il faut que l'on n'ait pas

At — A0 zz JA0 zzAi—a > 0,

soit

a

Et, en effet, il est évident que : — Si le taux de l'intérêt net
est supérieur au taux initial du fermage, la somme empruntée
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pour l'achat de la terre doit augmenter par emprunts
nouveaux avant de diminuer par amortissement.

Si, comme nous l'avons fait (19), on représente par une
courbe continue les variations discontinues de la somme

restant due à la fin de chaque année, la condition i ^.-r
correspond à la double circonstance d'une courbe croissante

ou d'une courbe décroissante à son point de départ A. La

condition i zz — correspond à la circonstance d'une courbe

cessant d'être croissante pour devenir décroissante à son

point de départ, c'est-à-dire à la circonstance d'un point de

maximum en A, comme cela a lieu dans le cas de la courbe

AN (Fig. 2) du 1er tableau de Gossen, où a zz 4000,

A zz 100000, et où, par conséquent, — zz 0.04 zz i.

Si l'on veut qu'à un moment donné, la somme due cesse

de s'accroître, il faut poser généralement

^A„ 0,

soit

A p +^ + !iil^+...+*.,+.]

d'où l'on tire successivement

A zz«

n n(n—1)
T a + "TX1 + T" a + a 5 ß + - + l

n .„ n (n — 1)
• * + T*s+—J .2 i' + i n + 1
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1 + y 0" + *)+—fX^ (*'* + « + 2s) + + (t» + + z")

~a ^s+^w ...+*¦"+<

n n(n~l) n(n—l)(n-2)
_a p 1+ 1.8 + 1.2.3 P + -+x
~7^ +*

i7|77^=^^+...+^

_ « az (1 + Q"-(1 + z)"
» î'(i+0" *—z

- „_a__ ^ *(l+0n—z(l+z)"

I

«'(1+0" i — z

24. On reconnaît les équations [1] et [2] de prix normal
dans lesquelles la durée de la plus-value m est remplacée

par le nombre d'années n après lequel il n'y a plus d'excédant

du montant des intérêts à payer sur le montant du

fermage à recevoir. En y réfléchissant, on se convainc en effet

que : — Le prix normal d'une terre est celui qui, augmenté
des intérêts capitalisés et diminué des fermages capitalisés, se

trouve égal, quand finit la durée de la plus-value de la rente,

au rapport du fermage au taux du revenu net, de manière

à ce qu'il n'y ait ni bénéfice ni perte à faire pour celui qui
aurait acheté la terre lors de l'apparition de la plus-value et

la revendrait lors de la cessation de cette plus-value. Et cette
considération aurait pu nous faire trouver d'une manière plus
simple l'équation ci-dessus d'égalité du montant des intérêts
à celui du fermage, qui est aussi celle du prix normal.

Au bout de m années, la somme due est

i. A(l-H)--."+'•»•¦-<'+»,
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les intérêts à payer s'élèvent donc alors à

[A(i + ir-a^m-? + z)m]i;

tandis que, d'autre part, le fermage à recevoir s'élève alors à

a (1+z)"'.

Pour qu'il n'y ait pas, à ce moment, accroissement de la

somme due, ou pour que le prix soit prix normal, il faut

que le fermage à recevoir suffise aux intérêts à payer, ou que

[A (1 + t)m _ a (1+0°~(l+*)mj i- a (1+z)m t

ou que, conformément à notre théorème,

A(l + 0"-o(1+*)m-(1+^o^.N i —z 1

Or, de cette équation, on tire l'équation [2] de la manière

suivante :

A(i+o-=«r(1+°m.-(l+g)%^iL i — z % J

i(l+i)m — i(l+z)m + i(l+z)m — z(l+z)"'
l (i — z)

__ o t(l+t)m-z(l+z)°
i i — z

a t-(l+|-)m_g(1+z)n
1 Pvi(l + Om i-
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25. Si l'on pose

i + f" + !^, + ...-M
Azza -

i+»i. + ïk=!2 .••+...+ ,-.?.

— __ x* (1+0"

alors ^/An+i devient

» i+j. + %^+~+*
T x p^ x.-d+O-

_.[1+ ï+ i.+ &+£», + ...+,.]

o[1+»„ + u(ïZlu/,+ „+i](l+0
r, n+1 (n+l)n .1-« [1+ —-« + L2 ff + - + J<J

+ i + ^«i+nJ^ßi+...+Xi\

\ n o n(n — l)
zzay—a— — ß

2
' y — — p

+ (a-z)+^(ß-z*) + ufc^ (y-z3) + ;.. + (^-z"+')]
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I n i n(n — 1) .,1
ZZ — rt [z + — Z2 + -^— 23 + - + 2"+'J

zz-flz(l+z)".
Cette quantité étant essentiellement négative, quand z est

positif, il s'ensuit, comme on pouvait le prévoir, que : —

Dès que la somme due a cessé d'augmenter par emprunts

nouveaux, elle commence à diminuer par amortissement.

26. Formons maintenant les différences secondes ^/2A0

=z(A, —A,) -(A-Ao), ^A4=z(A5-A2)-(A2-A1),
^A,z=(A4 — A3) — (A,-A,) ^An zz (A„+2 — A„+1)
— (A„+i — A„), ^2An+i zz (A„+3 — A„+0 — (An+a — A„+1).
nous aurons

J*A0 zz AP — aa,

^AiZzA^ + f0)— ala+ß),

^2A2zzA(i2+2i'3+*") — a(a+%ß+y),

SAn zz A U" + -± iz + ^yj^- i" + - + t»+»l

,«-«[« + |^ + %-l)/+...+

^2An+1 A [,- + 2+1 iz + Ôi+llï C + + i^
n+1 (n+\)n-fl « + —\—fi +1 r ' 1.2 y +... + »•]

Pour que, dès le début, les différences premières, étant
d'ailleurs positives, ne soient pas croissantes, c'est-à-dire
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pour que les différences secondes ne soient pas positives,
il faut que l'on n'ait pas

(A, — Ai) — (Al — A0)zzJ2A0=Aii—aazz:Aii—a(i+z)>0,

soit

az

Ai — a'

Ainsi : — Si le taux de l'intérêt net est supérieur au rapport
de l'accroissement initial du fermage à l'excédant initial des

intérêts à payer sur le fermage à recevoir, les augmentations
annuelles de la somme due sont croissantes avant d'être
décroissantes.

Si, comme nous l'avons fait (19), on représente par une
courbe continue les variations discontinues de la somme

restant due à la fin de chaque année, la condition i < Ai—a
correspond à la double circonstance d'une courbe convexe
ou concave par rapport à l'axe horizontal à son point de

départ A. La condition i zz —. correspond à la cir-
Al Ct

constance d'une courbe cessant d'être convexe pour devenir

concave par rapport à l'axe horizontal à son point de départ,
c'est-à-dire à la circonstance d'un point d'inflexion en A.
C'est ce qui a lieu quand on pose

A«'2 zz a (i + z),

et qu'on en tire

i+ z
A zz rt —-s-r

comme le fait Gossen pour obtenir son prix limite (4). Ainsi
la condition posée par Gossen « que l'Etat ne se trouve pas
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en perte (wenn des Staat keinen Schaden haben soll) pour la

première année » ne signifie pas, comme on aurait pu le

croire, « qu'il n'y ait pas d'excédant de la somme due la
2e année sur la somme due la lrc année, » ce qui impliquerait

que

a a
A T'

comme dans le cas de son 1" tableau et de la courbe AN,
mais bien « que l'excédant ne soit pas plus grand pour la
seconde année que pour la première, ou, pour mieux dire,

que ces deux excédants soient égaux. » Ce prix limite de

Gossen A zz a —^— zz -r H—-- n'est pas non plus le prix

1

Azza-. auquel l'amortissement devient impossible et

pour lequel la courbe ne vient plus couper l'axe horizontal.
C'est le prix pour lequel les excédants cessent de croître
et commencent à décroître. Si Gossen avait appliqué
rigoureusement sa condition dans son 2e tableau, il aurait dû

supposer — zz ' „T..-— zz31.25, et en faisant AzzlOOOOO™ a 0.042

100000 nnnAfaire a zz -—-—- zz 3 200. Alors il aurait eu la courbe
O 1 — O

AN" au lieu de la courbe AN' qu'il a eue en supposant
100000 OQOOOO Ta zz —-—— zz 3 333.33. La premiere courbe aurait eu son

point d'inflexion en A et son point de maximum en M",
tandis que la seconde a son point d'inflexion en K' et son

point de maximum en M'.
Si l'on voulait qu'à un moment donné l'excédant cessât de

s'accroître, il faudrait poser généralement

zf2A„zzO,
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soit
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-a[« + ^ß + ^iy + + q 0,

d'où l'on tirerait successivement

Azzrt
« + |^ + ^f^r + + ,«

* + |^+^p"^:T^^
il m{/î 1 ]

^+zì+:(»2+*z+z2)-^-^7+(':^+'2z-^-''^2-^-^3)-^-...-^-(!,'+1-^-..¦^-3"+,
z=fl-

1.2
n n tn — 1

'+ïl+ 1 2~^'+'"+1

1 +-vX

n n (n — 1) „1 + -y « + —f-ryf2 ß + - + *

n n(n — 1)

1+T'+ 1.2 f+ + t"

1+f 1 +2

tt n(w —1)
T + ~1L2~ " + - + x

n n (n — 1

1+T?'+ 1.2
e +... +1"

öf!_ ^ (1+0"-(!+=)¦¦
i '

?'2 ' ?'s(l+0" t —z
" + 5 +

/2(i+0" x t»(l+Q- —='(!+:)"



65 SÉP. THÉORIE MATHÉMATIQUE DU PRIX DES TERRES BULL. 253

27. Cette équation est dans un rapport intéressant avec

la précédente relative aux différences premières.

Supposons d'abord deux prix d'achat, l'un A tel que la
différence première soit nulle après n années, conformément

à l'équation

A_ » ¦ az (1+Q"-(1+z)"
i "M (1+0" i — z

et l'autre A' tel que ce soit la différence seconde qui soit

nulle après n années, conformément à l'équation

4-_£,«, _«fL_ ^ (1+Q"-(1 + z)"

i "+" P "*" i2(l+0" «' —z

on voit tout de suite que

A'zzü + a,
i r

formule curieuse mais qu'il n'importe pas d'approfondir ici.

Supposons à présent un seul et même prix d'achat tel que
la différence première soit nulle après m années, conformément

à l'équation

A_ tf x(_(l+0™ — Z(l+*)m
î(l + 0m i — z

et que la différence seconde soit nulle après k années,
conformément à l'équation

a _ _J ^ r-(l+0^-z2(l+z)"
ï'2(l+0k i — z

On a, dans ces conditions,

a i(l+i)m — z (l-t-g)m _ o »'2(l+«)kr-z2(l-|-z)i'X / - ' — 7S7T .-m. X
*(l+i)m »'— z is(l-M'ik î —2

17
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i (1 +Om — z(l +z)m _ P (1 +Qk — z2 (1 +z)k
(l+0m — i(l+i)k

?'2(H-i;m + k —ZÌ(H-ì'jt(l+z)«i i2(H-î')"'+k —22(l-fi)m(l+2)k,

2(l+z)m-k=z(l+0m-k,

i _ (1 + «\m_k

T - \T+~z) '

(m — ft) log t—— zz log —
1 + z z

log-f
m — k zz-

logT+-

d'où il suit que : — Ze nombre d'années qui s'écoule depuis
le moment où l'excédant des intérêts à payer sur les fermages
à recevoir cesse de s'accroître jusqu'à celui où il devient nul
ne dépend que du taux de l'intérêt net et du taux d'accroissement

du fermage. Autrement dit, la distance horizontale du

point d'inflexion au point de maximum des courbes est la

même quel que soit le rapport du prix d'achat au fermage
initial. Dans les deux courbes AN', AN", cette distance

0.04
logô7oT

k'm' zz ON est de — zz 47.36.
1.04

log ÏToï
Cette distance m — ft du point d'inflexion au point de

maximum dans les courbes AN, AN', AN" de la Fig. 2 est,

comme on voit, la même que la distance m — ft du point
d'inflexion au point de maximum dans les courbes AM, A'M',
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A'"M'" de la Fig. 1. Cette circonstance met dores et déjà

en évidence l'identité des courbes d'amortissement et des

courbes de variation du prix normal; mais nous laisserons

cette identité de côté pour y revenir dans un instant.

28. Si l'on pose

n 11(11 —1)
•«+-J-/H j-ôj— y + - + f*

Azza-
P + ^P + ^-lp+... + i^

n 11(11— 1)

a
CC+—ß + -±]-lrly+...+lt

— X —
» (1+0"

alors ^/2An+i devient

n
'

11(11—1)

p (i+0n l + '

— rt |^«+ —— /î + —q— r + + v I

r n a 11(11— 1) "I
« [«+ y i» + \ 2 y + - + ,"J (i +0

n+1 (n+1)» "ir n+1 „ (n+l)n 1
[«+-p-/î + L-~I-y+...+i'J

+ - \ a
' Y + --V:0[g-B+!Lir.^/>+w(»-1)i-(w+1)w

+ « + |^+!^l) ,,•+...+,,-]
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f n n(n — l)a[-ß- tr Yj-0-...-r
+ iß-**) +^(Y-zz)+^^1 (â-z>) + + (r-z"+0]

=-4*+^+^-^+...+H
zz-az2 (1+z)".

Cette quantité étant essentiellement négative quand z est

positif, il s'ensuit que : — Dès que l'excédant des intérêts à

payer sur les fermages à recevoir a cessé de croître, il
commence à décroître.

VI

Impossibilité de l'amortissement en cas de prix normal.

29. La discussion de la formule [19] de la somme restant
due en fonction des années écoulées

a.=a(i+o--."+<';-<,1+')-

nous a fait reconnaître certaines conditions de rapport entre

A et a pour que l'amortissement du prix d'achat au moyen
du fermage soit possible. Et, d'autre part, la discussion de

la formule [1] ou [2]

a _ ± i az x/ (l+0m-(l+*)m
i ^ i(l+i)m i — z

_ a _*(l+Qm-z(l+z)m
i(l+i)ai i-
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