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Zur Aequivalenz bilinearer alter-
nierender Formen

Von HELENE STAHELIN, Fetan.

Die Transtormationstheorie der Scharen von ganzzahligen, alternie-
renden Formen

4 4
Az 4 Bry= _gla,-k u; vy 2+ beik U;Vy X,
7, k=

i k=

i = — sy bip — — O,

ist im Zusammenhange mit der Transformationstheorie der vierfach
periodischen Funktionen insbesondere von Humbert?) und Hecke?) ent-
wickelt worden.

Zwei alternierende Formen A4 und B bestimmen eindeutig eine qua-
dratische bindre Form, die Invariante der Formenschar 4, -+ Bx,
gegeniiber unimodularen Transformationen:

2 2
ax, +Jx xy+ bx,,
deren Quadrat gleich der Determinante | @;, x, + 6,4 x, | ist. Dabei sind

A=Ay Qgy + A3 Ayg | A1y Aoy, %= |fl£k‘,
o= b12 b3y + b13 b2 + b1y ags b2 :l bir I ;

die Invarianten der Formen A4 und B. ¥ ist eine Simultaninvariante von
A und B, namlich

F = a9 b3y a34 019+ 13049 + @4p byy + @14 093 | A3 b1y

In der Formenschar A4x, + Bx, mit ganzzahligen Koeffizienten «;;,
b;3 und rationalen x,, x, lassen sich stets auf mannigfache Weise zwei
Formen C, D bestimmen, so daf3 sich jede in der obigen Schar ent-
haltene ganzzahlige Form durch Cp 4 Dg darstellen ldf3t, wo p» und ¢
ganze Zahlen sind. Solche Formenpaare C, D sollen Fundamentalformen

'y Humbert, Sur les fonctions abéliennes singuliéres. Journ. de Liouville,
Sér. V, T. 5, 6, 7, 9, 10 (1899—1904).

2) E. Hedke, Ueber die Perioden vierfach periodischer Funktionen. Got-
tinger Nachr, 1915.
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genannt werden.3) Zwei Paaren von Fundamentalformen derselben

Schar entsprechen quadratische Formen, die durch ganzzahlige Jineare
Transformationen mit der Determinante -+ 1 ineinander iibergefiihrt

werden konnen. Jeder ganzzahligen Formenschar Ax, + Bz, ist da-
her eine wohlbestimmte Klasse bindrer quadratischer Formen zugeordnet
und umgekehrt.

Herr Hecke hat nun gezeigt, daf swez linearen Formenscharen, die
dquivalent sind in dem Sinne, dafs sie durch kogrediente ganssahlige
unimodulave Transformationen ineinander iibevgefiilkirt werden kinnen,
dieselbe Klasse quadratischer Formen entsprickt.*) Es gilt aber auch die
Umkehrung dieses Satzes: Sind A, B und C, D swe: Paare ganssah-
liger altevnievender Formen, und stimmen die I[nvarianten a, b, ¥ von
A und B wmit den entsprechenden von C und D iiberein, und sind ferner
beide Formenpaare Fundamentalformen der Schar Ax, - Bzx,, resp.
Cxy+ Dxy, so gibt es eine kongrediente ganzsahlige unimodulare Trans-
formation, die A und B simultan in C und D transformazert.*) %)

Auf Grund dieser Resultate werde ich nun folgenden Satz beweisen:
Lwer Paare alternievender [Forinen

4 4
A == 2 a;pt; vy, B=— 2 bip u; v
;b= 1

7, k=1

4 4
B
C= dcirtt;vy, D= D dipu;v,
i k=1

i, k=1

mit ganzzahligen Koeffisienten sind dann und nur dann dquivalent,
wenn die Moduln der Unterdetermaznanten n-ten Grades der Formenschar
Ax, 4 Bxy, mit den Moduln der Untevdeterminanten n-ten Grades von
Cx,+ Dxy fiir jedes n iibereinstimmen (n =1, 2, 3, 4).

Bezeichne ich die Unterdeterminanten z-ten Grades der zu 4 v, + Bx,
gehorenden Matrix mit J(I") : J;") Y 4 und diejenigen der Matrix

(=)’

von Cx, + Dx, mit (0(1"), (0;”), @(’;) ,» S0 lautet die notwendige
(4~—n)
8) E. Hedke, 1. c. S. 13.
4) E. Hedke, 1. c. S. 14.
5) Der Beweis dieses Satzes findet sich fur den Fall, daff die eine Form die Invariante
a == — 1 hat, bei Humbert, 1. c¢. T. 5, p.238-—246. Er lifit sich leicht auf den allgemeinen
Fall iibertragen,



und hinreichende Bedingung fiir die Aequivalenz der Formenpaare 4, A
und C, D

(i) (i)’

Unter einem Modul im Korper 4 (1) der rationalen Zahlen versteht man
bekanntlich ein System von ganzen Zahlen in £(1), das eine von O
verschiedene Zahl und mit « und § auch a- ¢ und « — g enthilt.

Aus der Gleichheit der Moduln (Ai”), J;”), J({;) )2) , (¢(1”), ¢(2”), (D((';) )2)
44— 4—n

folgt daher, daf3 jede Unterdeterminante Az.”,) sich linear ganzzahlig durch

n (n) q(n _ (72) () (n
(J§>,42, ..... K| )M(ml,qbg,....@’ ) n=—1, 2, 3, 4

die Unterdeterminanten (Df:) darstellen laf3t und umgekehrt.

Wenn die Formenpaare 4, B und (C, D simultan ganzzahlig unimo-
dular ineinander transformiert werden konnen, so stimmen ihre Invarian-
ten iiberein, Also sind auch die Determinanten gleich:

| sp 2, b vy | = | 2o 2+ diz 75|, A — @

Nach der Voraussetzung gibt es ferner eine ganzzahlige, unimodulare
Transformation = || ;2 ||, so daf3

P (Ax;+ Bxy) P— Cx ~+ Dux, (1)
wird. Hierbei bedeutet /' die zu P transponierte Matrix. Daraus folgt
(Ax, 4 Bxy) P= P ' (Cx,+ Dx,), (2)

wo P'—1 die zu P’ inverse Matrix ist. Da die Determinante |p;,| =1

ist, so sind die Elemente II;, — Di von P’ —1 wieder ganzzahlig, und
ik
es ist auch |/l;,| = 1. Nach Gleichung (2) ist
4

4
kg:(aik xl—f—bz'kxz)Pkl:Z(Ckz it dprxg) lly, I, 1 =1, 2, 3, 4.

k=1

Die Elemente a;,x, -} 6;;,x, lassen sich daher linear und ganzzahlig
durch die ¢;; x, -+ d;z x, darstellen, und umgekehrt sind die a;; x, + 4.2 %,
linear und ganzzahlig in den ¢;, v, + @ 7,. Es ist also

(1) 1 Ay — (o™ @V @
(49, 49, ... 4Z) = (20, @, .... o).
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Nach dem Satz von Franke®) ist auch die Determinante, die aus den
n-reihigen Unterdeterminanten (z =— 2, 3) von /Z, bezw. /' —! besteht,
gleich 1. Somit lassen sich nach Gleichung (2) auch die Unterdeter-
minanten 4™, » = 2, 3, linear ganzzahlig durch die Unterdeterminanten
@', n = 2, 3, darstellen und umgekehrt. Es ist also auch
(n) (r) (7) —_ (7) (7) (7) _
(Al , 4 ...A(Z )2) = ((01 , 0, ... d)(z )2), n =2, 3.

Die Bedingung der Uebereinstimmung der Moduln der Unterdetermi-

nanten z-ten Grades der Formenscharen 4x; -+ Bx, und Cx; 4 Du,
ist somit notwendzg fiir die Aequivalenz der Formenpaare 4, B und C, D.

Aus der Gleichheit der Moduln (dl(”), d;"), ...... 4" ),

”n 2
4—p

(¢§"’, o, ... 0% ), n—1, 2, 3, 4, folgt, daf3 die Determinanten

(’4‘—‘ ﬂ) ’

der Formenschar 4x, -+ Bx, und Cx, + Dx, und somit auch ihre
Invarianten gleich sind. Sind A4, B und C, D zwei Paare von Funda-
mentalformen, so sind sie also nach dem Satz von Humbert und Hecke
gleichzeitig kogredient unimodular und ganzzahlig ineinander trans-
formierbar.

Sind 4, B und C, D keine Fundamentalformen, so gibt es in der
Schar A x, 4 Bz, zwei Fundamentalformen

A, a,, u;vy = Ap + By,
i k=1

|
'S :{TM*

B =24

u; vy = Ar -+ Bs,
1

I

%

E
I

z,

wo p, q, r, s rationale Zahlen sind.

Da nach Voraussetzung die Moduln der Unterdeterminanten 1. Grades
der Scharen Ax, + Bx, und Cx, 4 Dx, einander gleich sind, ist

4
Cik Xy + dip xyg = 127 (@ X —|- by Xg) &xh s
==1

%y

worin die g,, ganze rationale Zahlen sind. Also wird fir » =p,
rg =14

) E. Franke, Ueber Determinanten aus Unterdeterminanten, Journ, f. Ma-
thematik, Bd. 61. (1863), S. 350—355.
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4
ch=canpFding =2 (@xn?+0xr 9 gxr = 2 @'xr gxr-
Yo A= 1

M,l:l

Da die @'y und die g, ganze rationale Zahlen sind, so sind auch die
¢, ganze rationale Zahlen. Ebenso folgt, daf3 auch die

’o__ .
dir=cinr+dip s

ganze rationale Zahlen sind.

Ax; 4 Bx, geht durch die Transformation
vy = p i rab, vy =gl s} (3)

in Ay x1 -+ By xp tber, wo 4,, B, Fundamentalformen sind. Da die ¢,
und die &;, ganzzahlig sind, so folgt aus der Symmetrie der Voraus-
setzung, daf3 auch Cx -+ Dz, durch die Substitution (3) in eine
Formenschar C; x|+ D, x3 iibergefithrt wird, in der ¢, und D, Funda-
mentalformen sind. Weil ihre Invarianten iibereinstimmen, sind 4, x; -+ B, x,
und (), x; - D, x, dquivalent. Daraus folgt auch die Aequivalenz fiir
die Formen Ax, 4+ Bz, uud Cx, + Dx,.

Wihrend sich der Beweis dafiir, daf3 die Uebereinstimmung der
Moduln der Unterdeterminanten z-ten Grades eine notwendige Bedingung
ist fiir die Aequivalenz zweier Formenpaare, ohne weiteres auf Formen-

2n
paare ' a;, u; v, iibertragen lif3t, liegt dem Beweis dafiir, daf3 diese
i, h=1
Bedingung auch hinreichend ist, der Satz von Humbert und Hecke zu
4

Grunde, der nur fiir Formen ' a;, #; v, bewiesen ist.
7, k=1

(Eingegangen den 9. November 1929)
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